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ΒΕΛΤΙΩΜΕΝΗ - ΕΠΗΥΞΗΜΕΝΗ 


ΑΘΗΝΑΙ 1991 


πᾶν γνήσιον ἀντίτυπον φέρει τήν ἴἰδιόχειρον ὕὑπογρα- 
φήν τοῦ συγγραφέως 


᾿Απαγορεύεται ἡ ἀνατύπωσις ἤ µετάφρασις τοῦ παρόντος 
ἤ καύ µέρους αὐτοῦ ἄνευ ἐγράφου ἀδείας τοῦ συγγραφέως. 


σοργτ {σε 1974 Ῥγ .ΤΗ.Ηαϊηωί5 Ργὰαπῖτθά {η Άεπεης, 
0χθ6θς86. | 


ΔΙ1 τίσητς τεθδθγνθὰ. 


Εάῑξίοπ 1991 


1816 Ὀοοκ οἵ ἄπΥ ρατς Επογθυξ παθς πως Ὦ8 εθρεοάνσθὰ . 
{π. Δπγ ἔοστπ ωίτπουις ἔπο ντῖΙῖςζτζεπ ροσπι15586ίΟΠ ΟΕ ἴπθ αμίΠογ. 


ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

Ὁ παρων τόμος ἀποτελεῖ ουνεχεια τῶς Όληως τῶν µαδημάτων τῶν Ἀνωτέρων Μα- 
δηματνιῶν, τὰ ὁποῖα διδάσιω εἰς τοὺς οπουδοστὰς τοῦ Ε.Μ. Πολυτεχνείου. 

ΕἰΣ τὸν παρόντα τόμον ματεθλήθει µαθε προσπάθεια ὥστε να περιορισδῶ ἀμριθώς 
εἲς αὐτὰ τα Κεφαᾶαια., τὰ οποία Ὀεωώροῦνται ἁπαραιτητα δια τῶν μάλυψιν τῶν α- 
ναχιῶν εἰς τα Ανώτερα Μαθηωµατιικα ὑπό τῶν Τεχνολοχιιῶν Εδρᾶν τοῦ Ἵδρυματος, 
Παρ) ὅτι ὁ τόμος αὐτὸς παρσυθιώςξει Έναν ἵωσνον ἀριδμόν σελίδων, ἓν τούτοις τιερι- 
ορἱόὃων ἀμριθῶς εἰς τὰς πλέον ἀναχυαίας παραγράφους, αἱ ὁποῖαι Εξ ἄλλσυ ἕ- 
χσυν δωτηδεῖ ιιαὶ εχκριφεῖ ὑπό τῶν Σχολῶν τοῦ “Ἵδρυματος ὅπως διδἁσι,ονται ιις- 
τὰ τὸ τεβδαρα τρῶτα Έξαμτνα εἷσ τὸ Ε.Μ.Π. Εξ ἄλλου εἰς τὸν παρόντα τόμον Έχομεν 
συμπεριλάβει ἕνα λίαν ἑιανοτιοιπτιιον ἀριδμόν ταραδειγμάτων, ἀσιήκσεων πρό» λὺ- 
συν ὧ» τλαί πολλῶν Εφαρμογχῶν δι τῆς ΜωχανιωΏις-- ἠδεμτριομοῦ - Γεωμετρίας ατ.λ. 

Εἰς τον παροντα τοµον Ὥ ἐπιβεχεῖσα Όᾷτι ιατενεμτ]ὅτ τελιιῶς εἰς ὅφο µέρη. 

Εἰς τὸ πρῶτον µέρος διαπραγµατευόµεδα τὰς συναρτΏηθεις τιολλῶν μεταθᾶτιτῶν 
μαὶ κυρίως τὴν Ἔννοιαν τοῦ Φιπβοῦ - τριτιἈοῦ καὶ Ἠενιιῶς πολλατιλοῦ µατα Ῥίσπκαπη 
ὁβοιΔωρώματος. Δὶόομεν ὁξ Ἰδιαιτεραν θαρύτητα εἰ» τό Κεφαβαιον τῆς Διανυδματι- 
υῶς Αναβύδεως. Επίσης εἲς αὐτὸ τὸ μξρος δίδοµεν μαὶ τὰς θασιιὰς Ἔννοίας ἔμ τῆς 
θεωρίας τῶν Καμπυλων μαὶ Ἐπιφανειῶν µε ἐφαρμοχιν εἷς τα Ἐπιιαμπύὺλια ααί Ἔτι- 
Φανεια να Ὁδοιλτιρώματα. 

θεωρῷ καδθιονμου νὰ Ἐαφράςω τὰς δερμὰς µου ευκαριστίας προς τσὺς 
ξη. χαληγαταρ Καρανᾶθιον Σωτριον, Βἀαθθόπουλον Βαθίλειον Φελλούρην ᾽Αρπύ- 
ριον μαθώς ιαὶ τοὺς θοτθούς µ.α. Βεάηθάστν Μικόᾶαον, Πέτρου Ιωάννην ὅί ο- 
Ἆαις τος εὐστόχους παρατησΏθεις μαὶ υποδείξεις πού ἔμαμναν Νατα πκδιαφόρου5 
Ἐμόόσεις τοῦ Ῥιθλίου καὶ αἱ ὁποῖαι συνετεΆεσαν εἰς τῶν ἀρτιωτεραν Ἐμφάνισιν 


αυτοΏ., 


Άθβναι Ἀπρϊλιος 491 ΙΘΑΗΜΗΣ Θ. ΧΑΙΗΗΣ 


'ΠΙΝΑΞΕ ΠΕ ΡΙΕΧΟΜΕΝΩΝ 
ΜΕΡΟΣ Α΄ 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΠ 1: µ τοπολοΓΙΑ ΤΩΝ ΜΕΤΡΙΚΩΗ ΧΩΡΩΝ 


8ι. 


61. 
63. 
84 
65. 


86 


“ , 
Ἡ Έννοια τῆς πογπιθ - Χώρος μέ πογΏωθ...... οι... ιν ν νο ντο ον ο ννι 


Μετριωος χῶρος............. ιν. ιν. 


νι ͵ Π ώς ’ 
Όρισν αικολουδίας εντός μετριαοῦ χώρου... ο ιν τον τν ντ 


) ͵ 4 4 , 
Ανοιωτα μαι αλειστα οὐνοήα..... ιν ος νο νο ν ν νο νο νο νεος 


[ / - Γ 
Περιοχαί μαι σημεῖα ουσσωρεύσεως συνοἆου ατ.]........... 


« ο “ ΄ 
Περιοχαί ενος συνολον....... 


Σημεῖα συσοωρεύσεως Τι ὁριαιιά στιµεῖα..... ο. ντ τν νο τον νεος 


, .. 4 - 3 ΄ 
Ἐγγύτατον η συνοριαιόν σημεῖον ἕνος συνόλου 


1 
υί 
π. Μεμµονωμένον σημεῖον..... ιο ος ον ον τν ντος ς νο νο ν ον ον ντο 
π 
ν 


η ον ο ο ο σι ο ϱϱ--- 


απ; ουνοιός σεντόνι ος ώρες ροών μις ωρα ο οῶς 


Συμπάπρωματα ἁαι ἀοιάΤισΕί5..... ο νο ον τον τον ενω ων ον ο νο ν εν ον ων ων 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΗ ΤἉ : ΣΝΥΗΑΡΤΗΣΕΙΣ ΩΡΙΣΜΕΜΝΑΙ ΕΠΙ ΕΝΟΣ ΜΕΙΡΙΚΟΥ ΧΩΡΟΥ 


δι. 
52. 
63. 
δ4. 


55 


δ6. 
63 


ΜΕ Τ1ΜΑΣ ΕΠΙΣΗΣ ΕΠΙ ΕΝΟΣ ΜΕΤΡΙΚΟΥ ΧΩΡΟΥ 


Οριον ιιαί συνεχεια συναρτήσεωώδ..... . ον τον τν ον τ ο ον νο ν νο ον ων εν τοος 


, η - ρ 
Διανυσματιιατι συνάρττσις πραγρµατιιαἠς µεταθᾶπτης (4 :Ἑ---- ) 


Πραμµατιατι συνάρτησις ὁιανυσματιικὴς μεταθλτιτῆς.. 


4 ως, οξ- ΄ ὦ , -- ᾽ 
Περι τοῦ οριου αὶ τὴςσυνεχειας τὴς συναρτήησεως (χ,ὴ) ---{(Χ,υ).... 


Επἀλᾶτιᾶα ορια τῖς (α,ν) --- Σ(αιυ). 


[ , - - Ἀ 
Διανυσματιμπι συναρτησις όιανυσματιωῖις μεταθᾶττῆις ΦΚ  ... ..... 


ν } ῃ ς { 
Όμαλτι συνέχεια ὁιανυσματιιών συναρτησεωών.... ο. ον νο νο ον ον ον 


Συμπᾶηρώματα μαι ἀσιιηπσεις. 


ΓΚΕΦΑΛΛΙΟΗ ΤΠ: ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ-ΔΙΑΦΟΡΙΚΑ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΗ 1ΥΝΑΡΤΗ- 


61. 
62. 


ΣΕΩΗ ΠΟΛΛΩΗ ΜΕΙΑΒΛΗΤΩΝ 


Μερισαι παρα νῶρος ώς οκ οδών αν τὰς νο μςς ο ὃς δν, 


Παραμώγισις μαΐ συνέχεια πραρµατιωἠς συναριωσεώως πολλῶν μεταθληιῶν....... 


Η Έννοια τοῦ ἐσωτεριιοῦ γινομένου....... νετ τες ν ων νο ντε ον ενος 


ΙΕΛΙΣΖΣ 


“8 


63, 


69. 


θιο. 


6. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΙΝ : ΠΕΠΛΕΓΜΕΜΑΙ ΣΝΥΒΑΡΤΗΣΕΙΣ 


ι. 
62. 
68. 


οι 
65. 


Διαφορισιμοι συναρτήσειδ....... . ον ον ον νεο ο ον ο ον ον ων ο νο 


Διαφοριιον συναρτησεως τιοἠλῶν μεταθλητᾶν.. 


Παράγωγος μαὶ ὁιαφοριωον συνθέτου συναρτήσεως..................... 


[. Περίπτωσις μιᾶς ἀνεξαρτήτου µεταθλητῆδ....... ον τν τν εν τν ντος 
π. Περίπτωσις περισσοτερων ἀνεξαρτητων μεταβάωτῶν.................. 
Μεριμαί παράγωγοι μαί διαφοριιά δευτέρας τάξεως............... 
Μεριωαὶ παράχωχοι ααὶ διαφοριια ἀνωτὲρας τῆς δευτέρας τάξεως......... 
Παράγχωγοι αἱ διαφοριιία συνθέτου συναρτῄσεως............-ι. οι τις. 


Τύπος του Ταψβογ διὰ συναρτήσεις δύο µεταθᾶπτῶν..... . νο ιν. 


Π ἐ ͵ [ να 5 , 
Παραχώγιοις ὑπό τὸ σύμθοΔον οῆς οἠοιιάηρώσεως.... 


Ἰδιοτητες τοῦ ὁιαφοριιιοῦ συναρτήσεως ποᾶδῶν µεταθᾶητών.............. 


Συμτιᾶπρώματα μαι ἄσιῆσεις. 


Πεπδεγμένπ συνάρτησις ὁριδομένπ ὑπο τῆς Εξισώσεως {(Χ.9) 5»... 


Πεπᾶεγμενη συνᾶρτησις ὁριδομένη ὑπό τῆς ξξισώσεως{:,χ.,...,Χφιν)ΞΟ...... 
Ἰαιιωθιαναν ὀρίδουσαι - Σύστημα πεπᾷεγμενων συναρτἠσεων......... 
ΤΟΠ πμ. ---ᾱ- --ἑ.. 
Β. Σύστημα πεπΔεγμένων συναρτησεών....... ο τν τν ν ον ων εν ενος 


Γ' Γεωμετριωαί ἔφαρμογαὶ ..... . «εν τον νο ννν ο εν νω εν νε ν εν τος 


ἐ 37 { 
ΣυναρτησιαωἩ εξάρττσις. 


Κυλινδριικαὶ μαὶ σφαιριαί συντεταγμέναι σημείου. 


1 Κ υΔινδριιαὶ συντεταγµεναι.. 
Ἱ. Σφαιριωαί συντεταχµέεναι.. 


Συμπᾶπρώματα μαί ἄσιησεις. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΗ Ὁ: ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΩΗ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΗ 


6]. 
62. 
63. 


Τοπιια μέγιστα ιιαἰ ελάχιστα τῆς συναρτήσεως: (αμ)... 


Τοπιμἁ μέγιστα ααὶ Ελάχιστα μιᾶς συναρτήσεως πολῶν μειαθᾶπτῶν........ 


Ἴοπιμα ἀμρότατα ουναρτήσεως διδομένης ὑπό πεπΔεχμένην µορφὴν... .. 


1. Τοπιιὰ ἀάροτατα τῆς συναρτήσεως 4(χ,ν)-Ο.... 


ᾗ τοπιιὰ ἀμρότατα τῆς συναρτήσεως {(χιν,ε)το..... 


- 


64. Ἀμρότιατα υπό συνΌηικαδ...... νο τον ος ο στ» 
686. Ἀπόλυτα ἀμρότατα μιᾶς συναρτησεως πολλῶν μεταθλητῶν....... ο... ος. 
Συμπᾶπρωματα μαὶ ἀσιῆσεις.... - τν τς τς ο «τες τν ντ κε εν ντο ων ενω 


ΚΕΦΑΛλΑΙΟΗ ΥΙ: ΠΕΡΙ ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΥΣΩΗ 


6Ι. Ἀνώμαβα σηµεῖα μιᾶς ἔπιπέδου µαμπὺᾶπς............ 


61. Περιθαήλουσα μιᾶς οἰμοχενείας ἐπιπεδων γραμμῶν........ ον τοι ντι ενος 

63. Περιθἀλῆουσα μιᾶς οἰιιοχενείας ἐπιφανειῶν........ ιν τον ντ ον τον, 
Συμπᾶπρώματα μαΐ ἁσιαηπσει... ιο υ ... 

ΚΕΦΑΛΑΔΙΟΗ ΥΠ: ΔΙΠΛΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ 

60. Προματαρτιὰαί τοποΛογιιαί γνώσεις τοῦ χωρίου δι... . ο ο ον νι ν. 

δι. Ἡ Έννοια τοῦ ἐμθαδοῦ ἐπιπέδου σχήµατος............... 

62. ᾿Ὁρισμός τοῦ διπᾶοῦ ολοιἈπρώματος......... ιο νι ος νο ς ο νς ον ων. 

63. Συνόπιιαι υπάρξεως τοῦ διπᾶοῦ ολοιῤτρώματος......... ιο οι ν.. 

δ4. ΌΔοι Ἀπρώσιμοι συναρτησεις..... ο ο ο ο... 

65. Γεωμετριαή ἑρμηνεία τοῦ οΛοιλδπρώματος [πα ἀχκαι πω ο.. 

66. Ἰόιοτητες τοῦ ὀιπάοῦ ὁᾷομάτιρώματος...... ν ους 

8 Ὑποᾶοχισμός τοῦ διπλοῦ ὁάοιληρώματος, ο ο ο ο -- 

88. Σηµειαιμοι μετασχηματισμοί εἰς τὸ ἐπίπεδον ........ ο... 

63. Ἀλδαγη τῶν μεταθἀητῶν εἰς ἕνα διπᾶοῦν ολοιιᾶπρωμα... οι οοο. 

διο. Ἐφαρμογαί τῶν διπᾶ ὦν ολοιᾶπρωμάτων εἰς τών Γεωμετρίαν............. 

νο Το τω νο ο ο ο ο υ--οϱ--- 

8Η. Ἐφαρμογαί τῶν ὁιτᾶῶν ὁἀοιλτιρωμάτων εἰς τὴν Μηκανιιήν........ οι... 

614. Ὁδοιλήρωσις μαὶ διαφθρισις γενιμευμένου ὁλοιληρώματος ὡς πρός παράµετρον...... 

δΙ4. Τό διπᾶοῦν ὁλοιδήρωμα ὡς συνάρτησις τῶν ὁρίωντου.................. 

| υπ οπο πο σολ... - ----ἑὁ 
᾿ ΚΕΦΑΛΑΙΟΗ ΥΠ: ΤρΙΠΛΑ ΚΑι ΠΟΛΛΑΠΛΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΑΝΩΤΕΡΑΣ ΤΑΞΕΩΣ 

δ1. Ορισμός μαὶ θασιμαί ἰδιότητες τοῦ τριπΔοῦ ὁλοιιάπρώματος................. 
1. Εἰσαγωτιωαὶ γνώδείς-. ος ο εκτος σνακ τες κανα οκ ζα 
Π. Γενιά περί ὄγιων τῶν χωρἰαν τοῦ Β΄... ιο οι ιν ον των 
π 


.. Ὀρισμός τοῦ τριπλοῦ οἀοιῤηρώματος.......  υυυυ-υυυ .. 


63. 


85 


66 
67 
96. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΗ ΤΚ: ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΕΚ ΤΗΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΗΣ ΓΕΩΜΕΊΡΙΑΣ ΤΩΝ ΚΑΜΠΥΛΩΗ 


6ι. 


50. 


59. 


64. 


δ5. 
66. 
δ7 


.. 


π. ο πμ πι ΠΡ --- 
π. Ἰδιότητες τοῦ τριπᾶσῦ ὁλοιιλτιρώμµατος........... ιο τν τον νεο εως 
ὑποβογισμῶς τοῦ τριπἀοῦ αλοιμβηρώματο»........ ος τν τν ενω ω νεο τον 
Αλλαγή τῶν μεταθᾶητῶν εἷς ἕνα πριπᾶοῦν οἠομάηρωμα.... . ντ ντ τς. 


. - ς ῃ ε ' ’ , 
Το τριπᾶοῦν οὔομλπρωμα ὧ5δ µία προσθετιαπ συνολοσυναρτησις..-. .. 


Δώαορα, φαρμδ αν ος κο ασ ὡ δα μέσ ιν ασε σας ν 


Ι. Ὑποβογισμός µάδης στερεοῦ ἕμ τῶς πυωνότητος αὐτοῦ...... 


Ἱ ροπρ,αδρανειαδι ο να θα δάς ο ὖικ ἁ δις δν ὀριμν 


Ἡ. Συντεταγμέναι τοῦ αεντρου 6ἀάρους....... ντ τον εεττ ντ. 


Ἱπ. Ηευτώνειος ἕλξις.. 


᾿ποᾷλ Δαπᾶᾶ οὁλοιδηρώματα............... 


Γενιιευμένα ποβᾶατιᾶᾶ ὁλοιβηρωματα..... ο. ον ον νο εν ν ον ο εν νε ως 


Αἱ συναρτησεις [άμμα μαὶ Βὔτα.... . ν νν νο τν εν ον τς 


! . ᾗ 
Συμπᾶπρώματα μαὶ ἄσωπσεις........ 


/ . 3 ῃ - 7 ὡς . . . . 
Ὀρισμος ιιαἰ ἰφιοτητες του εσωτεριιοῦ Ἱιαι εξωτεριιοῦ Υινοµενου 


δύο ὀιανυομάτων εἶς τὸν χῶρον Κὶ.. .... ιν τν νεο ον τν ων ον ον εν ος 
ΔιανυσματιαΏ συνάρττισις πραγματικής µεταθήητής....... ντ τν ντι. 
Τρἱεόρον μαί τύποι τοῦ ΕγθηΘὲ.....- -.. τν ντ ων «ων νο νε νετ τν 
ἁὙποβοχισμός τῆς μαμπυβότητος ἁαὶ στρέψεως μιᾶς μαμπυᾶης........... 
Κανονιααι ἐξισώσεις μιᾶς µαμπυβης..... ιν τιν. Μ---- 
Κεντρον μαί ιὐμᾶος ααμπυᾷότητος μιᾶς ιιαμπυληθδ.. ιν ον νι τν. 

Ἐνειάιγμενη αμαί ἐξειΔιγμενη ο ο Ευ -.ἀἀἑ.. 


Συμτιᾶπρωματα μαὶ ἀσιήσείδ....... ο ον ντ τν τν νο νε νο εν ες 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΗ Χ: ΣΙΟΙΧΕΙΑ ΕΚ ΤΗΣ ΘΕΩΡΙΑΣ Τῶν ΕΠΙΦΑΝΕΙΩΝ 


δι. 


6ὐ 


Ἀναδυτιαη παραμετρινΏ παρα στασις μιᾶς επιφανείας. οι... 


1. Εἰσαγωγιιαί γνώσείς......... 


π. λιάφόρα εἰδηή επιφανεἰεῶν. ον κος ον ανν εώς ο ο ςώωως ως 


! 3 Π Π Π [ 3 ͵ 
Ἐφαπτομενον Επίἰπεόον αι κάθετον ὀιάνυσμα ἔπιφανειας 


6Η. 


Μῄιιος τόξου ιαμπύλως “Πρώτη δεµμελιώδης τετραχάώνναή μορφη -- 
γωνία ὁύο ααμπύβων τὴς ἔπιφανείας........ 


Δευτερα δεµελιώόης τετραγωνιιἠ µορφη....... τν ντ τς: 


Ἐλδειπτιικα- Ὑπερθολιικὰ -Παραθολιιια σηιαεῖα μιᾶς ἔπιφανειας. --....- -- 
Δειωτριος έδυ δρ ο ρε ον τας σον Αρ λα νοκ εκ δι κδ εν 
Πρωτεύουσαι ὀιευδυνσεις- που λουδαι μµαμπυλότηται-γραμµαι ἀαμπυλότητος... 
Μέση ιαμπυᾶοτως Η ιιαίὶ οἠναΏ παμπυβοτης (τοῦ ααιι55) Κ..... --------- 


Τά θεμελιώδη ποσά της ἐπιφανείας ἅ- (1,9)... .. ον ενος εεττ νο τν 


τύπος τοῦ βοῦβιᾶ Εξ... νυν τν τν ο ον ο εν ν τν τς 


Ἀσυμπτωτιμαι χραμµαί μιᾶς ἔπιφανείας-... --ν ντ τον ον ο τ τν ολλ 
:. Ἐξισώσεις τῶν ἄΑἱ55- ΜΕΙΗάΑΡΤΕΗ.... 

κ ο 3 - -υ------ἀ-Ἂ. 
; Γεωδαισιαμαί χραμμαὶἰ..... ο -υυ-υ-υ-ὐὔθο συ νο πο ως 
πο μμ ----υ-υ--υ-- 
. Ἀπσιμονισις αιμα υ-------υ 
1. Ἱσομετριαη ἀπειάόνισιδ... ντ ντος ντελ ντε τν τττ τν λλς 
Ἱ. Σύµµορφος ἀπειμονίσιδ......-- ντ ντ τες τοτε το ντ κο ττ ντ τν 


Ἡ. Ἰσεμθαόιαπ ἀπειαόνίσις... ιο. ντ νο εντ ον τν ο ντ τν τσ ο ντ τσ” 


Περὶ Επαφών...... 


Συμπᾶτρωματα Ἱαί ἀσιησείς......... 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΧΓ: ΕπΙΚΑΜΠΥΛΙΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 


.. 
δ) 
69. 


δ4. 
65. 


Ὀρισμάς ἐπιααμπυλίου οἈομάπρώματος εατα µτπαος τόξου μαμπιλης (5 εἴόους).. 


Ὑποβογισμος τοῦ Επιιαμπυᾶίου ὁΔοιβτιρώματος Α: εἴδους...... 


Ἐφαρμογαί τῶν ἐπιμαμπυβίων ἠομβηρωματων Α3 εἰόους εἰς τῶν Μηχανιμην.... 


1. Προσδιορισμός τῆς µᾶδης ὑδιιῆς υραμμῆς ἐα τῆς Ὑραμμιάῆς........ 


͵ ασ 
ΤΕ ολο εκ ο χο χο ---υ--- -υ- -υᾱ-- 


1 Εὔρεσις τῶν συντεταγμένων τοῦ αέντρου θάρους μιᾶς ὑΔιμῆς γραμμµῆς....... 
Π. ποᾶοχισμός τῆς ροπῆς ἀόρανείας ὑδιιῆς γραμµΏς...--.- τν τν ντ.) 


Ἐπιιαμπύλιον οβοιβύρωμα διανυσµατιαῆς συναριῤσεω» (88 εἴδους)..... 


Ὑποβογισμος τοῦ Επιααμπυλίου ολοιδηρώματος Β3 εἴδους......... -.. 


Γ 3 ͵ ια « ΄ . 3 . 
1. Τὸ Ἐπιιαμπυλιον οὔσιᾶπρωμα εἰςτο επιπεδον .. ...ν τν... 


μα --- 


1. Ἐξάρτησις τοῦ Επιααμπυλίου ολομληρώματος ἔιιτῆς φορᾶς τοῦ τόξου... να 

π. Ἰδιοτητες τοῦ Επιιαμπυβᾶίου ὁλομδπρωματος 68 εἴόους......-.-- τν. 335 

Ἡ. Παραδείγματα ὑπολογισμοῦ ἐπιιαμπυλίου ὁᾷομᾶπρωματος 85 έΐόους...... 316 
66. Ἑρμτινεια τοῦ ἐπιάαμπυΛίου ολοιδπρώματας εἷς την ΜτικανιαΏων..... «513 
1, Σχετιωα θεωρηµατα ἀφορῶντα τὰ Επιααμπύλια ολουδηρώµατα 69 εἴφου».... 319 
68. Τύπος τοῦ ἄΡΕΕΗ (εἰς τὸ Επἰπεφον..... ιο ο τν τον ον τν εν νε εν ντε Ὦβ8 
69. Συνοῆναι ἵνα ἕνα ἐπιααμπύλιον οἈομιλήρωμα δεν εξαρτᾶται 

ἔα τοῦ ὄρομου ολοιληρώσεως..... .. ο υυι υυ--υυ-- --ᾱ-ι 
δΟ. Ἐπιιαμπύλια δλομδηρώματα εἰς ἕνα πολβαπδῶς συνειτιαὸν πεδιον........ 93 

Συμτιᾶπρώματα μαι ἀσιωσειδ.. ιν ντ τν τν τν τον τν τον ων των 993. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΗ ΧΠ ΕΠΙΦΑΗΕΙΑΚΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 
6! Ὀρισμός Επιφανειαυοῦ ὁοἀοιᾶπρωματος σχετικώς πρός τὸ Έμβαδον (ΕΙΔΟΥΣ). .. 402 


δ). Διάφοροι µορφαι τοῦ Επιφανειαιοῦ ολοιᾶπρωώματος....... ον τν τν ντι 405 
53. Ἐφαρμογαι τῶν Επιφανειαμὼν οᾷοι ἄπρωμάτων εἶς την Μπχανιιάην.....--- σ410 
ξ4 Προσανατοᾶισμεναι ἐπισανεαςι ο ος ὁ νο αρα ευ μα ΦΗ 
65. ᾿Ἐπιφανειαιια οἀομβπρώματα 635 εἴδουδ..... τν ντε ν νε νο το 315 


’ - 3 - ς ' ϊ 
δ6. ᾿Εφαρμοχαί τῶν ἐπιφανειαμῶν ὁΔομἈηρωμάτων Β3 εἰόους 


εἰς τών τεωμετρίαν- ο μμ οι υυυ-υ-υ-υ--υ-υυ-υ--- 
1. ὄχμος στερεοῦ περιιιΔειομένου ὑπό αδειστῆς ἐπιφανείας.......... Α130 
Ἱ. Ὑποᾶοχισμός τοῦ µέτρου στερεᾶς γώνίας.......-- τν τν ντε. 41ἱ 
Ἱ. Δυναμὶς εάξεως ιτ κοντώ οσα ο να κκ να 9 
67. ΤἼύμος τοῦ οἱομόδεςν ο ον κος ο ο ο ο ο ο μα 
68. Θεώρημα αποιήϊσεως Ἡ τύπος τοῦ Ο514οΔΑΑΌςΚΥ Ὦ τοῦ ἄαμσ5...ς.--- ιν. 3 
Συμπᾶπρώματα ιιαὶ ἀσιησεις.. -- ου υ--ᾱ-υ-ᾱ-- 
ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΧΠΙ: ΔΙΑΗΥΣΜ.ΑΝΑΛΥΣΙΣ-ΘΕΩΡΙΑ ΠΕΔΙΩΝ 
ὦπα ο νο ο ο ο ο ο ο ο κ. 
δΊ. Παράχωγος ὁιανυσμ.συναρτήσεως πραμµ. µεταθλητῆδ...... ον τν εν νε νε τες 442 
68. Παράγωχος συναρτΏσεως κατά δοδεῖσαν ματεύθυνσϊν....... »ν ντε νετ «446 
δα. Κάῑσις συναρτήσεως (αγαάϊθπ{)........ - ντ τε τετ ττν ντε εεεντ ντο 449 


65. Ἀπουδισις (αἱνδταεπεςθ)...... ... ου υ--- 


κι 


66. Περιστρορή ο απ Ρο ο ο ο υτη 
ϐἹ. Πεδίον τῶν αγαἀἰρηὶ --Δυναμιιόν πεθίον ..-...--. . ου 
58 ΚυιΔοφορὶα ιιαί ὁλιμπ ροΏ διανυσματιιοῦ πεδίου........-ι. ειν ντε τες 359 
69. Οδοιδβητιρωτιιοὶ τύποι ὑπό διανυσµατπιτιν διατύπωσιν....----..ν- ντι. 460 
6Ο. Διανυσματιμοὶ διαφοριμοὶτεβεσται εἰς μαμπυλ συντεταχµενας........:. 463 
δι: Ἐφαρμοχαὶ τῶν διανυσματιιαῶν τεβεστῶν εἰς τάς ανλινόρι- | 
᾿ωᾶς υμαὶ σφαιριμάς σὐντεταγμένας......... ιο ντο το εν εντ εωτετττνε τ 4 
60. ΣωᾷτνοειδΏ διανυσµατιια Πεδία........ νετ τνν τν ον τντ ντε τετ τ ντε νο 34 
8. Ἐεισώσιξ δνἐέχείας ο οσο ον ονήακδνανωε ο ωακθδας., 6 
δµ. Νευιώνεία παδία-- ο κ ο εεοο κο τον ο εσεν ον ε κενή» 413 
δΙ5. Ἠδειτρομαχνητισμος... ο ο υπο ος ο τα 
οκ. μαι ἀσωπσεις. ο ο 
ΠΑΡΑΡΊΗΜΑ Α: ΑΙ ΕΣΙΣΩΣΕΙΣ ΤΩΗ ΜΑιμΑερ!- οΟΡΑΖΤΙ 
δΙ. Αἱ ἐξισώσεις τῶν Μαϊπαταϊὶ -Οοἀατζί. ....- ιτ τν τν ντ τν ττττεννς 48 
"ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β' Συμπἠπρώματα επί τῶν ἁαροταιων 6υναρ- 
τΏδεων πολλῶν μεταθλητῶν ..... νο. ντο ντος 494 
΄Πϊναξ ξενογλὠςόωον ονοματα: 6ο 
ΕὐὑρετΏριου ὄρων..... ᾿ : . ςο] 


Βιθλιοχραφὶα.. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ1Ι 
µ ΤΟΠΟΛΟΓΙΑ ΤΏΗ ΜΕΤΡΙΚΩΗ ΧΩΡΩΝ 


6. Ν ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΜΟΛΜΕ - ΧΩΡΟΣ ΜΕ ΝΟΡΜΕ 


Ὀρισμός 1 --Ι-ι. εἷς ὀιανυσματ/ιὸς χώρας Ε ἔπί τοῦ σώματος Ἑ τῶν πραρ.. 
ἀριδιῶν Δέμομεν ὅτι εἶναι εἷς κῶρος µέ ποΓ/ΩΦ, ἑὰν ἔχη ὁρισὃὸῦ ἐπί τοῦ Ε µία 
υμΏ ἀρνητική συνάρτησις, συμθοᾶ/δομένη διά ] - | ; όπᾶ. Ἐ3 χ---ᾗ χ] εξ; ἔχονσα 
τᾶς κάἀτωδι ἰδιότητας: 

α/ ᾗ κ] - ο, ἐὰν μαί µόνον, ξὰν α- σα 

Ἂ/ [λε[-|1| εἷπ [διὰ αάδε Δε μαὶ χεξ 

κ [αν] «| κ] »[ ν ᾖ, οἱωνόηποτε ὄντων τᾶν χ͵υεξ. (Τριρώνιμπι ἰδιότης). 

Ἡ συνἀρτησισ| «| ιαδεῖται πογε ἐπὶ τοῦ Ε, τὸ δε 5εῦνος (Ε/]-ᾖ) ιαδβεῖται κῶ:- 
ρος μέ Λ0/306. Αἱ ἰόιοτητες 3 υαὶ 3 σημαϊνουν, ὅτι ἡ]κᾖ εἶναι µια .υρτΏ συνάρ- 
τησις Επὶ τοῦ Ε. | | | 

Ἐμ τῶν ἀνωτερω ἰδιοτήητων εὐμοᾶως διαπιστοῦνται τὰ ἀμοᾶουθα: 

 |-κ-[αιί 
ο ο ο ο. 
δ/ []|-]η]] «| α-ν]. 
Τὸ σὺμθοᾶον |. | θά χρησιμοποιῶμεν ὅταν προκειται περί μιᾶς πουτηε ἐπί τοῦ ΕἙ. 


Εάν ἔχωμεν πᾶείονας Ὥογτηθς ἐπὶ του αὐτοῦ χὠρου, τὸτε θὰ αρτσιµοποιώμεν τὰ σιλὰ- 


θοᾷα Β, (:), Νι(, μ.τ.λ. 


Παραδεϊγµατα: Ι8) Ἔστω Ε-Κ. Ἡ συνάρτησις χ---Ιχ| εἶναι προφανῶ» µία πογτηθ 
επὶ τῆς εὐθείας ἹἩ. 
1/ Θεωροῦμεν τὸν ὁιανυσματιιὸν χῶρον Ε τῶν ξάευδερων διανυσμάτων τοῦ συ- 


ωὰ . .. , . 3 - - : 1 Π - 
νήδους χώὠφου, Το αποἀντον µΠιαος αυτῶν εἶναι µία ΠΟΓΓηΘ Επι του Ε. 


:8ε/Ἐπί τοῦ Εὐιμδειδείου χώρου Ἑ ὁρὶξομεν τρεῖς πουτηθς: Ν,{:), Νε (0), Ἡν 6) ὡς ἂμο- 


ο ΣωμιδοβἸίδομεν μὲ το κιηθενιιόν στοιχεῖον τοῦ ὁιανυσματιικοῦ πκὠρου. 
. 2 


Δσύθως : Ἔστω «αΞ(Ε,ξ.,.-., Ἐν) ἓν διάνυσμα τοῦ 5). Ὀρίδομεν : 
φ 
ὂ Η, (4) Ξ ΥΕ ξννη κἒν - (Σει)' 


ὦ Να) - Ελ [δι] ε[Εερις Σι] - 


τσ 


1) Νε () 5 πιαχ (]ξ,], [δι], ., Εν) - πηρα (1Ει]) - 
ι α ς - ε 
Αὶ οὕτω ὁρισθεῖσαι συναρτησεις εἶναι πουηθς . 


Αἱ ἰδώτητες { μαὶ 2, προφανώς πἀτπροῦνται. Ἡ 38 ἰδιοτως χρηιδει ἀποδείξεως, 


διὰ τὴν Ἡι (κ). 


τ54 


- , ο, ιά | Ῥ κ γ ρ 
ΑἌρυεὶ νά δείξωµεν: ο. (δι νπι ς - (Σε}) » (Σπ)” ᾿ 
1] .51 
Δί ὑψώσεως ἀμφοτέρων τῶν μελῶν εἰς τὸ τετράρωνον, ἀριεῖ νὰ δειξωµεν:. 


Σάρα Σεὶν ὁ εντ (ὁ εἰ) (Σ11)” Ν ἀρωεῖ νὰ δείξωµεν. 
51 έξη ίσε [στ] στ] 


ὲ ΙΕ [πι] ( Σε)" ( Σ πῇ)", 


ς , ω ' 3 Εν - 9 ͵ μ . . | | 
Η τεΔευταία ἀνισοτης εἶναι. ἡ γνωσττι εὰ τῆς ᾿᾽Αάγεθρας ανισοττις τῶν ζ0αισαυ - 
5οΠιναγῖσ. 


Διά τὴν Ν, (1). 
Διὰ ἁάδε /ξἰ-ε δρ εχοµεν: 
ο ο η 
ν έξτ στ 
Εμ τῆς τεβευταίας σοχέσεως μαὶ τοῦ ορισμοῦ τῆς Ν., (ὰ) ἔχομεν 
Ν (ανυ)ς Σεπ] |” ΣΙ) ΝιΦΕΝΟ). 
τσι ο πτ 

Διά τὴν Ν» (α). α. 

Ἔχομεν Ἡν(χὴ) - πιαχ ([ξ, στι |. 1Ε,σπι]-.., Εμ. πρ) 


5 ππακ [(]Ε [ήπι]), (Ε.)ήπι]}, το, ξΊπη)] 


- Ταχ (Εξ ΕΣ) τ πιαχ (/π.], πι [ηρ) -Ηε (ο) (9), 


Ὥστε: Ν, (αχ )) 5 Ν. (απ) ν Ἡν (9). 


Σχέσεις μεταξύ τῶν τριῶν προημουμένων πογπιας. 
ρότασις 1-!-{. ἜἘστωτὸ ἁάνυσμα χ-(Ειξ.,''' ἒν) εξ. θὰ δεὶιξώµεν ὅτι: 
Ἡ. (ας) ΞΝ/Θ) -- Ν.(α) 5Ε Ρ.Νε (1) 
Ἀπόδειξις: α) Ἔστω κ- (ξ,,ξ.,.-.Ἔγ). Διά αἀάποιο ἰ, ὅπου 4ἰ-ερ, ὰ ἔχωμεν: 
Νω-εῖ. Συνεπῶς ΝΣ (α) Ξε Η. (α) ἢ Βν(α)Ξξ Ν, (α). 
β). Εἶναι δε, Ν; (α)Ξ Εεξν νο εξ πε (δν ξι[ο. ος [Ε]) - Νὲ (α). 
Ὅδεν Ν,(α) ΞΝ. (α). 
}ὶ Δια μάδε {Ξεἰ-ρ εἶναι |Σ:! -ε Ἡς (1). 
Συνεπῶς: ἢΒ,(α)Ξ Εν [δια ττ 1ξρ| -ε δ.Η, (3). 


Ἰσοόύναμοι πογτηθς 
Ὁρισμό ς 1-1-2. Έστω ὁ Φιανυσματ/ιός χώρος Ἐ ἐπί τοῦ σώματος Ἑ τῶν πραρμ. 


ἀριὸμῶν ααὶ ἨἩ,Ν’ δύο πογ/)ος ἐπ αὐτοῦ. θά Ἰέγμωμεν οτι ἡ) πογπθ Ἡ εἶναι ἰσο- 
' Φύναμος πρός τῶν ΠΟΓΠ9 Η(Η:-- Ἡ) ἐάν ὑπάρκουν όὄυο θετ/ικοί ἀριδμοι α,θ(0«α-) 
τοιοῦτοι, ὡστε ὅτά ιιάδε χεξ να ἔχωμεν: 
α.Ν(α)Ἑ η (α)6.ΝΟο). κ) 
Ἡ ἀνωτέρω ὁρισθεῖσα σχεσις’-», εἰ» τὸ σὺνολον τῶν πογηιθς ενός διανυοματιιισῦ χι)- 
ρου Ἐ εἶναι µία σχἑσις ἰοοδυναμίας. 


Πράγματι. 
/ Ἡ κου εἶναι ἀναικάαστιιΏω:. Εάν θάθωμεν ΗΞ Ἡ μαὶ αξθ-1 η σχέσις (1) ἐπαᾶδηδευ- - 


εται. Συνεπῶς διἁ µαδε ποίγης Ν τοῦ Ἐ ἔχομεν Ην ΗΝ. 


299/ "μήν εἶναι συμμετριωΏ/ Δια μάθε χεξ ἔχομεν: 
α.Μ(α)Ξ Να)-6θ.Ν α)--να- Να)«ἠωξ ασ να). 


8ε/ Ὑν, εἶναι µεταθατιατπ: ᾿Ἔστω ὅτι Ὁ ΝνΗ μαὶ ΤΠ ΝΝΜ’ θά δείξωμεν οτι και ΜΗΝ” 
Συμµφώνως πρὸς τὸν ὁρισμόν τῆς” Οά Έχωμεν: | 
α. Ν(χ) 5 Η΄ (1) --68.Ν (χ) 
γ' νως« Ν (αχ) ΞΕ ὅ. Ν’(α). 
διἁἀ ποᾶᾶαπἁασιασμοῦ τῶν ἀνωτέρω οχὲσεων Ἱματὰ μἐᾶη Δαμθάνομεν: 


αγ. Ν΄ (α)-ε Ἡ (α)Ξ β-δ. Ν’ (1) 
όπλ. Ην ν”. ᾿ 


Συμφώνως πρός τῶν Πρότασιν Ι- 1-1 αἱ τρεῖς ποπηθΣ Μ,,Ν.,Ν. αἱ ὁρισθεῖσαι ἐπὶ 


-- [ Ρ - ώ ’ 
του χώρου Ἐ εἶναι ισοόυναµοι . 
Ὅπως Φὰ ἰόωμεν ματωτέρω Ἡ ἀνώτέρω γνῶώσις τῆς ἰσοδυναμίας ἔχει μεμὰάδην ση- 


µασίαν εἰς τῶν µετριωτν τοπολορίαν. 


632. ΜΕΤΡΙΚΟΣ ΧΩΡΟΣ 
Ὀριομός 1- 2-Ι. Καβοῦμεν ἀπόστασιν (ἤ μειρικήν) ἐπί τοῦ συνόᾷου Ε μάθε µη 
άρνητ/ωήν συνάρτησιν ἃ ὠρισμένην ἐπί τοῦ ΕΧΕ, ὅπῖ, ΕΧΕΘ(χι) ᾱ- ά(αν) εκ", 
και Π οποία ἔχει τᾶς αμοβούδους ἐδιότωτας: 


/ ἀίαιν)-ο---κςν 


τω Ἰελίκά, ἂν λλλώδια ελ... εντ ὑμῶν θλκνςλώκόνλλκἰὑλάλωνίλ 1άδν ιά λδι ὐωζλω λλλσι Εκ ζλ ὠκλλουλμειχ 


Ἀ ἁαν) - ά(αχ) δια ιιάθε(χ,υ)εξκΕ (Συμµετριωαπι ἰδιοτης). 


ο πυρ 


Ἡ/ ἁᾳα)ξαά(κηνα (2) οἰωνόήποτε ὄντων τῶν χ,ὴ, 3 τοῦ Ε (Τρνωνιμή ἰδιοτηως). 

Ἕνα σύνολον Ε ἐφωδιασμένον μὲ μίαν ἀπόστασιν ἆ µαδεῖται µετρ/μός χώρος μαὶ 
ράφομεν (Ε,ά) π ἁπᾷῶς Ε εάν δὲν ὑπάρχη µίνόυνος συνχύὐσεως. 

Σηµείώσις: ᾿Εὰν ἱμανοποιοῦνται µόνον ἡ 23 μαι 3 ἴδιότης διὰ την α, ουχί ὅμως ιιατ) 
ἀνάριων ιαὶ ἡ 15, τότε ἡ α ααδεῖται φευδο-ἀπόστασις  Ὦ ἄλλως φευδοµετρ/εεπ 
ἐπὶ τοῦ Ε, τὸ δὲ 5εῦνος (Ε,α) ιαθεῖται τοτε ψευδοµετρ/ὰόςσ χώρο. 

Οὕτω, π.χ. ἂν Ε εἶναι οἱονόήποτε σύνολον καὶ ὁρίσωμεν: ἄ(χ,ὴ)-0 διὰ ααδε(κεΕχΕ,τότε 
ἡ ἆ προφανῶς, δὲν εἶναι ἀπόστασι»- ἐμτό» ἄν τὸ Ἐ- ϕ Ἡ Έχη ἓν µόνον σημεῖον- Αὕτη ὅμως, 
ὡς εὐμόδως συνάγεται, εἶναι µία ΨευδοµετρικΏ ἐπί τοῦ Ε. 

Ὁ. Συμφώνως πρὸς την 33" Ιδιότητα Οἰωνόήποτε ὄντων τῶν κ. νὰ τοῦ Ε 9ὰ ἔχωμεν: 
α(χι5) Ξαί(κη)να (3) 
ἀαν)- ἆ 005)9 α (2,9) | 
Συνετπῶς: 
ἁ(αα)- ἁ(χη) 5 α()3) 


ααν)-ἀᾳ2) ε ἁ2) 
|ά (1)- ἀ(α,))ς αίψᾳ). 
Παραδείγματα". Ι3/ 0 συνηθης χῶρος ἐφωδιασμένος µε τὴν ἀποστασιν την ὀιόομέενΏων 


ὑπὸ τών ἔννοιαν τῆς ΕὐιδΔειδειου γεὠμµετρίας εἶναι ἕνας μµετριωός χώρος. 


/ Ἡ πραγματικη εὐθεῖα Ἡ ἤ τὸ μιαδιιόν Επίπεδον ῷ ἔφωδιασμένον µε τῶν ἀπὸ - 
στασιν α(αιν)Ξ |χ-ψ[, εἶναι µετριιός χῶρος. 


ς . ἤ κ. Ῥ ᾗ « . 5 π ι ι 
85/ ο Ευμδείδειος χώρος  μαθίσταται ενας µετριμος χώρος, ἔάν ὀρίσωμεν εἰς αὐτὸν 


. κ, ῃ ᾿ . 
μίαν τῶν ματωὸι αποφτἀσεων: 
γ Γ. , ῃ . - ’ ᾽ 
Εστωχσαν προς τούτοις, χ-{ε,ε,,...Σρ), ώΞίπ,ηρ..Ἁ) 9ύ9 στοιχεῖα τοῦ χώρου τουτου: 
ι . 
Οριδοµεν : 


ΙΑ 
ᾱ (χ,υ)- (5 (Επι!) " (Εὐιδεὶδειος ἀπόσταθις) 
ίδί 
Ρ 
αι (αν) - 2 [δισ] 
ἀξα 


ἀν(αν) πας { ἱέι-η]). 


Ὅπως μαὶ εἰς τὴν περιπτωσιν τῆς πογπιθ οὕτω μαὶ εδῶ ἀποδενανύεται ὅτι ἑαάστη τῶν 
τριῶν ἀνωτερω συναρτήσεων ὀρίδει μίαν ἀπόστασιν μαί µαάΔιστα Ίσχνει: 
ᾱ, (αι) ἁι(α, 9) αι (α)) Ξ Ρ-ἂν (1,ν). 
τι 49/ Ἔστω { [αβ] τὸ σὺνοᾶον τῶν συνεχῶν συναρτησεων τῶν ὥρισμένων εἰς τὸ διαστη- 
[α,θ]. Ἰοῦτο ααδἰσταται μετριιός χκῶρος, ξὰν ὀρίσωμεν ἓν αὐτῶ ὡς ἀπόστασιν µε- 
ταξὺ ὁύο συναρτήσεων κχ() ιιαὶ υ(4) αὐτοῦ τήν διδομένην ὑπὸ τῆς σχέσεω»5: 
(χι ν)πιαχ |χ(Ότν(ε)|. 


. . - .’ « υ . η υ 
Εὐμφδως διαπιστοῦται ὅτι ἡ ἀνωτέρω σχὲσις ορἰδει μίαν ἀπόστασιν. 


Ὀρισμός τῆς ἀποστάσεως µέσῳ τῆς πογπιθ, 


Ἔστω ὁ πραμμµατιιός διανυσµατιωὸς χῶρος Ε µε πογπηΘ, Οἱώνόηποτε ὄντων τῶν 
(αν)λεΕχΕ Θετομεν: 
α(χυ)- Ἰχ-ν | 

η οὐτωόρισδεῖσα συναρτηΏσις ἆ(.,') εἶναι πράγματι µία ἀπόστασις, διοτι : 

/. α(αχιν)- Ο «-» Ιχ-ψ]ς0 «---χ-υ-σ«-- χ- ν. 

πι. αίαιν)Ξ Ία-μ-Ἱ- (0ος ἠύτκ]ι- α (μα). 

3ε/ ἁ(αιπ)ξ ᾖα-σ]- (αν) τ(ν- 5) ἡπε]χ-υμαλυ-α]ς ἅ λα. (ψ1). 

Συνεπῶς, ἕνας διανυσµατιμός χώρος μέ πουπηο εἶναι συμχρόνως ἕνας µετριιος χῶρος; 


Διά τήν ἀπόστασιν ἰσοχύουν υαὶ τὰ μάτωδι: 
/ α(χ,6)5 Ἰα-σ]- χι. 
κ (ανα, ψνα)- Ί(αὴ α) "(μια)|-{κ-υ]-α(αι9). 
Ἔστω Ε ἕνας µετριιός χώρος μαὶ Ε΄ ἕν ὑποσύνολον αὐτοῦ. Ὁ Ε’ μαδἰσταταιααί αὖ- 
τός µετριικὸς χώρος ἀαμθάνοντες ὡς ἀπόστασιν δύο στοιχείων τοῦ Ε΄ τν ἀπόστασὶν των 


Χ δν. - 
εντος τοῦ ἙΕ. 


53. ΟΡΙΟΝ ΑΚΟΛΟΥΘΙΑΣ ΕΗΤΟΣ ΜΕΤΡΙΚΟΥ ΧΩΡΟΥ 

Ἔστω Ε ἕνας µετριµος χῶρος μαἰ ἆ ἡ ἀπόσοτασις ἔντός αὐτοῦ. Εἰς τὸ ἔξῆς δά τον ουμ- 
βοᾷίδωμεν οὕτω: (Ε,α). 
Ὀρισμός Ι--8-Ι. Θά θένωμεν ὅτι ἡ ἀποβουδία (Χ., ) πΞ! τῶν σηµείων τοῦ Ε τείνει 
πρὀς τό σημεῖον κεξ, ἐαν 1 ἆ (χς,χ)--- 0 τοῦ π[οο, ἤ, ἁθλως διά ιιὰδε ε»ο ὑπαρ-- 
χει εἷς ἀρ,ὸὃμός Ν(ε) τοιοῦτος, ὥστε διὰ η Ν(ε) νά ἔχωμεν: ἄ(χ.,χ)«ε. θά γρα- 
φωμεν δε Ἐὖπι ανα Χ ω ντα τοῦ τι]οο. 

Κατ ἀναΔογίαν πρός τήν σύψαᾶιοιν τῶν ἀιιολουδιῶν πραγµ ἀριδμῶν ἔχομεν τὰς µατωδι προτάσεις: 


Πρότασις 1- 3-1. Ἰό ὅριον τῆς ἀμοβλουδίας (Χκ),ΠΞ1 Εντός τοῦ μετριμοῦ χώρου (Ε,ά), 
λι 


αν ὑπάρχπ, εἶναι μονοσημάντως ὡρισμενον. 


{ ϱ 4 πι 3 ͵ η , ῃ .. 1 
Ἀποόειξις: «Ὑποδέτομεν ὅτι ἡ ἀμοβουδία (χ.),Π3{ τείνει πρὀς ὁὺο ὀιαφορετιμα ὅρια,, ἕ- 
στώσαν ταῦτα τὰ σημεῖα α΄ καὶ κ΄ τοῦ χώρου Ε. θέτοµεν: | 
ἀ(χιαχ΄) Ξα”»0. Έπομενως διὰ ε ----ὑπάρκουν ὁὑο ἀριὸμοί Ν, Ν΄ τοιοῦτοι, ὥστε, συμφώ- 
νως πρὀς τον οριομὸν τὴς συγιάίσεως, νὰ Έχωμεν: 

---- 
α (πια) --- δια ηὸ 
α αχ’) -. δια ηΣΝ’. 
0δεν, δια πδ- πιακχ. (Ν,Ν’) ἔχομεν: 
.., αί Ἱ 
α(χ,χ/)παά(χ,χ)-α (αχ) ς -ν - -α Ὦ αίχχ΄ς«καοπερ ατοπον. 


Ὑπακολουδιαι: 


: Έστω {χ.] µία ἀμολουδία σημείων τοῦ μετριαοῦ χὠρου(Ε,ά)ιαὶ [κε] μία ἄμολουδια, 


φυσιιῶν αριὸμῶν γνησίως αὔξουσα ὁπλ. Κωπς Κο Ὡς 2/3,.. 


11) 

Ἐάν δεωρύσωμεν ἔια τῆς ἀμολονδίας {Χ.) τοὺς ὄρους αι, αν,.-:, μι": ο, τότε ἔχομεν 
δημιουργήσει μίαν νέαν αμολουδίαν στιμείων τοῦ Ε, διότι: 

Τι----.» Κιν χι 9 

ς ν - ὼ ῃ - ͵ - 

Η οὕτω ὁπμιουρντιδεῖσα ἀμοδβονδια ται] υαδεῖται ὑπαιιοήουθία τᾶς τα.]. 

ς } - : - - - ' { 

Ος ει τοῦ τρόπου τῆς ιιατασμευῆς της τοῦ Ἡ-- «0ο ααὶ τὸ Κη--νσο. Ἀτοι δια μάδε Ν 


(Φυσιιὸν) ὑπάρχει εἷς φυσιμός Ἡ τοισῦτος, ὥστε ἡ σχεσις η 2Η ---» Κ.Σ Ν. 


᾽πρόταοις 1-3-1. Ἐὰν ἡ ἀμοβουδία {χο συνιᾶΐνη πρὀς τὸ α., τότε μάθε ὑπαιμολου- 
δία αὐτῆς συγιδίἰνει πρὀς τὸ αὐτὸ Όριον 1) 
Ἀποδειξις: Ἔστω α.--να τοῦ π]οο. Όδεν διὰ υάδε ε»οΟ ὑπάρχει εἷς θετιιός ἀρίδ- 
μός Μ(ε) ποιοῦτος, ὥστε ἡ σχέσις η ΣΗ(ε)Ξ-νά(χ,ιχ)κε ῥ(ἱ). 

Λόγω τοῦ ὁρισμοῦ τὰς ὑπαιοβουδίας ὑαπάρχει εἷς ἀμέραιος Μ(ε) τοιοῦτος, ὥστε 
Ἱ σχέοις η» Ν{(ε) -- κ, ὸ Ν (ε). Ἐὰν δε Ἡς (ε) Ξπιακχ {Ἠζε), Ηζε)]μαί ἐὰν 2 Ν, (ε), 
τότε, ἀόνω τῆς (1), θά ἔχωμεν υαὶ ά (αι ,π)ςε. Άρα ἡ ὑπαιιοᾶουδία ία) συγιθίνει 
πρὸς τό αᾳ. ' 

Ὁ κῶρος Ε. 
.μόπ ἄς ξξετάσωμεν την περίπτωσιν τοῦ «ώρου εἰ μὲ τὰς τρεῖς ἓν αὐτῶ ὁρισδείσας 
ἀποστάσεις: “Ως γνακστὀν μεταξὺ αὐτῶν ὑφιστανται αἱ σχέσεις : 
4,8) Ξ ᾱ, (1.8) ᾱ, αι) Ξράν(α, 4). 

λόρω -ιῶν ἀνωτέρω αξιοστμειώτώὼν σχέσεων Ἐὰν µὶα ἀμολονδια σημείων εντός τοῦ 
χώρον ν συνμΔϊντι αατὰ τήν Έννοιαν μιᾶς ἓω τῶν ὀνωτέρω ἀποστάσεων, δά συμιἈΐνπ 
υαὶ ιατά τὴν ἔννοιαν τῶν ἂἄδβων ἀποστάσεων. Κατόπιν τούτων αἱ ἀποδείξεις τῶν Ἱπατω- 


ῃ Π Π ͵ - ῃ ῶ - ῃ ) ῃ πα 
τέρα) προτάσεων ὃα ρὶνωνται διά τῆς αρΏσεως μιᾶς τῶν ἀνωτέρω (ισοόυναµµων αποστα- 
ν -- 
σεων, ἔστω τῆς ἀ,. 


Πρότασις [-3-5. Ἔστω (α.),Π31 μία ἀμολουδὶα σημείων ἐντός τοῦ μετριιοῦ χὼ- 
ρου (1. α) μαὶ κεβ. θετοµεν: 

Χρτ (Ες, νι. ξας) Μαὶ κ (ξιξι...,ξφ). Ἵνα π χα, τεϊνη πρός το κ τοῦ η]οο πρὲ- 
πει μαίὶ ἀριεῖ Ἐν --ξ, Έξι] "δρ τοῦ π]ο. 


η σύγκδισις μιᾶ» ὑπαιιοβουδίας τῆς (αν) ηΞ-Ί. Φὲν συνεπάγεται μαι την συχιιθισιν τῶς (απλη Ξ.4. 
δέ ἀπόιδισισμιιᾶς ὑπαιιοβουδάας τὸς ( χι) η34 συνεπάλεται εαΐτην ἀποικβισιν τῆς (Χη) 24. 


Ἀπόδειξις: Ἡ αχ, ---χ τοῦ π]οο«--ν α,(Χ., χ) ----0 
--|ἒ.ι-ξιΙνΑξἒι ξ η... 1ἒνρ- Εν] -τ--ὁ τοῦ π[οο «--» 
ο ολ ΓΕ, δι[--»6, .. ερ ἔν]|--- 0 τοῦ η] 
ον ἔξι δν δι," ξνρ δν τοῦ η {ου ὁ ἔ ὃ. 

Ἐν τῶν προηχουµενων προτάσεων συνάγεται͵ ὅτι ἡ γνῶσις τοῦ ὁρίου μιᾶς ἄμολου- 
δίας στιµειων τοῦ χώρου Ἡ ἀνάνεται εἰς την γνῶσιν τοῦ ὁρίου μιᾶς ἀιοᾶουδίας πραν- 
ματια ὦν αριδιμιῶν. 

Ὀρισμός ]- 3-1. Ἔστω ὁ µετρικός κῶρος (Ε,4) ιαί µία ἀιιοδουδία σημείων 
(α9),Π3-1 αὐτοῦ. θά Φένωμεν ὅτι αὑτη εἶναι ἀικοδουδία τοῦ (ας ἡ θασιαή, 
ἐάν διὰ ιᾶδε ε»ο ὑπαάρχιι εἷς ἀικέραιος Ν(Ε) τοιοῦτος, ὥστε δια την Ν(ε) νἁ 
ωμαν. ἁ («ες Χς)ς 8. 

Πρότασις ἵ - 3-3. ᾿Εὰν µία ἀμοᾶβουδία (Χ.), η3 4 σημείων τοῦ μετριιοῦ χώρου (Εια): 
συγιαθίνη πρός ἓν σημεῖον κεξ,τότε αὕτη εἶναι θασιι. 


Ἀπόδειξις: ᾿Ἔστω ὅτι ἡ (ας),π31 συνιαᾶίνὲι προς τὸ χεξ. τότε διὰ μάθε ε2ΣΟ Ὁ- 


πάρχει εἷς Θετιμός ἀριδμὸς Ν{ζε) τοιοῦτος, ὥστε διὰ τιΣ Η(ε) νὰ ἔχωμεν αίχκχ)«Ἐ- 
Ὅδεν όια πΣ:Ν(ε) μαὶ τηΣ- Ν(ε) ἔκομεν : 


α (ας, χι) πε α (αχ) να (Χα) πκ-ξ-«ξς-ε, Ὅτοι ἡ (α.),πΞ! εἶναι 6ασιιιη ἀμολουδία. 


θεώρημα 1- 3-4. (Γενιμευμένον Κριτήριον τοῦ ζαωςην διὰ τὸν χῶρον τ). 


"Να μία ἀμοβονδία (Χ9),πΞ4 σηµεἰών τοῦ μετριιοῦ χώρου (5 ἆ) συνικΔϊνω πρεπει 
μαί ἀρμεῖ αὗτη νὰ εἶναι µία θασιαπ ἀιοᾶουδια. 

Ἀποδειξις: Τὸ ὅτι µία συμιαάίνουσα ἀμολουδία ἐντός τοῦ Β΄ εἶναι βασιική, συναγε- 
ται ἔα τὴς προτάσεως 1-3-3 εἰς τὴν εἰδιιιὴν περίπτωσιν Ε-ἴ.. 

Ἔατω Πόπ ὅτι ἡ ἀμολουδία (χς),πΈ1, ὅπου χιτ (Ες, ξνι,' δρ) εἶναι θασιική. Τὸ- 
τε ὅια αάδε ε-ο ὑπάρχει εἷς ἀριδμός Ν(ε) τοιοῦτος ὥστε διά Ώ,τω»- Νζε) νὰ Έκω- 


μεν: ἁ ία», κ.) πε (1) Ὁ διά Ὡν πηΣ Ν(ε)νὰ ἔχωμεν; [Ε.ι-διἍ]δως δει ο ξρ δις εν). 


ἘἛμ τῶς σχεσεως (/) παρατηροῦμεν ὅτι: δια ηιτη » Ἡ(ε) πρέπει νὰ ἔχωμεν: 


πι δν -ε 


ἱξριρ- δνρ | Ξ5 

Αἱ σχέσεις (2) ὁπὰοῦν, ὅτι ἑμάσττι τῶν πρανματιιών ἀμολουδιῶν (Ε., λε 
(Ε ορ), πὸν { εἶναι θασιµή υαὶ ματὰ συνέπειαν, συμφώνως πρὸς τό Κριτήριον τοῦ (ααςηυ 
(6λ. Τοµος Α,,θεὼρ.ῖὈ -2-4, 6ἑλ.Ι396), Σαάστη τούτων Θά συψιθίνω πρός Ένα ὅριον, 
ἔστω δὲ Εἶτη Ε,,Ξ ξ,, ἐἶτη ξωιτ ξ.,''', επι ξωρ- ἓ. 

Συμφώνως πρὀς τὴν πρὀτασιν Ι-3:3 ἡ ἀμολουθία (Χ,),ΏΞ{ συψιᾶίνει πρὀς τό σηΏ- 
μεῖον αΞ(ξ,ξ.,:'., Εν), τοῦ τι] ον, 
Ὀρισμός 1-3-3. Ἕνας μµετρικὸς αῶρος μαῆεῖται πᾶήρης, ἐὰν ιιάθε 6ασιικΏ ἁμο- 
ᾖουδία συψι Λίνη πρός ἕνα ατοικεῖον τοῦ ἰδίου οώρου. 


Πχ. Ὁ αώρος Ε΄ εἶναι πάἠρης. 


Σπουδαία Παρατήρησις: 

ἸἘπειόη ὁιὰ τὸν ὁιανυσματιιόν χὠρον ΕἘ ἔχομεν α(αιν)Ξ- Ίκ-υ1, ὅπου |.[ εἶναι µία ξα 
τῶν τριῶν ἰσοδυνάμων ποττηθς τῶν ἀναφερομὲνών εἰς τὸν ἀνωτὲρώ χώρον, ἔπεται ὅτι: 
δυναµεθα ν ἀντιιαταστῤσωμεν τοὺς ἀνωτέρω ὁρισμοὺς μαὶ προτάσεις τοὺς ἀναφερομέ- 
κους εἰς τὸν ἔννοιαν τῆς ἀποοτάσεως μὲ ἀντιστοίχου5 ἀναφερομένσυς εἰς τὸν ἔννοιαν τῶς 
εἰς τον χκὠώρον Ἐ εἰσειχδείσως ποῄΏθ, Οὕτω π.κ. δὰ ἄέρωμεν ὅτι: ἡ ἀιοᾶουδία (απ 5 4 
τῶν σημείων τοῦ διανυσματιιοῦ χώρου Ε τεὶνει πρὸς το σημεῖον κεΕ, ἐάν ἡ Ίαςχ[--ο. 


τοῦ π | ο. λλδως διὰ μάδε ε-»0 ὑπάρχει εἶς ἀριὸμός Μ(ε)΄20Ο τοιοῦτος ὥστε διὰ πΣ Μ(Θ 


. Γι κ 
να ἔχωώμεν; ᾗπι-χ{ςε. | ς 


:Κατωτέρω δὰ παραθέσωµεν ἕνα ἀξιοατιμείωτον θεώρημα. ἀφορὸν τὸν σὺγμᾶιοιν 


1 ος }ύ ἓς | ας Π 
ἀαοᾷονδιῶν Επί ἕνας ὁιανυσματικοῦ χώρου. 


θεώρημα 1Ι-3-2. 'Εὰν ἕνας διανυσµατικός χῶρος Ε εἶναι ἐφωδιασμένος μὲ δύο ΐσο- 
ὀνιάμους πογτηθς, τότε μάθε ἀμοδουδία. συμιμΔίνουσα ὡς πρὸς των μία τιογτηθ ὃα συγ- 


. 1 ν . 6 , « .. 
μήυνη ἔπίσης καὶ ὡς πρὸς τὴν ἀθθην πουπηθ. 


Ἀποόειξις: "ὌἜστωσαν ἔντός τοῦ ος αὐμσὸ χώρου ΕἘ ὁὺο ιοοφύναμοι ποιπιρς }.] 
μαὶ [.λ,. Ὡς γνωστόν ὑπάρασυν δύο Ὀετιμοί: αριὸµοί α μαί β(0κα”-ϐ) τοιοῦτοι, 
ὡστε διὰ μάθε χεξ νὰ Έχωμεν: | 

| αχ] «θ.Ιχ] (1) 

{/ Ἔσιω ὅτι ἡ ἀμοΔουδία (ακ) συψιαᾶϊνει πρός τὸ κ. ὧς πρό» τών πουπηθ Ἱ.[,, τότε ὁιά 
μάθε ε2Ο ὑπαρχει εἷς ἀριομός Ν(ε) 0 τοισῦτος ὥστε διὰ πὸ Ν{(ε) νά ἔχωμεν : 
χ.-χ πα. Ἴότε εµατὰ µεὶδονα. Δδόρον όια πι Ν (ε) δἀ ἔχωμεν Δόνω τὸς θ)ωαὶ ἴχ χε. 

3 Εάν ἡ (ας) τείντι πρός τὸ χ ὡς πρός τὴν πογτηθ [-ᾖ, τότε διά υάδεε2λο ὑπάρχει Η{ε) 20 τοι- 
οὗτος, ὥστε διά π Μ(ε) νά ἔχωμεν Ἆα,-α.Ι «5 .. Κατά µείδονα ἆοψον δια η 2 Μ(ε) 
δά ἔχωμεν: ᾖχ,-χὶ «δε. 

Ἐω τοῦ ἀνωτερω θεωρήματος ὁόηψούμεδα εἲς τὰ αὐτὰ περί ὁρίου συμπεράσματα ἔρ- 


{. .) 
ταδοµενοι ὁϊ ἰσοδυναγιων τιογτηθς . 


6 4. ΑΝΟΙΚΙΑ ΚΑΙ ΚΛΕΙΣΤΑ ΣΥΜΒΟΛΑ 

Εἰς τὸ Κεφἀᾶαιον 15 τοῦ Αι τοµου ὠρίσαμεν τῶν τοπολογίαν τῶς πραμμµατιμῆς εὖδει- 
ας Ἡ. 'Ηόπ προτιθέµεΌα νὶ ἀναφέρωμεν, ἓν συντομία τινὰ διὰ τν ποποἠογίαν ἕνός µετρι- 
υοῦ χὠρου. Κατ ἀρχὰς θὰ όώσωμεν μεριαοὺς θασιιμούς ὁρισμοὺς. 

Ἔστω ὁ µετριμός πῶρος (Ε,ά), τὸ σημεῖον αεξ μαὶ ὁ ἀριδμός ϱ20. 
Ι. Καβοῦμεν ἀνοικτήν σφαῖραν (ὰντ. αΔειστῆην σφαῖραν) αέντρου α μαι ἀατῖνος 
ρ᾽ τὸ συνολον Ἑ (α,ϱ) (άνι Β (α,ϱ)) τῶν σηµεὶων α΄ τοῦ Ε,τὰ ὁποῖα πᾶτιροῦν τν σχέσιν 
α (αι) κρ (άντ.ἁ (α,χ) 5 ϱ). 
Ι. Καδοῦμεν ἐπιφάνειαν σφαίρας ιιέντρου α ταί ἀιτῖνος ρ τὸ σύνολον τῶν σηµεί» 
ων τοῦ Ε,τὰ ὁποῖα πἠτροῦν τὴν σχέσιν (α,χ)- ϱ. 

Εὖ5 τῶν περίπτωσιν τοῦ μετριιοῦ αώρου Β΄ ουν πδἰζεται ἄντι τῆς ἂεξεως σφαῖρα να 


Δένωμευ δΐσωος μαὶ ἀντὶ τῆς ἐπιφανείας τᾶς σφαίρας νὰ ἂέμωμεν περιφερεια αυωλου. 


3 ' 3 Π ας Σ. π Π Γ Γ 
0 πώρος Ἱ. Εἰς τὸν χῶρον Ἀ ἐφώδιασμένον μέ τών ἀπόστασιν ἁ(αιχ)Ξ ἰα- χ.ἰ- 
Ξ . 
4 ο, ' - 4 - ι 
Ξ ( (αι-ξι)'), οπου αξίαμας,.:',ἀφ) ναι χς(ξ,ξ.,'-',ξρ), Ἡ ἄνοιμτω σφαῖρα πεντρου 
"η 
α μαὶ ἀμτῖνος ϱ ὀρίδεται ὑπὸ τοῦ συνόλου: 


Β(αρ)- [κεξ :α(αχ)ς ο) 


Ἡ αδειστὸ σφαῖρα υέντρου α ααὶ ἀμτῖνος ρ ὁρίδεται ὑπό τοῦ συνολου | 
ὶ (α,ρ)- [κεδ: ἁ (α,χ) ϱ] 
Ἡ δε ἐπιφάνεια αὐτῆς ὁρίδεται ὑπό τοῦ συνόλου: 
| 5(αρϱ): {χεβ': 4(αχ)”ΞΡ). 

Ἐν τῶν ἀνωτερω προιύπτει ὅτι, αάδε ἕνωσις ἀνοιατῶν σφαιρῶν Ἱεέντρου α εἶναι. 
ος ας, σφαῖρα. Ὁμοίως υάδε τομύ ιλειστῶν οφαιρῶν µέντρου α εἶναι ὁμοίως 
αλειστὴ σφαῖρα. 

Πρέπει νὰ παρατηρύσωμεν ὅτι, αἱ σφαῖραι ἑνός μετριιοῦ χώρου Ε δεν ἔχσων ἓν 


ἴ ῃ το ο ῃ [ 4 ᾽ - Π .ά 
υψένει τὰς αὐτὰς γεωμετριιμὰς ἰδιότητας μὲ τὰς σφαἰρας τοῦ χώρου ἉἎ. 


Ὀρισμός 1--4-4 εἰς ἕνα µετρ/ιιὀν χῶρον Ἑ δἀ ἠέμωμεν ὅτι ἕνα υποσύνοᾷον Α 
τοῦ Ε εἶναι ἀνοικτόν, ξάν εἶναι το κενον ἤ διά ιιάδε αεΑ ὑπάρκη µία ἄνοικτη αφα]- 
ρα κέντρου α τνιαέ ἀατίῖνος ϱ7 0 περ/εκομένη ἑντός τοῦ Α. 

Συμφώνω» πρός τὸν ὁρισμόν, Εάν τὸ Α εἶναι ἀνοιμτὸν σύνοᾖον, τότε διὰ μάθε αξΑ 
ὑπάρχει ρ20: τοιοῦτον, ὡστε Ἁ(α,ρ)Ξ [κε Ε:α(α,χ) ς ο] σα. 

Ἔϊι τοῦ ἀνωτέρω ὁρισμοῦ παρατηροῦμεν ὅτι τό σὐνοᾶον τῶν ἀνοιμτῶν συνόλων ἑνος 
μετριμοῦ χώρου Ε ἔχει τάς αἀτώδι ἰδιότητας : 

Αι Κάθε ἕνωσις (πεπερασμένη ὗ μΏ) ἀνοιατῶν συνόλων τοῦ Ε εἶναι ἀνοι μτόν σύνολον. 

Α. Κάδε πεπερασμένη τομ ύ ἀνοιατῶν συνόλων τοῦ Ε εἶναι ἄνοιικτον σὐνοᾶον. 

Αι ὃ χώρος Ε μαὶ τό µενὸν ᾧ εἶναι ἀνοιωτὰ σύνολα. 

ἡ ἀπόδειξις τῶν ἀνωτέρω ἰδιοτήτων εἶναι ἀνάᾶονος µέ τὴν ἐωτεθεῖσαν εἰς τὴν 
σελ. 190 τοῦ Ας Τομου. 

Εάν ἕνας χώρος Ε εἶναι ὀυνατὸν νά ιααταστΏ µετριιός τότε ὁρίξονται συγχρόνῶ» 


η σύνοβα αὐτοῦ. Τότε Δέψομεν οτι ἔχομεν εἰσάγρει μίαν µετρι- 


ιτ 3 ' [ υπ) 
τα ανοιτα μαι «λειστα 
Π [ - [ - κ. [ ... -- - 
μΏν τοποδογίαν ἔπι τοῦ ΕΒ. Χαραωτηριστιικ0ν τοῦ μετριιοῦ χώρου η τῶς μετριμῆς 
α 3 - ο] μ ω ῃ . { ᾗ ε ͵ . ο ον 
τοποᾶογίας αὐτουῦ εἶναι ὅτι ὀωναμεθα. πάντοτε να Ορισώµεν των συμιαᾶισιν µιαςα- .᾿ 
μµολουδίας σημείων τοῦ χώρου. ᾿ 
3 - ν ι 1 - ; ῃ ς -- / ς - 4 
Εἰδιιῶς εἰς τὸν ὀιανυσματ! ἁόν χῶρον Ἱ εἰς τὸν οποῖον Έκομεν ορἰσει τρεῖς ἴσο- 
! Π ε η { ” ῃ 
ὀννάμους πογπιθς, ὡς Ἐι τούτου μαί τάς ἀντιστοίχους τιρός αὐτὰς ἀποσταᾶσεις, 
ἐπειόη μὲ ἑνάοτην τῶν ανώτερα) ποΥΠης Ἡ ἀποστάσεων ὁρίξεται ή αὐτω αύγμλιοις « 
/) μλ.ὀρισμον 1 -ᾱ- 2. 


δυνάµεθα νὰ εἴπωμεν οτι, η ὑα ἑμάστως ἓξ αὐτῶν εἰσανομέντ µετριαΏ τοπολοψία. 
εἶναι ἡ αὐτὸ. 

Παρατύρησις: Αἱ ἀνωτέρω ἰδιότωτες Α., Α.,Α. χρησιμοποιούνται καί 6ιὰ τον 
ὁρισμόν ἑνός τοποΔοψιιοῦ πκώρου .'Ἠτοι,ξὰν τὰ ὑποσυνοᾶα Α ἔνος συνολου Ε πᾶπ- 
ροῦν -ᾱς ἰδιότητας Α,, ᾱΑ., Αι, τότε ταῦτα ιιαᾶοῦνται ἀνοικπτα σὐνοᾶα ααὶ 
τὸ σύνολον ΕἘ ιαδεῖται τοποᾷογριικὸς πῶρος. Ἐπίσης ἂένομεν ὃτι τὰ ὑποσύνο- 
Δα ταῦτα Ορΐδουν Επὶ τοῦ Ε μίαν τοπολογίαν. 

'Επὶ πἀξον εἷς ἕνα μετριιόν χὠρον πἈπροῦται μαὶ µία τετὰφῖτι Ενδισφέρουσα Ιόιότης 
μαβουμενη:" Ἀξίωμα τῶς διαχωρισιµότητος τοῦ Ααιισαοι/, ,ἄτοι: 
Αι ΟἸωνόηποτε Όντων τῶν σοµείων αιαίθ(αἡθ]τοῦ μετριιοῦ πώρου Ε ὑπάρχουν φύα «νοι- 
μτὰ σύνοᾷα περιξχοντα. ἀντιστοϊχως τὰ α μαὶ β τῶν ὁποίων ἡ τοµΏ εἶναι τὸ υενόν 


συνοᾶον. 


4: . ” ς 3 { 9 ᾱ ῃ ε 3 ς ' 
Ἀποόειξις: Ἔαν α εἶναι ἡ ἄποστασις ἆ (α,β)' αρμεῖ νὰ Δάθωμεν τὰς ἀνοιιατὰς σφαι- 
ρας υἔντρων α υαὶ β μαὶ ἀμτῖνος 4 :Αὗται ὅεν ὀύνανται νὰ ἔχουν οὐφὲν μοινον ση- 
- ἓ σας α. « - - , ς , 4 .. 3 
μεῖον, ὁιότι ξὰν ὑπἠρχεν ἕν τοιοῦτον σημεῖον  ὦ τριρωνιαὈ Ἰόιοτης δά Έδιδεν: 


ἁ(α,θ) Ξ ἁ(αιγ) να (Υ.6) π ἁ (α ϐ) ε5- κ. να ὅπερ ἄτοπον. 


Παραόεἰγματα: 


(5 Αἱ ἀνοιωταὶ σφαῖραι εἶναι ἀνοιμτα συνοᾶα. 
25. ᾿Επί τῆς εὐθείας Β, ἐφωδιαομένηΏως μὲ τήν ἀπόστασιν τῆς ἀποβλύτου τιμης, τὰ ἄνοικτα 
διαστηµατα. εἶναι ἄνοιατα σύνοᾶα. 
38/ ἸΕπὶ τοῦ χώρου ΕχΚ- Κ᾽ ἐφωώδιασμένου μὲ τό ὁρισθεν µέτρον τῆς ἀποσταάσεωδ, 
τὸ συνοᾷον τῶν ἐσωτεριικών σημείων ἕνος μἴπιῆου αιτινος ϱ20, εἶναι ἀνοικτον συνοῄᾖον. 
ΔΝ κ - , μ μ 1 ” - « - ” { 
4Σ/ Ει5 τον χώρον κ, ἐφωδιασμενου με ἕν εω τών γωστων µετρων, παᾶδοῦμεν ανοικτον 
5 μ .) 1 ΄ - αχ Π - Π . , 
υπερόιάστημα ἐπ αὐτοῦ µε ἄωρα τα σημµεῖα αξ (α,,αι,..., αφ) ἀαι 6Ξ(6ι,β.,--., ϐ9) το συ- 
νοᾷον τῶν σημείων του τῶν ὁποίων αἳ συντειαμμέναι πλπροῦν τὰς ἄνισοτητας: 
7 . 
ί ... (δε, ΕΡ)) εξ : αι- ξιτεέ, κα ρτ) 
Προθανῶς τοῦτο εἶναι ἕνα ἀνοιιτὸν συνοἆον. 
Εἰς αᾶδε µετριιὀν χῶρον τὸ σύνοᾶον τῶν οπημείὼν τὰ ὁποῖα επαᾶηθδεύυουν τὴν σχεσιν 


αἁ (α,χ) »ρ "εἶναι ἀνοιιτὸν αὐνοᾷον. 


Ὅρισμος 1- 4-2 Εἰς ἕνα µεζρ)κον χῶρον Ἐ εν ὑποσύνοίον Α αὐτοῦ δὰά καθῆται 
μάειστον, Εὼν τὸ συμπθηρωµαειικόν του εἶναι ἀνοιωτόν. 

Εὐμόβως διαπιστοῦται, στπριδόὀµενοι εἰς τοὺς τύπους τοῦ ο Μογφαῃ, ὅτι διὰ τὰ ιβειστὰ 
σύνοᾷα Ἰσχύουν αἱ µατωθοι ἰδιότωτες: 


κ . 


«ἳ. ΚάδετομΏ (πεπερασμένη η μή) αθειστῶν οννοᾷων εἶναι αᾶειστον σὐνοᾶον.. 


«Εντ. Κάδε πεπερασμένη ένωσις ιΔειστῶν συνοᾶών εἶναι ιαΔειστὸν σὺνολον. 


Κ,: Τὸ μενὸν σύνοᾶον ὦ μαὶ ὁ χῶρος Ε εἶναι ιιειθτὰ σύνολα. 
Τό ἀξίωμα τοῦ Ηαωσάογό δὲν μεταφέρεται ικατὰ ἐνδιαφἔροντα τρόπον εἷς τὰ μᾶεισαα 


σύνο ᾗα. 


Παραδείψματα: 

{5 κάδε μᾶειστη σφαίρα εἶναι αΔειστὸν συνολον. 

κ Εἰς τὴν πραμµατιαην εὐθεῖαν Ἡ Εφὠδιασμένπ μὲ τὸ φυσιιόν µἔτρον τῆς ἀπολύτου 

τιμΏς, αάδε µάᾶειστον διάστηµα εἶναι ἕνα αδβειστῶν συνοᾖλον. 

86/ Τό σύνοᾶᾷον τῶν στιµείων χ. Μοῦ μετριιοῦ χώρου Ε µέ ἰδιότητα: ἁ(αικ) ρ«Μΐναι αβει- 

στὸν σύνοᾖον. 

45 Εἰς τὸν χῶρον ϱ ἐφωδιασμένον μὲ τὴν γνωστήν Εὐιδείδειον ἀπόστασιν ἃ ποττηθ, 
ἕνα µάειοτόν ὑπερδιάστημα, µε ἄμρα τὰ σηµεῖα α-(αιιαι;.. αρ) ἀαί 6-(6,,6....., θρ) 
ὁρίδεται ἀπό τὰς ἀνισότητας: ) 

ἷα-(Ε,ξ.,- ο Ε)εΡ” αἘἜξι-θι ἰΞυ2... ωῬ] 
Τοῦτο όε εἶναι ἕνα ἀβειστὸν σὐνοᾶον. , 


Παρατηρησεις: 


Π ς « - ή -- , ον 
{8 απάρχουν ὑποσύνοᾶα ἑνός μετριμοῦ χώρου τὰ ὁποῖα δὲν εἶναι οὔτε ἀνοικτα οὔτε κδει- 
, ε ῃ 5 « , κ. ά ' ' ἑ αν σα 
ατα συνοᾶα π.χ. τὰ Πμιανοιιτὰ ὁιαστήµατα τὴς Ἰ, ἔφωδιασμὲένης διά τοῦ φυσιιοῦ 
μ ν .ι 9 ͵ »ι , Π 
της µετρονυ, ὁὲν εἶναι οὖτε ανοιωτα οὖτε αᾶειστα συνοᾶα. 
Χ/ Τὰ συνοᾶα «ϱ μαὶ Ε τοῦ μειριμσῦ χώρου Ε εἶναι συνχρονως ἀνοιμτάὰ μαι κλειστα συνολα. 
[ οἱ : - 5 .. ε . [ 3 . : Μ 
3/ Μεταξὺυ τῶν ἰδιοτήτων τῶν ἀνοιατῶν μαὶ μειστῶν συνοΛών πρεπει νὰ προσέχωμεν Οταν 


{ Π 4 ὼ " . { ῃ Π 
προµειται διἁ τομὴν Ὢ ἕνωσιν μή πεπερασµένου πᾶηθδους συνόλων. 


, 65. ΠΕΡΙΟΧΑΙ ΚΑΙ ΣΗΜΕΙΑ ΣΥΣΣΩΡΕΥΣΕΩΣ ΣΥΜΟΛΟΥ Κ.Τ.Λ. 
1. Περιοχαί ἑνός σημείου. 

Ὀρισμός ἵ- 5-Ι. καζοῦμεν περιοχή ΝΥ ἑνός σημείου α τοῦ μετριιοσῦ χώρου Ε ιᾶ- 
ὂε ύποσύνοβον Ν τοῦ Ἐ περιέκον τουΔάπιστον ἕν ἀνοιωτόν σύνοῆον περιέχον τό α, 
ἢ ἀιόμῃη, περιέχον ἀνοιμτῆν σφαῖραν ἡ αδειστήν οφαῖραν ιέντρου α. 

Αἱ ἰδιότητες τὴς περιοχἠς αἱ μεβετηθεῖσαι εἰς τῶν σελ. 132 τος. Αι τοµου µεταφ- 
ρονται μαὶ εἰς τούς μετριμοὺς χώρους, Παραθέτοµεν ἁπδῶς, ἄνευ ἀποδείξεως, πρόὀς ὑπεν - 
δύμιοιν τὸ θασιμόν Οεώρωµα: 
θεώρημα ἵ- 5-1. Ἵνα ἕνα ὑποσνοᾶον Α τοῦ Ε. εἶναι ἄνοιμτον πρῖπει μαὶ ἀρυεῖ να 
εἶναι περιοχή ἑωάστου τῶν σημείων του. 


[4 ” µ σ Π ρ η ῃ } ο 1 ' .. 3. 
ή ἀπόδειξις εἶναι σχεδὀν ἡ αὐτή μὲ τὴν ἐωτεθεῖσαν εἰς τὴν σελ.132 τοῦ ΑΤοµου. 


Π 3 , ῶ Ῥρ' ο , - , κ ( » ας 
Παράδειγμα: Εἰς τόν χῶρον ξ ἔστω τό σημεῖον αξ{ίαμα,,.., ἀφ). Μία περιοχἡ αὐτοῦ 


ς 3 , , { - ῃ λ μ - - . κα.) η 
ὁρίδεται ἀπό τὸ συνοᾷον τῶν σημείων. κ (Ε.Ε... ξν) τὰ οποῖα πἀπροῦν τὰς ὀνισοτη- 


τας: |ξ-αι]ςε,]δ.-αι],..., |ξρ- αρ] ε. 


: / Π - . " “. - , 
Ἡ ανώτερώ περοχη ιαβειται μαι συµκετριαΏ περίοχΏ τοῦ σημειου α. 


Ἱ. Σημεῖα συσσωρεύσεως Τι ὁριακὰ σημεῖα 
Ὀριομός ἵ- 5-2, Ἔστω Α ἐν ὡποσύνοῦον τοῦ κετρ)ιοῦ κώρου Ἑ. Θά δέρωμεν ὅτι ᾿ 
τό σημ εεῖον . εἶναι στιεῖον δυσσωρεύσεως ἡ ὁριαιιόν σηωεῖον του Α, δαν ιάδε πε- 


ρ/οχή τοῦ κ Περ/έλη ἕνα τουζᾶκιστον σημεῖον τοῦ Α ὅιάφορον τοῦ κ. 


Αἱ ἰδιότητες τοῦ σημείου ουσσώὠρεύσεως αἱ μεβετηθεῖσαι εἰς τήν σεᾶ. (33 τοῦ Αι Ίομου 
΄ μεταφέρονται ιμαὶ ἐδῶ, ἥτοι: 
) Εάν τό χ. εἶναι οημεῖον συσσωρεύσεως τοῦ Α εἰς μάθε περιοχἠν αὐτοῦ ὑπάρχει µία 
ἀπειρία σηµειώων τοῦ Α διαφὀρων τοῦ Χο. 


{) Ένα μάᾶειστὸν συνοᾷον περιεχει τὰ σημεῖα συσσωρεύσεως αὐτοῦ, Αντιστρόφως: 


Π 


Κάθε συνολον τὸ ὁποῖον περιέχει τὰ σημεῖα συσοωρεύσεως αὐτοῦ εἶναι κάειστόν. 


Π. Μεμονωμὲνον σημεῖον. 


Ἔστω Α ἕν ὑποσύνοᾶον τοῦ μετριιοῦ χώρου Ε. Ένα σωμεῖον χΕΑ ιαᾷεῖται µκεκονω- 


. 


ἀένον σημεῖον, ἔὰν τοῦτο δὲν εἶναι σημεῖον συοσωρεύσεως τοῦ Α, ἤτοι Εάν ὑπάρχτι 


μία περιοχη Ἡ) τοῦ α τοιαύτη, ὥστε ΑΠΥΞ [α]. 


17. Ἐννύτατον ἢ συνοριαμὸν σημεῖον ἑνόι συνόἁου. 

"Ἔστω Α ἓν ὑποσύνοᾶβον τοῦ μετριμοῦ χώρου Ε. θὰ ἀέγωμεν ὅτι ἕνα σημεῖον χ εἶναι 
ἐνγύτατον σημεῖον τοῦ συνόλου Α, ἔὰν µάδε περιοχΏ τοῦ «κ τἔµνη τὸ Α, ὅτι. διὰ ιά- 
δε (κ) Έχομεν: Υ(α)Ω ΑΦ. 

υ ἀνωτέρω ὁρισμός ἰσοδυναμεῖ μὲ τὸ μάτωδι: Τὁ κ΄ εἶναι ἔννύτατον σημεῖον τοῦ Α, 
ἐὰν το α΄ εἶναι σημεῖον τοῦ Α ἡ αημεῖον συσσωρεύσεως αὐτοῦ. 

Τὁ ἔργύτατον σημεῖον ἓνὸς συνὀᾶου Α θὰ εἶναι π σημεῖων συσσωρεύσεω» ἀμφοτέρων τῶν 
σνόᾶαν Α μαὶ (Α η σημεῖον συσσωρεύσεως τοῦ ἑνός εξ αὐτῶν υαὶ µεκιονωμενον τοῦ ἄλλω. 
Τό θὐύνοβον τῶν Ἀχχυτατωιν 6ωµείων ἑνάς δυνόλου Α υααδβεῖται θήκη άἀὐτοῦ 
ια) δυμβοδίσεται Φιὰ τοῦ Α. 

Ἡ Σύµπαγή δύνολα” Εετω ὁ µετρικος χκῶρος(Ειά)καί ΑςΕ. θά ἂενωμεν ὅτι τὸ Α εἶναι 
φρανμὲνον Εάν διά μάθε αχ, ΙΕΑ ἡα(κὴ)ἝμΜ-ςκοο. Εἰὐναώς διὰ τὸν διανυσοµατιιὸν κῶ- 
ρον (Ε, Μ-ἠ)το ὑποσυνολον Α ὃᾳ εἶναι φραγμµένον, ἐὰν διά αάδε χεΑ ἡ Ιχ] «Μ΄ --αο. 

«Ένα ιδειστόν ιμαὶ φραμμἔνον σὐνοᾷον ἑνό; μετρικοῦ κώρου δὰ «λλῆται συµηαγέβ. 
Ἀποδειινύεται ὅτι ἡ Ένωσις πεπερασµἑένου πλήθους συμπανῶν συνόλων εἶναι συμπανὲς 
σὐνοᾶον. Ὁμοίως ἀποθειινύεται Ότι: τὰ συμπαφῆΏ ὑποσύνοᾶα ἓνός μετριιοῦ χώρου έἶναι κἀεκπά, 

Παραδείγματα": 

Ι/ Τό σὐνοᾷον Β (αι) ἓν Ε εἶναι συμπαγές. 
Πράγματι: [κ] ]χ-α[” Ια[ςρτἱα[-τορ 
Χ/ Καδε μΔειστόν καὶ φραμμὲνον διάστηµα [α,θ] ἓν Ἱ εἶναι συµπανὲς.. 
Δε ἍΊὸ σύνοβον ΑΞ{0,1,2,...Ιν } εἶναι συμπανὲς, ενῶ τὸ σύνολον. 8. {ου2..ν..] δὲν εἶναι 
συμπαφές. 


. . ωἳ οί . 
45/ Τὸ διάστηµα Ἱ- Π 1:, ἔνδα Ἱι- [αεβ:αιἜκ«θι] εἶναι συµπαρξς. 
μ.4 : 


'π Σὐνοᾶοσν συνειτιιιὀν 


. ρ δν, η ΄ 4 Π 4 υ η ” 
Εστω το συνοᾶον Ας Β. τοῦτο Όα μαδβῆται συνεωτιικὀν, ἐὰν δια ναθε διαμέρισιν αὖὐ - 


' ; ἢ [ [ ; . ε [ ι ᾧ με .  - ς ' μμ ο 
τοῦ εἰς ὁύο μή μενα σύνολα Α, μαί Α, ὑπάρχη τουβάπιστον ἐν αημεῖον του ἕνος το ὀποιον 


, , κ μά μ κ 
[’Ἠπο Μεικνύεται δει, ἡ Θύ1 Ἄ ἑνός «υνοβου 4, ταυτίδεται μὲ τόὁ εὔακιεςτον τεθεί 


, ῃ Π « Α 
έετον συνοῦον ἨΕεΩ/έχον τὸ Α. 


εἶναι ὁριαμὸν τοῦ ἄλλου. Ἡ ὅπερ Ἰσοδυνάμως: Βοχἒσις ΑΞΑ,0Α., ὅπου Α.Α. . 

δύο σὐνοᾶα ὲ ᾧ τοιαῦτα, ὥστε οὐδὲν εξ αὐτῶν νὰ περιξκτι ὁριατια σημεῖα 

τοῦ ἂλλου (χὠρισµένα σὐνοᾶα) νὰ µην εἶναι δυνατῃ. 

.. Παραδείγματα: 

ΙΕ Εἰς τὸν χώρον Ἑ) τὸ σὐνοᾶον ΑΞ](α,ο):ΟΞχ «210 {(ου):08ὐ 1] εἶναι συνειτιιὀν. 

2 ΚΕἰςτὀν χώρον Β µία σφαῖρα Ἡ ἕνα διάστηµα εἶναι σὐνοάα συνευτιιμὰ. 

3ν/ Ἐπί τῆς εὐδείας Ἐ τὰ μάτωδι σύνολα εἶναι συνεωτιιά : 

(-α.,ϐ), (-.0,β], (αμ ο), [αγ αο), (-0,109), (α,ϐ), [α,ϐ), (α, 8]. 

43/ θεωροῦμεν τὸ σὐνοὰον ϱ πῶν ρητών ἀριὸμῶν ἓν Ἱ.. Εἶναι ᾳ 65. Ἄς θεωρήσωμεν πότ μὶ- 

ἂν τυχοῦσαν διαμἑρισιν τοῦ ϱ ὁριδομένην ὡς ἀμολούδως: 
| ΑιΞίχεθ.χς«νδ], Αι- [αεθ:α2νβ]. 
Προφανώς Α.Ι) Α.- Ω, ἀλλά τὰ ὁριαμα σημεῖα τοῦ Αι εἶναι -«ν5 Φ υαδώς μαί τα 
ὁραιὰ σημεῖα τοῦ Α. εἶναι »ν5 . Ὅδεν δεν ὑπάρχει τουλάχιστον ἓν σημεῖον τοῦ ἑνός 
τὸ ὁποῖον νὰ εἶναι ἁριαμον τοῦ ἅλλου. Ἆρα το συνοᾷον ϐ δὲν εἶναι συνεωτιαον. 
«Ἐν ἀνοιωτὸν μαὶ συνεωτιιὸν συνοβον δα μαᾶῆται πεδίἑον. 
Εἰς τὰ προαναφερθέντα. παραδείμµατα {3/ ιαὶ 33/ τὰ αὐνοθα εἶναι πεδία, ὅπου Ώ Θεωρτθεῖσα 


σφαῖρα εἶναι ἀνοιωτη. 


66. Ἡἡ ΕΝΗΟΙΑ ΤΟΥ ΕΣΩΤΕΡΙΚΟΥ ΓΙΗΟΜΕΗΟΥ 


Ἔστω εἷς διανυωοματιιό» χώρος Ε ὠρισμένος ἐπί τοῦ Κ(Κ: Τό σὺνοᾶον τῶν πραμματιιιῶν 
ἡ μιχαδιιῶν ἀριδμῶν). Ὀρίσομεν μίαν ἀπενμόνισιν (α,9)-- «αι } τοῦ ΕΧΕ ἐντός τοῦ Κ ἔ- 


χρυσα τὰς υἁτωδι ἰόὀιοτητας. 


/ -«χιχΣ Ξ0 ὁιὰ ἀάδε χεξ 

ἀ/ «χε χδΣΞ0«ς χΞΟῶ 

8/ «αιν » - «υχ72 διὰ µάδεχεξ ααὶ ΥΕΕ (ὅπου µε ᾱ συμθβολίδομεν τὸ συδυψὲ» τοῦ αεΚ). 
“/ «λχημιΣ2-λ«αηλνμςιΣ» διά µαθε Ά,μεκ μαίὶ χι 2ΕΕ. 


, ο ’ , 5 , 
Ἡ τιµή «-χιν 2 ααδεῖται ἔσωτεριμον νινόμµενον τῶν διανυσμάτων αχ, Φ. 
Ἐι τῆς 3 μαὶ 435 ἰδιότητος προαύπτει ὅτι : 


ο ο. η λα. ἐὰν τὰ ὰ µεΚ ιαὶ χ,υ ΣΕΕ. 


Ἐάν «Κ-ΞΧ, τότε ἓι τὴς 33 ἰάιότητος ἔχομεν: «κχιὸ- «φιχΣ. 
Τό Ἐσωτεριιιόὸν γινοµενον ὀρίδει ἐπί τοῦ Ε µία ποττηθ ὑπό τῆς σχέσεως: 
ἱαήτ «χα } (4) 
Πράμματι: αἱ ἰδιότητες { καί 2 αὐτῆδ διαπιστοῦνται εὐωθᾶως. Την τριμωνιιάήν ἰδιότητα 
τήν ἀποδει ανύομεν ὡς ἀμολσύδως : 
θεωροῦμεν των ἔμφρασιν: 
«ακελη χτὸνὸ- «χιχγνὰλ «πολελ« κ Σε[λ1/ «2 (3) 
ἥτις εἶναι πάντοτε δετιικἠ. 
ἸΕὰν ὁ ὰ εἶναι πραρµατιιός ἀριθιός τὸ υατωὸδι τριώνυµον ὡς προς ἃ µε πραγματιιούς 
αυντελεστάς, Ότοι το: | | 
«αχὂτολβςςκχιὴ}) ἂνσνιη Σ. 1" . 
εἶναι Ἀόμω τῆς (2), μονίμως ο. ἀρνπτιιον. | 
Συνεπώς (8θςχυ»))- «πιχκΣλ -ὐν2-0,ὴ Ῥεςκ ν)λ«/χί.υ]. 
Ὅδεν, αυ] - -αχνυκτυσ 
ΞςΧχκχλντςσασυσεσωχὸλ» συν 2 
ο 1 
Ξ(ιχιν {0 {)' 
τοι: ο... 
'μόη ἂς Θεωρήσωμεν τὴν ἀνισότητα | 
«αχλνλ «συ δν «κιν λ9|1  «ΨύΣΞο 


λ-- 3ο Δαμθάνομεν τεΔιιῶς: 


θετοντες σπσς 


σαν }λ]5 ἵκι τν . (39 (Ἀνισότως τοῦ οςηΏμαγτ 2). 


Ἓνας διανυσµατιμός χώρος Ε εἰς τὸν ὁποῖον Έχομεν ὀρίσει ἕν ἐσωτεριιόν γινόµενον 
μαὶ ικα ἀμολουδίαν µίαν πογπιθ ὑπὸ τὴς οχέσεως (1) δὰ μαᾶτιται χῶρος τοῦ Αἰέδοθρέ 
ἐὰν συχχρονως οὗτος εἶναι υαὶ πήρης ὧς πρὸς τὴν (μετριιΏν) ἀπόστασιν τὴν ὁριδομενην 
ὑπό τῆς ποΓγηἈθ. ' 

Λαθὀντες ὑπ ὄψιν τὴν σχὲσιν (1), εὐμολως διαπιστοῦται ὁτι εἰς ἕνα χὠρον τοῦ ΗἰΕρεγῖ 


πἀηροῦται ἡ σχέσις: 


κε χο (Χχν {1 ) (4) (νομος τοῦ παραδάτιοχράμμου). 


Εἰς ἕναν χώρον τοῦ Ηίβοτί ὁύο στοιχεῖα «εν αὐτοῦ δά ααλοῦνται ὀρφογμώνια εαί δά. 
γράφωμεν χ.Ι, ἐάν «χιυὸΞ0. Τότε πῤοφανῶς ιαὶ «ὐχ720Ο, ῆτοι μαὶ 1. Χ. 
Ἐπειόπ δὲ, Ἱστυ- κ-υ- «ας ψαχνυ}λ- (χ-ν χι} 
«σχικὸλ»συνΣ-«αιχΣ-«ψνλ-ο, 
ἔχομεν: ἱχτυ[-ἱχ-υ 
Ὅδεν ὁ Νόμος τοῦ παραᾷληλονράμμου, ἂόνω τῆς ἀνωτέρω οχέσεως, ααδίσταται: 


ΠΠ Πω) (πυδαγὀρειος σχέσις). 


η ῃ να , . δι εἰ υ ! ͵ - 
Παράδειγμα: Εἰς τον διανυσμιατιλῶν χώρον Ἐ Ορίξοµεν ἕν ἔσωτεριιόν ινοµενον ὑπὸ τῆς 


σχέσεως :. « 


-αυλ-ὸ} αι 
ἐ54 
ῳ ῃ . ͵ : . 1 ο, ῃ 
Οπου ΧΞ(χμχς,... Χν) μαι ὉΞ(ν νι..ο Άν) αι νατα συνεπειαν μίαν πογτηθ ὑπο τῆς σχέσεως: 


' Ῥ 
Γκι» (2 κ) 


Ἀποδειωνύεται ὅτι οὗτος εἶναι μαὶ πᾶήρης, αρα εἶναι χῶρος τοῦ Ηἱἐρονῖ. 


Συμπἠπρώματα μαὶ ἀσκῆσεις: 


!. Ἔστω Ε ὁ διανυσµατιιός χῶρος τῶν συνεχῶν συναρτήσεων ἔπί τοῦ [ο,1].Ἔαν {ΕΕ ὁρὶ- 
δοµεν τὴν {΄ -ποιπιθ ὑτιό τοῦ τύπου: 
' 
4 ἡντ {4 ο) 4« 


Δείξατε ὅτι ἡ ἀνωτέρω σχεσις ὀρίδει πράγματι µίαν πΟΥΠΙΘ. 


͵ ͵ . α ω ; { 4 ν ’ 
2 Ἔστωσαν Ε μαί Ε ὁύο ὁιανυσματιαοὶ κὠροι µε ποΓηιθΣ παριστωµενας υπο τοῦ συµθο- 
4ου }.Ι. Ἔστω ΕΚΕ πό Καρτεσιανὀν ινόμενον τῶν χώρων. 
ς ! µ ι , 1 - ͵ ῃ { ε Π ᾿ 
Οριξδοµεν την προφθεσιν ἆνο στοιχεἰίώὠν τοῦ ΕΧΕ μαι το γινοµενον ενος στοιχειον αν - 
ν ο. 4 α ε α ͵ ς 2} Π 
τοῦ µε ἕναν πραγµατιιὀν ἄφριθμον ὡς ἀμοβουδως: 
(αι) (αν) (ασ ὐνυ) 
.. (αν) κ (1,9), χες « 
Δείξατε ὅτι ὁ ΕΧΕ εἶναι όιανυσµατιαός χῶρος. 


Ἐν συνεχεία ὁρίδομεν: (αν) τιαχ (ἰκἡ1ν {) 
Δείξατε ὅτι ἡ ἀνωτέρω σχὲσις ὁρίδει μίαν ποντης ἐπὶ τοῦ ΕΧΕ. 


μα δή  Ιβ σολ 


: 3 Ἔστω Ε ἕνας µετριμός αώῶρος µέ µἔτρον (ἀπόστασιν) ϱ μαὶ ἔστω Υὶ συνάρτησις 6 
:ὠριομένη ἔπὶ τοῦ ΕχΕ μέ τύπον : σ(α,ὴ) τπτ ἴρν), {1 


Δείξατε ὅτι ἡ 6 εἶναι ἕνα µέτρον ἐπί τοῦ Ε. 


4 Ἔστω Χ ἕνας µετριμός χώρος μὲ απόστασιν ϱ,Ἐ ἕνα µη μενὸν ὑποούνολον τοῦ Χ 
υμαὶ - μία πραγµατιμη συνάρτησις ἐπὶ τοῦ Χ ὁριξοµένη ὑπό τοῦ τύπου . στό ρ(κ,υ). 


(0 ἀριδμος ΐ, () μαδεῖται απόστασις τοῦ «κ ἀπό τοῦ Ε). Δείξατε ὅτι: 


] Ἱεία)-δεί (α))] Ἑρίχ,χ/) δια αάδε χι, χεΕ 

.. Ἡ ᾗς εἶναι συνεχής ἐπί τοῦ Χ 

: -- Σ ωλ λα 
0) ὃς (α)- 0 ἔαν,μαί µὸνον άν, χεξΕ. 


5 Έστω Χ εἶναι ἕνας µετριµός χώροσμε ἄποστασιν Ρ υαὶ δια αάθδε μἠ ἀενὸν μαὶ Φραγμέ- 
νον συνοᾗον Ας Χ ὀρίδομεν ὡς διάµετρον τοῦ Α τὸν ἀριδμόν δ(Α)- σταρ ϱ(1,ν)). Δει- 
ξατε ὅτι: ἂν ΑΞΕςΧ., τότε δ(Α) - δ(Β). 


6 Ἔστω Ε εἶναι ὁ διανυοματιιιός χώρος τῶν συνεχών συναρτύσεων ἐπί τοῦ Φιαστήµατος 
[ο,ι]. Ἐὰν 4,4 ΕΕ, ὁρίδομεν: 
«ὁφ»-[ωφοδακ 
Δείξατε ὅτι τὶ ἀνωτερω σχέσις ὀρίξει - πραγµατιιιον εσωτεριιόν χινόμενον. 
Ἐν συνεχεία ὀυνάμεθα νὰ ὁρίσωμεν μίαν {--πογπιθ ὑπό τοῦ τύπου: 
ἠψἡιτ οόαλα-( {1 /α)ακ)" 
Θθέτοντες ἠό].- στρ Ιό(21. Δείξατε ὅτι: μάς. 


3 Ἔστω Ε τυχὸν μή ἀενόν σὐνοᾶον, Ορἱξοµεν τὴν συνάρτησιν: 


|, ἂν χθνω --- 
α (αν) -- όια ναδε πι ψεξ 


1ι 


0, ἂν κξι 
ν) κά δειχδΏ ὅτι ἡ ἅ εἶναι µία ἀπόστασις ἐπί τοῦ Ε. 
ἰ) μἁ Εξετασὸη ποῖαι ἀμοδβουθίαι συνιδἰνσυν ἓν Ἑ. 
ἱ) Μά ΕξετασὸΏ, ἂν ὃ (Ε,ά) εἶναι πᾶηρης μετριμός χώρος, 


ῃ { , ' 5 ΄ ον [ ” ο. } [ ͵ υ 
ν) Δειξατε Οτι ναθε ὑποσυνολον τοῦ χώρου αὐτοῦ εἶναι ἀνοιιτὸν μαι αβειοτὸν. 


ϐ Ἔσιω εἷς µετριµός χῶρο» (Ε,ά) µαὶ θ20. Δείξατε ὅτι ἡ συναρτησις; 
ἁ,(ιμ)- θ.α (κ), "(χ)) ΕΕΧΕ 
εἶναι µία, ἀπόστασις ἐπὶ τοῦ Ε υαὶ ὅτι αἱ Σξῆς προτάσεις εἶναι ἰσοδύναμοι. 
9 Αξ Ε εἶναι ἀνοιωτὸν ἓν (Εα) 


1). Α εἶναι ἀνοιωτὸν ἓν (Ε,α9). 


4 Δειξατε Εάν (Ε,α) εἶναι εἷς µετριιιός χώρος, τότε μα ὁ χώρος (Ε,αὔ)μεα αν) πλ ν 


(«:/) εΕΧΕ εἶναι Ἐπίσης εἷς µετριμός χώρο» καὶ μἀᾶιστα Φραμμενος. 


Ὑ, ͵ 
Ὁ. Εστω Ότο 
τὸ διάστηµα [0,11], Ὥτοι ; 
σωμ- {4 οἱ] συνεχης, ἡ (Γο1)ΞΚ). 
:Ορίδοµεν την συνἀρτησιν: 
----υ-υὔῄ ο ο ο οι ---- 
Δείξατε ὅτι ἡ 46) εἶναι µία (µετρινπ) ἄποστασις Ἐν Όχομ ὕαι ὅτι ὁ οὕτως Ορι5ο- 


τὸ συνοᾷον τῶν συνεκῶν πραρματιιῶν συναρτησεων µε πεδίον ὁρισμοῦ 


µενος µετρινὸς χώρος (..., εἶναι πᾶήρτς. 


[ο1 » 

Δειξατε Επί πᾷξον ὅτι διὰ τον ἀνωτερω χώρον «οι ἡ συναρττσι 5: ἵ 

4 ΄: 

1 ια / 

ν 01 (419 49)”, όεθ(οα - 
εἶναι µία ποπ ἔπ αὐτοῦ. 


Η. Δείξατε ὅτι τὸ αατωδι σύνολον: 
ἀπ{α)εΕχΕ: ο-χςυ-ςι] 
ἄναι συµπαψες, Ενῶ δὲν συµθαϊνει τὸ αὐτὸ διά τὸ : 


Ββ» αν) εΕχΕ. ανόν «αχυ Εθυξο]. 


[ . ο) 3 - .- ι - ον - , ᾽ 
ϐ. Δειξατε ὅτι Ἡ εὐθεῖα Ἡ τῶν πραγματιιὦν ἀριδμῶν εἶναι συνειτίιµον σὐνοᾷον. 


΄ 


β Δείξατε ὅτι υάδε διάστηµα. ἐπὶ τὴς εὐθείας τῶν πραμματιιῶν ἀριδμῶν εἶναι. 


συνεωτιµον συνοᾶᾷον. 


’ , Γ. , ’ .. - Π 7 Π [ 

Η, Δείξατε οτι ἰσχυει! εἰς τοποᾷογιμος χῶρος Ἑ εἶναι συνεµτικο5 (σννεώτιυον συ” 
, ͵ ͵ ῃ } ο) : ͵ ' - - ͵ » 

νοᾷον), τότε ααὶ µόνον τότε, ἂν τὰ µόνα ὑποσύνοᾶα, τὰ ὁποῖα εἶναι συγχρονώς ἀνοι- 


μτὰ ααΐ ιἀεισοτὰ εἶναι ὁ χῶρος Ε μαὶ τὸ µενὸν συνοᾶον. 


͵ ν ͵ ' | - - -- ; Ε ᾿ κ. 
6. Δείξατε ὅτι τὸ σὺνόᾷον τῶν φυσιιῶν ἀριὸδμῶών ὡς ὑποσυνολον τοῦ Κ ὁεν εἶναι συ- 


νεµτιαον σὐνοᾶον. 


5 ' ι Π - ο. π 9 π ι Π 
16. Ὁμοίωώς δεἰξατε ὅτι το σὐνοᾶον τῶν Οετιιῶν ρητῶν ἀριὸμῶν δεν εἶναι συνεατ! μον 


συνοᾶον. 


Π Έστω Ἐ- Κ.. Ορίδομεν µίαν αυνάρτησιν 4: ΕχΕ-- -νἙ διὰ τῆς σχεσεως : 
χ-ό α]χι]ς εάν αι 

το. ῃ σι [1] ας) Ίνν] ΗΝ 

χι.) ) έαν. πι” Ἡ, 


θα κ-(χμχ.) μα, ήΞ(Ψιω.). Δείξατε ὅτι ὁ (Ε,αἱ) εἶναι εἷς µετριιός χώρος. 


6. Έστω (Ε,ά) εἷς µειριιός κῶρος .Εξετάσατε άν τὰ ςευγπ (Ε,α") υαὶ (Ε, ἀἈ) εἶναι µετρι- 


μοί χώροι. 


Α Ἔστω ὁ Εὐωδείδειος χώρος ΕΞ-Ά χΕ-Β᾽. Ὀρίδομεν τὰς μάτωδι ὁύο ουνἀρτήσεις Επί τοῦ ἱιαρ- 
κεσιανοῦ γινομένου Ἡ χΙρ᾽ 
ᾱ,: ἆ, [α,ψ) ία. ὔ)] - πιαχ []χι-χε[, Ιν ψμ] 
ᾱ,: Ἂι [.ψ)), (αν) 1 [ανα (νι Ψι] 
Δείξατε ὅτι ἑαάστη τῶν ὡς ἄνω συναρτήσεων εἶναι µία ἀπόστασις ἐπὶ τοῦ Β.. 


Χ) Ἔσιω Ε τὸ σύνοᾷον ὅλων τῶν πραγματικῶν ἀνοβουδιών. Ὀρίσομεν ὧς 
ο ' 4 
ά(αιν)- ὃν θε πι {]α,- |, 1], ἔνδα α» (α5),πεῆ μαι "5(Ψ)) πε. 
᾿ νπ4 ή 


Δείξατε ὅτι ὁ (Ε,α) εἶναι εἷς µετριαό5 χώρος. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ Π. 


ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΩΡΙΣΜΕΝΑΙ ΕΠΙ ΕΝΟΣ ΜΕΙΡΙΚΟΝ ΧΩΡΟΥ ΜΕ ΤΙΜΑΣ ΕΠΙΣΗΣ ΕΠΙ 
ΕΝΟΣ ΜΕΤΡΙΚΟΝ ΧΩΡΟΥ 


5. ΟΡΙΟΗ ΚΑΙ ΣΥΜΕΧΕΙΑ ΣΥΜΑΡΤΗΣΕΩΣ 


Έστω ἡ συναρτησις {: Χ--«Ὑ, ὅπου Χ,Υ δύο τυχόντες µετριµοι χῶροι. Ἐὰν συµθῆ 


Π ͵ ᾽ -τ ͵ ἐ . ὦ 
οἱ µετριιιοι χώροι να εἶναι ται όιανυσµατιικοι, τοτε ἡ ᾳ ααδεῖται όιανυσμκατ/ι«Ἡ συν- 
η 


ἄρτηοις. 
Ὀρισμός Ἱ- Ι-Ι. Ἔστω ἡ συνάρτησις Ἱ: Ε--Ύ,όπου ΕςΧ μαί Χ,Υ ετριισέ κὠ- 
ροι. Ἔστωσαν ἐπ/ πᾶέον τὰ σηµεῖα χ.εξ εαί {εἩ. Θά Δένωμεν ὅτι η {(κ) τείνει 
πρός τό σημεῖον Β,ἠ ἔχει ὅριον τό ϐ., τοῦ «κ. τείνοντος πρὀς τὸ σημεῖον χο μαί δά νράφωμεν: 
ἶτη {()- ξ ἢ {(α)-« ἑτοῦ α---χο, 


ΧνΧο ΧΦΧχο 


τότε αἱ μόνον τότε, ἂν διά κάθε ε» Ο δυνάμεθα να εὗρωμεν ἓν τ(ε)}Ο τοι- 
Ι 


σῦτον, ὥστε τὶ σχέσις: ) 
0 -ς ᾱ, (Χ, χι) η(ε) --» αν (4 (1), έ)ςε. 


- Π - : 3 . » Γ η ’ ᾽ -- ι η 
(Παριστῶμεν διά τοῦ ἂς τὴν ἀπόστασιν ἐντός τοῦ Ε μα διὰ τοῦ ἄν τὴν ἀπόστασιν 


ἔντός τοῦ ἩὙ ). 


ν , ᾽ ͵ ον 1 Π - ῃ ’ ῃ Π 

Παρατηρήσεις ΙΞ/ Στπριβοµενοι εἰς τῃπν τριγώνιάην Ἰδιότητα τῆς ἀποστάσεως εὐμόᾶως δια- 
ο. .. , οι χ« μ - ' ! 

πιστοῦται ὅτι τὸ ἀνωτέρω ὅριον, εὰν ὑπαρχτι, εἶναι µονοσηπµαντως ὠρισμενον. 

Ί8/ Εάν οἱ Χ,Υ εἶναι διανυσµατιµοι χώροι µε πογπηφ, τότε ὀυνἀαμεθα εἰς τὸν ἀνωτερω ὁρι- 


σμὀν νὰ ἀντιιαταστήσωμεν τὴν ἀπόστασιν «(:,) ὁια τῆς πούππθ {.Γ. 


Ὀρισμός Ἱ-ι-2α. ΜΕ τὰς ἀνωτερω ὑποδεσεις διά τήν συνάρτησιν {ᾖ, ἐαν συκ«6Ώ. 
ξίπι {{α)Ξ4 (α., τότε ἡ συνάρτησις }(α) θά ααβῆται συνεχή» εἰς τὸ σημεῖον «Χο. 

Εάν Ἡ α εἶναι συνεχής εἰς μάθε σημεῖον τοῦ Ε, τότε αὗττι θὰ μµαάῆται συνεχή» ἐπι 
του Ἑ. 

Ὁ ὁρισμός δύναται νὰ διατυπωθῦ ααὶ ὑπὸ τῶν μάτωδι τοποὀοριιην µορφΏν: 
“Ὀρισμός Ἱ-|-2β. Λέγομεν ὁτι ἡ συνάρτησις {: Ἐ--Ὑ εἶναι συνεχής εἰΣ τό ση εῖον 


χ. τοῦ Ε, ἐάν διὰ μάθε περιοχην Ἡ τοῦ }(α.) ὑπάρχη µία περιοκή ν τοῦ «χο τΏ5 


έ ’ 5 - - | - ΄ 
ὁποίας ἡ εἰιιών, µέσω τῆς }, νά εεῖται ἐντός της ν, ὅιῖ ὁ(νΏε)ον' 


Εξναι Φανερον ὃτιοὶ ὁρισμοὶ ἩἹ -Ί-2α υαὶ Ἱ -Ι-26 εἶναι ἰσοόύναμοι, Ὥτοι: 


ι ς ͵ ν : ο 9 . 
Ο ὀρισµος Ἱ -Ι-2α 6ὐνεπαἵεταιτον]--Ίβμαι αντισιροφως: 


Απόόειξις : Συµφώνως πρὸς εν ὀριδμόν Ἱ -- Ι-α διὰ ἀάδε Ε2Ο ὑπάρχει εἷς δετιιιὸς ᾱ- 
ριὐµος π(ε)2Ζο τοιοῦτος, ὥσιε ἡ σχἒσις: 
ἂε (Χ, χο)  Π(ε)”--- αν ({(α)άα.)ε () 
Ἔστω ΥΞ8Β (χοπ (ε))Ξ {χεξ: ας (α.,Χ.) πι (ε) (α). 
μαι γ- σζ (4 ο), ε)- [όωε Ὑϊ αν (ὁ αλ 49) ε] . (8) 


Εστω ἕν χεν ΏΕ συμφώνως πρὀς την σχέσιν (1) τὸ {4 (κ) εν --τ(ν Ώε)ςν 
Εὐικόᾶως διαπιστοῦται τκαί τὸ ἀντιστροφον. 
Ἡ συνεχεια μιᾶς συναρτΏσεως εἶναι μὶαι ἰδιόττι τοπιΊάη,όηλ. ἵνα Ὁ ὁ εἶναι συνεχὴ» εἰς 
ένα σημεῖον χ. πρἶπει μαί ἀρμεῖ ὁ περιορισμός αὐτῆς εἲς μίαν οἱανδώποτε τπεριοχἠν 


τσῦ πο να εἶναι συνεχης. 


Πρότασις ᾗ -Ι-4-. Ἔσιωκαν (κά) (Υά,) 6, Αν)τρες µετριικοί. αῶροι μαί αἱ αννεκεὶ: συναρτήσεις’ 
δι Χ---Ὑ μαι δ: Ὑ-- ᾱ. Ίοτε η {,οὖ,: Χ-- εἶναι µία συνεχής συνάρτησις. 


Ἀπόδειξις: Έστω ποεΧ ιαὶ ἔστω 5729. θἔτομεν ο) -{ (α.). Ὑπαρχει ἕνας ἀριθμος 


π(ε)ὸο τοιοῦτος, ὥστε τι οἱ (ν, ὐ  π -ν ᾱ-(4. (υ) ἐ, (0). 
ἸΕπὶ πᾷξον ὑπάρκχει ἕνας ἀριθμός π΄(ε)20 τοιοῦτος, ὥστε Τι ἄχ,χο) Πε) τν ἄφό, αλ) π. 
Ὅθεν, ἡ ἁ(α,κ.)-«Π(ε) ----» «4, (α)/Φο) η ---- οἱ(4. (4, αλλήι (4.9) 8. 


ε ͵ ε  ὁἃ Π ῃ , . 3 , ο. 
Η τεᾶευταϊα συνεπαγωνΏ ἄποδειμνυει τὴν συνξχειαν της 6,οᾗ, Εις το σημεῖον Χ.. 


4 ' [ [3 ͵ μα , 5 . ὸιε 
Πρότασις Ἱ-(-2 Ἔστω Ε ἓν υποσὐνοᾷον ἕνος μετρικοῦ χώρου Χ υαὶ ἔσιω ὁ: Ε---Ὑ 
εἶναι µία συνάρτησις τοῦ Ε ἔντός τοῦ μετριμοῦ χώρου Υ. Ἔστω αεΕ. Ἡ συνἀάρτπαις ὃ 
-. ῃ α , , Π ͵ ι Π ᾽ , 7 ΄ , - 
εἶναι συνεκὺς εἰς τὸ α, ἐὰν ιαὶ µόνον, ἔὰν, διὰ μάδε αμολουδίαν ζχ.ὴ συµειων τοῦ Ε 
Ίτις αυγιβϊνει πρός τὸ α͵ νὰ Έχωμεν: Εἶτη ὁ(α.) -ὁ (α) 
3 χς. ' 1... ' 
/ : - Π [ ΄ [ -- Ὁ -- - « 
Ἡ ἀποδειξις εἶναι ἀνά λομος μὲ αὐτην τῆς περιπτωσξως τῶν πραρματιμῶν συναρτησεων. . 


Μία αχετιιΏ πρὀτασι5 ἀφορῶσα τὰς συνεχεῖς συναρτΏσεις υαὶ τὰ ἀνοιλτα σύνολα 


εἶναι τπ Ἰάτωδι: 


Πρότασις Ι-[-3. Ἡ {:Ε-- Υ εἶναι συγεχἠς ἐπί τοῦ Ε, ξὰν εαι µόνον ἐὰν, ἡ ἀντίιστρο- 
: .. 


᾿ ῃ - , 3 - ’ - μη 3 . 
φος εἰαών µέσω τῆς / παντός ἀνοιιιτοῦ συνολου τοῦ Ύνα εἶναι ἄνοιατον Αµτον σύνολον του τοῦ Ε. 2 


Πρότασις ἅ-ι- 4. ᾿Ἔστω 6 μετριμὸς χώρος(Ε, ἄ) μαἱ α ἕνα σημεῖον τοῦ Ε. Τότε ᾱ. 

συνάρτπσις χ--- ἅ (α,χ) τοῦ Ε ἐντὸς τῆς Κ εἶναι συνεχτι5. 

Αποδειξις:. Ἔστω χοεξ μαὶ ἓν τυχὸν ε»οΟ. θεωρούμεν ἕν τυχὸν χεξ εὑρισάομενον 

ἔντος ἀνοιιτῆς σφαίρας Ἱμέντραυ χο μαὶ ἀμτῖνος «ε, τὸτε 9ά ἔπκυμεν: | 
ἄ(χ,χ.)ςε. Ὅδεν, |α (α,χ)- ἁ (α, χι) «- α (χ, αχ.) ε.Η τελευταία σχέσις ἀποθεικνὺ- 


εἰ τήν συνεχειαν τῆς συναρτήσεως ἆ (α,χ). 


632. ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΗ ΣΥΜΑΡΤΗΣΙΣ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΗΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ (4: ΕΒ--«Ε). 
»Εστώ Ι ἕνα διάστημα τῆς Έ ιιαἰ ἡ συνᾶρτησις 4: 1 -- Β7, ὁπᾶ. {(4) εξ’, ὅτιου ῥ Φὺ- 
σιιὀς ἀριδμος. 
Λἐψοντεξ ἅτι αὐτη ἡ συνάρτησις εἶναι συνεχὴς εἷς τό στιμεῖον ἰ., ἁατὰ τὸν ὁρισμόν 
Π-]-Ί ἐννοσῦμεν ὅτι: λα άδ- ε»ο ὑπάρχει ἕν π(ε)»Ο τοιοῦτον, ὥστε ἡ σχέ- 
σις εεῖ, |-ἐ, [η (ε) ---» [1 (41)-4 αοΙκε (3) 
Τότε δὁ γράφωμεν : Εἶπα } (48) - { (ε.). 
Λιά μάθε ἐε] ἔχομεν: | 
| } (8) 5 (4,9), δι Οδ, το ὃν 09), ἱ 
ὅπου ἆ.,{,,..., ἐν. εἶναι συναρτήσεις τοῦ 1 ἐντός τῆς Κ ιαβσύμεναι συντεταμικέναι 
συναρτήσεις τῃς 33). 
ἡ ἂννοια, τῆς συνεχεὶας τῆς { εἷς τὸ στιµεῖον {. εἶναι ἡ ἰδία αι δια τὰς τρεῖς ποί- 
τωθοτοῦ Ἐν, 
«Επομένως αἱ σχέσεις (1) αἱ µαθορὶδουσαι τὴν συνέκχειαν τῆς {ᾗ Ισοδυναμοῦν με 
τὰς αἁτωθι σχεσεις: 
1εΙ μαὶ [ὲ- ές πε) ---νοαρ ([4, 6) - ὃν) ἐν τε [1 (1-ὁ, ( 1) τε. ἢ 
χω. 
πα ο ὉὉὉὍϱ”ἳ-ᾱ- πο Ἡ) 
(0) νε ε 


ν : - 1, Π « Π ῃ Π ῃ 
Όδεν, ἔω τῶν ἀνωτερω ὀυναμεδα νὰ ὁιατυπώσωμεν των ἁάτωδι προτασιν: 


͵ νά 3 ῃ νι ' Ἡ . ͵ ει 
Πρότασις Κ-2-Ι. Ἔστω Π συνάρτησις /:[--Ἑ. Η ἵπανη μαὶ ἀναγιμαία συνὸτΏιη ἵνα ἡ 


εἶναι συγεχἠς εἰς τὸ ἐ,εῖ εἶναι αἱ συντεταγμέναι συναρτήσεις4...,8, συτῆσνὰ εἶναι συνεχεῖς 
εἷς τὸ {,ε]. | 


Παράδεινµα: Ἡ συνάρτησις ὁ (4)- (ουνἑ, τπμῖ, {) εἶναι µία συνεχής διανυσµατιαΏ συν- 
άρτησις τῆς πραγματιαῆς μεταθᾶττῃῆς ἕ μὲ τιµάς εἰς τόν κῶρον Β, Αὕτη ὡς γνω- 


µ - - ' “ ο. ο 
στον, παριστᾶ γεωμετριμῶς την ἁυιμᾶ(ἁτ στερεα ἔδιμα. 


93. ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΙΣ ΔΙΑΗΥΝΣΜΑΤΙΚΗΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ (1: ρ3. ϱ) 


1.Ἔσιτω ἡ πραμµατικη συνάρττισις { ὠρισμενη εἰς ἕν ὑποσύνολον Ε τοῦ όιανυσµατι- 
- ' . 4 4 Π . η τι 
απσῦ πώρου ἙἘ (: Ε -κΕ). ἝἜπομενως διά μάθε χ- (Χω ας, ο αλ εΕ δἀ ἔχωμεν: 
ας ο εκ. 
“Ἡ ἔννοια τῆς συνεχείας διά τὰς τρεῖς ἱσοφυνάμους ποίτηθς τάς ὁρισθείσας Ἔπί τοῦ τἳ με- 
4 ῃ ᾿ { ν ῃ : 4 4 
ταφξρεται μαῖ εἰς αὐτὴν τὴν περίπτωσιν ὧ5 ἀαμολούθως: 
Π ῃ ῳ τν 4 α | , , - Γ] . 3 ς 
θά Δεγωμεν οτι ἡ συναρτησις καὶ εἶναι συνεχής εἰς το σημεῖον αο5 (οὐ, χε»... ας), ματὰ τον 9- 
[ --. ' ἤ Π ͵ 
Ρισµον Ἱ-Ι-Ί, τοτε µαι µόνον τοτε ἂν: 


, . -- ΄ ' ώς ς ͵ 
Διά ιάθε ε2Ο ὑπάρχπ ἕν η (ε) 20 τοιοῦτον, ὥστε ὅια πᾶν χΞ(α,,χι,--., αι) ἡ οκχέσις: 


{α-αση (ε) ----» | (αν χε, χι) (ας, Χςν.- Χς) | κε 
πι ὅπερ Ἰσοδυνάμως: Αἱ σχεσεις: ' 
χο] σπζε),|χς αι |-π(ε)... κας | π(ε) 


σνιεπάνονται τῶν: ᾿ 
δαν ανι.., κ) -Σ(α.λας,. ... χι) |-« δ. 


Τότε δὰ γραφωµεν! 


ἐἰπιΤ (αρχ... χς) 5 4 ες, ελλ Χς). 
ο πμ 


Ἀποδειινύεται εὐικόῆως ὅπως μαί εἰς τὰς πραγματιμὰς συναρτήσεις μιᾶς πραγµατὶ- 
- ο Μ ' ' 

μῆς μεταθήπτᾶς, ὅτι: 
Ἐάν α-(χμχο,... χι) εξς Β] καὶ αἱ συναρτήσεις 4 (α) υαὶ 4(κ) εἶναι συνεχεῖς διά αάδε 


χεξ, τότε μαὶ αἱ συναρτησεις: 


α) σα) 4 (1) εἶναι σύνεχης ἐπὶ τοῦ Ε 
ϐ) {αλ (α) / ΄ ” . 
δε] ) ι . Π 
υ) σα ΄ 9 ” }ν Ε δια µαδε - με 4 00 0. 


ο Ἄς ἐξειάσωμεν τὴν περιπτωσιν τῶς συνεχεἰας πραχματιαῆς συναρτἠσεως 6ὺο 
μεταθᾶητῶν ἦτοι τῆς ἆ-δ(α,υ). Συμφώνως πρὸς τὸν τεθεντα ἀνωτερω ὀρισμόν 
τῆς συνεχεὶας αὕτρ Ὀὰ εἶναι συνεχής εἰς ιο σημεῖον (Σ,ῃ) τοῦ χωρὶου 2 τοῦ 
Χυ- Επιπέδου ἔὰν διὰ μάὸε εξ» ο ὑπάρχη ἕνας θετιμός ἀριὸμος δ(Ε) τοιοῦ- 
τος ὥστε δὲ ὃλα τὰ (κ, ν) που πλΑπροῦν τὴν ανισότητα (κ-ξ)ν (υ-η) ς ὃ να. 
ξχωμεν: 
| έν) (ερ ε 6), 

υ ἂν ωταρω ορισμός τροποποιεῖται ὡς ἀμολούδως: 

Ἡ {αι ν) (δὰ εἶναι συνεχἠς εἰς τὸ ο) εάν πἀπροῦται π ὄχεσις 
[ή (ΕεΙννα ιν κ) -ᾱ(ἔη) σε (1) 


5 ω 
ὁι οἡας τὰς τιµας τῶν (η, κ) τοιαυτας ὥστε η εκ. ὃ καὶ τῶν σημείων (δή, η Κ) 


ἀνημοντων Έντος τοῦ 2. / 
Ὁμοιως « ο ἄνωτερω ορισμός Φύναται νὰ ἔχηι μαὶ την Ἰσοφύναμον Δατύπώσν: Ἡ οι 
θὰ εἴναισυνεχης εἰς τὸ σωμεῖον (Εη) εὧν διὰ Ἱιάθε Ε»Ο ὑπάρχη ἕνας Όετιιός ἀριδμος 
ὃ, (ε) τοιοῦτος ὥστε νὰ ἔχώμεν: Ι6 (ΕνΠππεκ)- {(Εη)]ςε (3) 
δἰ ὅλα τὰ η μαι Κ τοιαῦτα ὥστε: [η] δι(ε),| κ] -- δ, (ε). 
Ι Μεριαπ συνέχεια. 
'Ἔστω ἡ ὀἀνωτέρω ὁρισθεῖσα συνάρτησις { (Χ,,χΧ.,...,Χ4). θὰ Δενωμεν ὅτι αὗτω ἕἶναι µερι- 
μῶς συνεχΏς ὡς πρὀ» την μεταθλητήν χ. εἰς τὸ σημεῖον. (Χη,χὰ,.-ι ᾱλ.. κ), ξάν όιά αάδε 
ε»ο ὑπαρχπ ἕν η{ε)20 τοιοῦτον, ὥστε ἡ σχὲσις: 

αχ, πο. μες χι) σαρας,. ο χι λης . 

Μία συνάρτησις μεριιῶς συνεχἠς ὡς πρὸς ἑάστην τῶν μεταθᾶτιτῶν δεν εἶναι ματ ἀνὰν- 
Ἄς περιορισδώμεν, χὰριν ἀπᾶότπτος, εἰς την συνάρτησιν ὁ (α,ν) ὡρισμέντν ἔπὶ τοῦ 
Εςβ' υαὶ ἴσιω τὸ σημεῖον ΜΞ(α,θ)εξ. Εἰσ τὸ σημεῖον τοῦτο αὗττ Θὰ εἶναι μερικώς σο- 
νεχής ὡς πρὀ» τὰς μεταθὰητᾶς κα, ἐάν αἱ συναρτῆσεις ὁ(α,ϐ) μαὶ  (α,Ν) εἶναι συνε- 

χεῖς ὡς προς χ μαὶ } ἀντιστοίχως. 
Ας Δάθωμεν ὡς παράδειγµα την συνἀρτησιν: 


"αν 2 1. ων 
ση εαν κά ΟΠυΦΟ 
Ισν)5 - 


ϱ, ἐάν αξ-υ-ο 


Ἡ σαυνάρτπσιν ἆ (α,0)-0 ὧς σταδερὰ συνάρτησις μαὶ διά χ-ο εἶναι συνεχής. 

Ὁμοίως ἡ 4 (οΝ)50 ὡς σταθερὰ συνάρτησις μαί δια ᾧΞο εἶναι συνεχής. 

Ὥστε ἡ ὁοδεῖσα συνάρτησις εἶναι μεριικώς συνεχΏς ὡς πρός ἑαάστην τῶν μεταθᾶτητῶν 

:.Εἷς τὸ στμεῖον (0,0). 

Ὑμόπ δά Εξετάσωμεν ἐὰν αύτη εἶναι συνεχής εἰς τὸ σημεῖον (9,0). 

Πρός τούτοις ἀρμεῖ διὰ αάδε ε7} Ο νὰ ὑπάρχη ἕν π(ε)Σ2Ο τοιοῦτον, ὥστε δια μάθε (αν) | 
τό ὁποῖον πὰπροϊ τας σχέσεις: |Χ| «π(Ε), |υ]|-«η(ε) νὰσυνεπάτεται |ό(χιν)- Γ(ορ)ς ε. 

Π |χ/ππ(Έ)) ή] κη(ε)-Ιόσιφ/κε. 

Δια κ-ν αριεῖ ᾗ ἱχ]--]υ]-« Π(ε) να συνεπαχεται [ὁ (αχ, «)]«ξ.. 

λὰδα αι χ)ὶΞ 3 | 

Ὥστε ἡ τεβευταὶα σχῖσις, ὁπλ.-; -«Ε, δεν πἀπροῦται πάντοτε. Ἆρα πι { (αυ) δεν εἶναι συ- 
νεχὴἠς εἰς τὸ (0,0). 

Τὸ ὀνωτέρω παράδειγµα ἄποδειανυει ἐπὶ πᾶξον ὅτι, δὲν ὀυνάμεδα. να μεβετήσωμεν “Ὡς 
ἀπροσδιορίστους µορφὰς, μὲ συναρτήσεις πολδῶν μεταθλητῶν, ὅπως μὲ συναρτήσεις 
μιᾶς μεταθᾶητῆς, τλαῦ ὅτι τὸ ὁριον μιᾶς τοιαύτως ἀπροσδιορίστου μορφῶς δύναται νὰ 
ἐξαρτᾶται ἔι τοῦ τρόπσω ααὸ ὂν τεὶνει τὸ µεταθδητὀν σωμεῖον Μ πρὸς τὸ σηιεῖον | 


ω - ν « - [ο 3 - Π . ' . 
εἲς ὅ μεΔετῶμεν τὴν συνἀρτωσιν, τῆς ἁποστάσεως αὐτῶν τεινουσης πρὸς το μηδεν. 


ξ4. ΠΕΡΙ ΤΟΥ ΟΡΙΟΥ ΚΑΙ ΤΗΣ ΣΥΝΜΕΧΕΙΑΣ ΤΗΣ ΣΥΜΑΡΤΗΣΕΩΣ (α,/)---ά (αν) 

Τῶν περίπτωσιν τοῦ ὁρίου τὴς συναρτήσεως δύο μεταθᾶλπτῶν ιαρίνομεν σιόπιµον νά 
µελετύσωμεν Εωτενέστερον. 

Εὰν τὸ σημεῖον Μ (Χ,ν) τείνη πρός τὸ σημεῖον Μο (κχ.,Ν,) ἡ συνάρτωσις ὁ (χι) δύνα- 
ται νὰ τείνη πρὸς ἕνα ὅριον, τὸ ὁποῖον ξξαρτᾶται οὐσιωδῶς ἔι τοῦ ὀρόμου τὸνὁποῖον 
᾿ἀμολουθεῖ τὸ σημεῖον Μ (Σα, Ψ), ἤ να μὴν τείνη πρὸ» οὖδεν ὁριον. 
πχ. α) Εάν τὸ Μ (ΧΜ) ἀμοᾶουθηι ἕν εὐδύγραμμον τμΏμα ποᾶιμτις γωνίας θ.,τὸ ὅριον 

ἐξαρτᾶται ἓν νενει͵ἐωμ τῆς ποδια Ώς γωνίας θΘο. 
ϐ) Ἐὰν τὸ Μ (Χ)) ἀμολουδῆ μίαν ααμπὺᾶτν ἔχουσα εἰς τὸ σημεῖον Μο (χο,Μ,) μίαν 
᾿φαττομένην πολιαῆς γωνίας Θ, τὸ ὅρισν εξαρτᾶται ἓν γενει ει τὰς Θ,. 


}) Τελος ξὰν το Μ(α) διαγρἀφτι μίαν σπεῖραν ἔχουσα τὸ Με(χ.,Μ,) ὧς ἓν ἀσύμπτωτον ση- 
μεῖον, τότε δυνατὸν νὰ µήν ὑπάρπει ὁριον. 


2Εὰν τό ὅριον πρόὀς τὸ ὁποῖον τείνει ἡ 4 (ιν) εἶναι ἀνεξάρτητον τοῦ ὀρόμου τὸν ὁ- 
ποῖον ἀμοβουδεῖ τό στιμεῖον Μ (χ,ὴ) τεῖνον πρὀς τὸ Μο (Χ., Ψ,), τότε δά Δέψωμεν ὅτι ὑπας- 
χει τὸ ὁριον τής {(ὰ,ὐ) τοῦ (αν) --- αμ. | 

Τό προθᾶτμα τὼς εὑρέσεως τοῦ ὁρίου μιᾶς συναρτήσεως όύο μεταθᾶηπτῶν δὲν εἶναι 
μαί τόσο ἁπᾷό. Τὁ νὰ διατιστὠσωµεν ὅτι µία συνἀρτησις δὲν ἔχει ὅριον ἀντιμετωπὶ- 
Ὄδεται σχετιιῶς εὐωοήα. Η ὀυσυολία ἔγωειται ἐὰν ἡ συνάρτησις ἔχη ὁριον νὰ εὑρώ- 


μεν τοῦτο. 
Πρός τὸν σµοπον αὐτόν ἂναφερομεν Φιαφόρους μεθόδους, αἴτινες εἶναι ἰσοδύναμοι: 


1. Διὰ στοιχειώδεις συναρτήσεις τὸ πιδανον ὅριον μιᾶς συναρτήὠσεως, ἐὰν δεν μᾶς ὀίΦεται, 
τὸ προσόάιορίδοµεν μὲ µίαν αατάλληλον ἀκολουθίαν, 
Ἰά αἁτώδι παραδείψµατα δὰ μᾶς δείξουν περίπου την µὲθοφον, τὸν ὁτοίαν δὰ ἆνο- 


Λουδῶμεν πρός εὕρεσιν τοῦ ὁρίου. 


Παράόεινµα. Ι8/. Ἔστω η συνάρτησις΄ 
| αημς , ἐὰν υ-ξ0 
:αν)- μα, 
» εαν υΞ0ο 
Νά εὑρεδη τὸ θἰπλά (χ,ν). 
(ὰν)-ε (90) 

Λὺσις: Διά την εὗρεσιν τοῦ πιθανοῦ ὁρίου θεὠροῦμεν τὴν ἀμολουδίαν: 
εν μη η) τοῦ τι]ο. Αντιιαδιστῶντες εἰς τὴν ὁοθεῖσαν συναρτησιν μαὶ ἄαμθα- 
νοντες τὰ ὅρια τοῦ τ]οο Έχομεν: 


Εἶτι ὁ (ος ππ)Ξ ἐίτω τα αμ πη- θἰπη(ς η] ο-αο 


ππνο 


µ.. , ᾽ , , - , : : 
09εν Ἰὁ πιθανὸν ὅριον τῆς συναρτήσεως εἶναι τὸ µηδεν. 
Ἵνα Δοιπὸν τό. Ο εἶναι τὸ ὅριον τῆς ὁ (α,η) τοῦ (χ,) --- (0,0) ἀριεῖ διά ἁπαδε ε}2οΟ να 


ὑπάρχω ἓν ὁ(ε) 20 τοιοῦτον, ὥστε νὰ ἔχωμεν τήν πἀτωδι συνεπαχωρτν. 


ἰχ-ο]|-|χ|ς δ(ε) μαὶ [ὴ-ο[5{υ| «ὁ(ε) --:» πημτ]ςε η 


ς , 1 ε 
αι |χ| «ὁ(ε) καὶ || « ὁ(ε) --- μη] τοι. 


θέετοντες ὁ(ε)κε, ἀρμεῖ αἱ |χ]/κε μαὶ [η «ε νὰ συνεπάχωνται ττιν 
Γ ς μα Ι ᾽ , 
ἱημς .- τ Ξ 4 το οποῖον ισχύει. παντοτε, 


Ἄρα με {(α,η)Ξ0. Προφανώς ἡ ἆ (α,ν) εἶναι ἀαὶ συνεχώς εἰς τὸ σημεῖων (090). 


29/ Δίδεται ἡ συνάρτησις. 


ο. -ψῖ), εαν (χ,9).58 (99) 


τρ .. 
αυ) Ν 
ο .” (αιν)Ξ (90) 


Να εὑρεθή, εὰν ασ, τὸ ζἰππ 4 {α, υ) υαὶ νὰ Εξετασδή ἡ συνέχεια ταύτης εἰς τό ση- 


κ) -ν(οϱ) 
μεῖον (0,0). 
Λύσι5: θέτοντες χΞ--- υαὶ νεα η φοθεῖσα συνάρτησις γράφεται μετὰ τὰς πράξεις: 
[ 
{(:. ο ο ας πο ο οὃ 
φνπει)Ξ ησν (ηλ): πίπτῃ π(πν) Ἱποτα . 


Τό πιθανὸν Δοιπὸν ὅριον τῆς {(χ,ν) τοῦ (χι) --ν (οι). εἶναι τὸ 0. 


Εἶναι δὲ Εν (αἲ ψ’)-ο [51 ψ|:] σσ λα. ἱχψκε, ἀρυεῖ |χ|Ξ|χ-οι«ὅςνε μαὶ 
ἱψ].]ψτοἱ «ὅσνε. | 
Ὃθεν Ἡ (1) -- 0 τοῦ (αν) --(90). Εἶναι φανερὸν τώρα ὅτι Ἡ ὁ (ιν) εἶναι συ- 


νεχης εἰς το σημεῖον (00). - 
| 


/ 


Π. Το πιθανον ὅριον τῆς ὁ 6,ν), τοῦ (αι) ----(Χο Νο), ὀυνάμεδα νά ῥὑποβσνίσωμεν συχνα ιαί” 
µε των 6οῄθειαν τῶν ποᾶιιῶν συντετανμµὲνων; : 
Πρός τούτοις θέτομεν Χ--«ο[ρσυνθ, Ψ:ὺ. 5 ρημθ. Ἰοῦ (ὰ,9)) ---- (Χο) ρ---0. μαὶ το 
θ ὀύναται νἁ µεταθαλλεται αὸ οἱονδωποτε τρόπον. Δύναται δὲ τὸ θ---- «οο. 
᾿Εατελοῦντες τὸν µετασχτιµατισµον εἰς την { (α,μ) ἀαμθάνομεν, 
{(α)-2 (αοςρσυνθ, ήν ϱηµθ)- ΕΣ {(ρ.θ). 

Εὰν το ζπισ(ρ,ϱ)5 ὑπάρκπ ααὶ εἶναι ἀνεξάρτητον τοῦ ϐ, τότε τὸ πιθανόν ὁρίον τὶς 
{αιν), τοῦ (αν) --- (Χο, ἡς), εἶναι τὸ 6- Ἐν συνεχεία δα Ἐργασδώμεν ὅπως εἷς τὰ προανα- 
φερθέντα παραδείγματα. Τονὶσοµεν ἰδιαιτέρως- ὅπως Ἐξ ἄλλου δὰ φανΏ ιιαὶ ἀτό ἕνα 
παράδειγµα --  Όπαρξις τοῦ ὁρίου τῆς Γ (ϱ8) τοῦ ϱ---θ- μαὶ ἡ ἀνεξαρτησία αὖ- 


τοῦ ἔωμ τοῦ 6 δὲν μᾶς Εξασφαᾶίδει τὴν ὑπαρξιν τοῦ ὁρίου τῆς ὁ (Χιν) τοῦ (ὰ9)---ν (ΧεΝο. 


ο ͵ ͵ . .-. Π -- ͵ - ῃ ͵ 
Εἰς ην περιπτωσιν τό (η Ε(ρ,θ) δὲν ὑπάρχει Π δὲν εἶναι ἀνεξάρτητον τοῦ Θ, τότε μαι 
. | 


ἡ {(χ,ν) δὲν ἔχει ὅριον τοῦ (Χ,τ)) ----- (Χο ἡν). 


Παράδειυµα {3 µΝά εὑρεθδΏ τὸ θίτι σον. 


(κ) (ος) 


Λύσυ5. θέτοµεν π-ρσυνθ, /-ρημθ ιιαὶ ἡ δοθεῖσα παραστασις γίνεται: 


θίπ -Αμίρ'Ὢμθσυνθ) . ῥίγῃ πμ (ξ πμ.θ). ιο, 4 πμηθ 
βον ρς Ρον ξτημιϐ) 2 


Τό ὁριον δὲν εἶναι ἀνεξάρτητον τῆς (ποβιιἠς) γωνίας θ, συνεπώς τὸ δωτουμενον οριον 


δὲν ὑπάρχει. 


38/ Ἔστω ἡ συνάρτησις ᾗ με πεόίον ὁρισμοῦ τὸ Ε΄ [(9ο)) ὁιδομενω ὑπό τοῦ τύπου: 
. 1χ. ν 
μμ.” ν.. ππσιστ 
(αν) ΧΣ υ. Θ 
᾿Ἐξετάσατε ἐὰν ὑπάρχπ τὸ ἐἴπω 3 (κιν). 
αιῷ» (99) 
Λὺσις:. θετοντες «-ρουνθ, ἡΞρημθ ἡ ἀνωτέρω συνἀρτποἰς Υράφετα:: 


ον 
{(1)-ὁ (ρουνθ,ρηµθ)- 392 ο” --νθτοῦ ρ----08. 


Εντεῦδεν ἡ } (α,ν) τείνει πρὸς τὸ 0, ὅταν τὸ (χ,ι)) ---(οιο) ἐπὶ ἑαάστης εὐθείας Φιεραό- 
µένης διὰ τὴς ἀρχῆς. 

Εξ ἆβλου Εὰν τὸ σημεῖον Μ(κιή) μαινεῖται Επἰ τῆς περιφερείας Γ με ξξίσωσιν αν -2κ 
(ἥτι διέρχεται διὰ τῆς ἀρχἢς), τοτε ὁ (αι) τς διὰ αάθε (χι) ε[--[(οο)] . 


Ἐξ αὐτοῦ ἔπεται ὅτι ἡ ) (χ,ν) δὲν ἔχει ὅριον τοῦ (χ1))--- (0,0). 


Π. Διά την εὗρεσιν τοῦ πιδανοῦ ὁριου ποᾶλἁμις δυνἀάµεθΌα νὰ Ὀεωρήησωμεν την ἀμοδουδί- 
αν (ας, λας), 239 Ό μὲ χι-»Ο διά Ὥ---ω ιαὶ ξάν τὁ Εἶπῃ Σ(α.,λας) ᾿ὑπάρχπ μαὶ εἶναι ᾱ- 

νεξαρτητον τοῦ ἀ, τοῦτο Οά εἶναι τὸ πιδανὸν ὁριον τῶς {(α,ν) τοῦ (αν) ---(0,9λ. Ἐν ἔναν- 
τία περιπτώσει Εάν τὸ ὅριον τὴς α- ας) ἐξαρτᾶται Έα τοῦ ἂ, τότε τὸ ὅριον τῆς δ(α,ν) - 
ὁξν υπάρχει. 


Παραδειρµα: νάἁ εξετασθή ἐὰν ὑπάρχη τὸ ἀἶπι «ΤΗ Μ} 


μις. 
αΜι-ο(ιο) Χ. 3 


Λύσις. θεωροῦμεν τὴν ἀμολουδιαν (Χ.,λχι), 140 μὲ χι-»Ό τοῦ τ]οο. Ἱότε 


ααὶ (ας, ἂπκ) ---ν (90) τοῦ τπ]οο. θά ἔχωμεν: 


θίπῃι ΠΜ(ανλχκ) ῥίγ ΜΜΑ). εἰ πμ) Ά α- αν αι ᾿ µ 
μάςτΕ στα τι εἶπη ον ηα ασντ ηππσο πετ πντ τοι το θριον Εξαρτᾶ 


ται ἔιι τοῦ λ. 
4 Φ’ - « Π . ς ῃ 
Ἄρα το ὁριον της ὁοθείσης συναριησεως δὲν ὑπάρπει. 


65. ΕΠΑΛΛΗΛΑ ΟΡΙΑΤΗΣ (Χ,9)---{ (χι). 


Ἔστω ἡ συνάρτησις {(α,ν). Καλοῦμεν ἐπάδῆηῆβα ὅρια ταύτης τα ἐἶτη (έἶτα { σαν) 
μαὶ κ] αμ] δ(α,ν)). Ἰαῦτα δὲν εἶναι ματ ανἀάνικην ἴσα. 
μ λος τῶν ἀνωτέρω) ὁρίων Φὲν συνεπάγεται τιάντοτε τῶν ὑπαρξιν τοῦ πι (ανν). 
Ἡ διαφορετιιῶ»: Ἐὰν τὰ ἐπάλληᾶα ὅρια ξίπι (ζἰσρ 1 (19) αι ἐίπη (ζἴπι 4{χ,υ) εἶναι ἴσα 
τότε Π µοινΏ τιμή των εἶναι τὸ πιδανον ὅριον τῆς {(αν) τοῦ (α,9) --- (Χο, Ἠ,). 


θά ἔχωμεν : 


Παρά δεινµα: Ἔστω ἡ συνάρτησις (αυ) - τν 
ϕ ἴτῃ (εἶπι τν)” έἰπι (051. 


χο 


τα πε ξίπη (-ὐ--τι 


ἔίπι {εἶπι -ᾱ- 


η-νο χο ΧΑ Ἡ 


Ὅδεν τὰ ἐπάλληλα ὅρια δὲν εἶναι ἴσα μαὶ ματα συνεπειαν το Εἶτα (χι) δὲν ὁ υπαρχει. / 
ΕΧ9) -ν(ο 9) 


Πα αρατηρητσις: ἛἘν τῆς ὑπάρξεως τοῦ εσ ὃν) ὁξν συνεπάχεται παντοτε Ἡ ὑπαρξις ] 
-φ Χο να ΄ 
Ἡ 


τῶν Επαβλτιβώων ὁρίων. 


Παράδειμµα: Ἔστω ἡ ουνἀρτηπσις: 
χ.ημ--, ξὰν 040 


ον) Ξ ” 
0 ; ἔαν ὐΞξ0 
Ἀπεδείχὃη (6λ.παράδειµµα {9 54) ὅτι, τν 4 ον)” ο. 


Παρατηροῦμεν ὅτι θὗπῃ {(αιν)-.0 ααὶ ὅτι τό { Εἶτη ὁ (κ, Ἡ) δὲν ὑπάρχει. 


Πράγματι Δαμθάνοντες τὰς Δμολουδίας στη υαὶ ν. 5 πππωτς- θά Έχωμεν: 


ζὗῃ ψία, 6) ζἶπι (αηµπα)το  παὶ 


Εἶτη { (αι ὐ) 5 ἐἶπι (ατιμ(επν Ἕλ)τ α. 


Ὅδεν τὸ θίτα (Επι 5 (ὰ, ν)) ὑπάρχει, ἐνώ τὸ Εἶτη (6πη {(α,ν)) δὲν ὑπάρχει 
με νο 3 αν ο 


66. ΔΙΑΗΥΣΜΑΤΙΚΗ ΣΥΝΑΡΊΗΣΙΣ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΗΣ ΜΕΊΙΑΒΛΗΤΗΣ 4: Εἰ ---- Βὖ. 


. . 4 4. ο. ] 5 µ - 4 ω . 
στι) ἡ όιανυσµατιιΏ συνάρτποις  ὡρισμένη εἰς ἐν ὑποσυνοᾶον τοῦ δ με τιµας 


Εντός τοῦ διανυαματιιοῦ χώρου Εἰ. 
Ἔστω διὰ υάδε απ (αρα... η) εξ τὸ σημεῖον ξ(ανκχ.,...Χκ) ἔχει συτεταγμὲνας 
(1, (Χι Ἅνοιας), δι (αμ ἄν Χφλνι ος, ὃν αμανιιις )), ὅπου αἱ ὁ,,ὁ.,... όν ναι πραγµατιμαί 


συναρτῶσεις καλουμεναι συντεταρµέναι συναρτήσεις τῇ δίαιαι,..., χα) - 


᾽ , μα ε ε ῃ , ῃ 
Εὐινόδως διαπιστοῦται ὅτι: ἵνα ἡ συνἁρτησις εἶναι συνεχτις συμφώνως πρὀς 


ος ' ; : . . ; 
τον Όρισμον Π-12-1, πρέπει ααὶ ἀρμεῖ αἱ πραῤματιιαί συναρτΏσεις ὁ, (αμ χι,..., αφ), 


4  ἄμαωι ιο, χφ), ., ὃν (πι χω.- μας) νὰ ναι συνεχεῖς. 


Σπουδαῖα Παρατήρησις: Ἐπέιδὴ το µιµαδιωον επἰπεδον 4, «ταυτίδεται » πρὸς τὸν 
χῶρον Εν ἀνωτέρω ουμπερᾶσματα ἐφαρμόδονται εἰς μιμαδιμὰς συναρτήσεις μιᾶς 
μιραδιωΠς5 μεταθάττης, 

Παράδειγμα: Ἡ συνάρτησις (αυ) --- (ιν. ία -υ’ ) µε πεδίον ὁριαμοῦ τὸν δίσαον 
{0 ὐψεξ ταν 1] εἶναι µία διανυοµατιαΏ συνάρττισις ὁύο μεταθὰητῶν τοῦ κώ- 


1 Γ - , 
ρου Β Εντόδ τοῦ χώρου [κ 


Πράξεις μὲ διανυσματιιιὰς συναρτΏσεις. 


Ἐστώσαν αἳ διανυσμµατιιαί συναρττισειΣ ἆ,σ ὠρισμέναι ἔπι τοῦ Ες 8 μὲ τιμάς 
ὃν Κ. Ἔστω δε {- {δμό,,.. δν) μαὶ ᾳ-ἵαμφ....., 4] αἱ συντεταγµέναι συναρτΏσεις 
αὐτῶν. 

Ὀρίδομεν : 

πα ο... 
υαὶ λα {δλδ λ4κλ. 
Συμφώνως προς τοὺς ἀνωτέρω ὁρισμούς, διὰ μάθε χςξς Ν' δὰ ἔκωμεν- 
(να) (κ) - {(414)) (α), (άν νι) 1), ..., (9) ()} 
{ να) τα, (α), δι) 4.0)... ἐν ω» 4,)] 
{ὁν 60), ἀν ο) ὃν 6} 19), 4 ο).ϕ ο] 
1α)ν (1) 


ή 


Ὁμοίως: (λ.}) (9) λ-  ζα). 


Ευαόλως διαπιστουται ὅτι: τὸ σύνοᾶον τῶν ἀνωτέερω ὁιανυσματιικών συναρτησεων 
τῷς διανυσματικῆς µεταθᾶητης αποτοᾶεῖ ἕναν δυαν υοματιιὸν αῶρον. 


Ὁμοιως Ορἱδοµεν ὡς γινόµενον τῶς όιαγυσματιμΏ5 συναρτΏσεως ὁ ἐπί µίαν πρανµα- 
ταν συνάρτΏωσιν φ, ἀμφοτέρων ὡρισμενων επὶ τοῦ Ἔς κ) ὡς ἀμοδούθχως: 
4 -φ-{ὁ φ όν φ--ιόρ 4] 
Προφανώς Ἐχομεν: (49) α)- ὁ. ϕ (1). 


Παρατηρησις: Ἐάν ἄ»{, τοτε ἔχομεν τὴν ὀιανυσµατπατν συνάρτησιν ’ 1ο ξΕ ---Ἡ) μαὶ 
ἔχομεν πᾶλιν τοὺς Ἐν 532, ὁρισμούς μαὶ συμπεράσματα. 
ἤροτασις Κ-- 0-4, Ἔστωσαν ὅ,ᾳ διανυαματιωαὶ συναρτησεις ὡρισμᾶναι Ἐπί τοῦ 
ΕςΡ᾽ μὲ τιµάς ἓν Β.. Εάν διά μάθε χκεξ αἱ ὁ, 4 εἶναι συνεχεῖς, τότε μαὶ αἱ συναρτη- 
σεις 434 υαὶ λ.ᾷ α εἶναι αννεχεῖς, | 

Ἡ ἀπόδειξις εἶναι ἀναβοφος µε την περἰπτωσιν τῶν πραρματιιαῶν συναρτησεὼν 
Διανυσματιωτι Έλφρασις μιᾶς Φιανυσματιιῶς συναρτησεώς, 

Ἂς περιορισθῶμεν εἷς την διανυσµατιαΏν αυνάρτηωσιν ὁ ὡρισμεντνείς ἕν ὑπο- 
σύνολον Ε τοῦ Κ᾽ µε τιμὰς ἐντὸς τοῦ Κ 
Ἔστωσαν Χ (α͵ν,1), Ὑίαιυ 3), ἆ (αι) αἱ συντεταγµέναι συναρτῆσεις τῆς ὁ. Εἶ5 
μαθεσημεῖον Μ (α,ὴ,3) τοῦ Ε ἀντιστοιχεῖ πὸ σωμεῖον : 

4 αφ 1)Ξ{Χ (αι), αι, ἔ αι2)} τοῦ Ἡ.. 

ἘἜσιω (1,1, κ) µία τυχοῦσα θὰσις τοῦ δ΄ ἀρχὴς Ο. Τό διάνυσμα ΟΜ{ὰ,Ἡ, ϱ)-Ἑ ιαδεῖ- 
ται ὄιάνυσμα θέσεως τοῦ σημείου Μ{α,ν, 1). 

Δυνὰμεθδα ἀοιπόν των ἀνωτερω ουνάρτησιν ᾗ νὰ την γράφωμεν οὕτω : 

{(0) - Τχαυρι ] Υαυ)ν ταν, 2). (1) 

Ἡ συνάρτποις ᾗ (Ἐ) ὡρισμένῃ ἐπὶ τοῦ Εξ ἂξγομεν ὅτι εἶναι ἕνα Φιανυσματιιμον πε: 
δίον ἔπί τοῦ Ε. . 

Εἰς τὴν περιπτωσιν τῆς διανυσματιικῆς συναρτησεως ὁ: ]--- Κ», ὅπου 1ςΚ διά μάθε 
εεΙ καὶ Ἡ (8) ἔχει συντεταγµενας συναρτῆσεις Χ (9), 146), (9, ἡ (1) γράφεται: 

«ὐ-τκωντιως τε. , .ἑἹ 


87 ΟΜΑΛΗ ΣΥΗΕΧΕΙΑ ΔΙΑΗΥΣΜΑΤΙΚΩΗ ΣΥΗΑΡΤΗΣΕΩΗ 


. , ι [ ς ͵ --. ωἳ , 
Ἔστω Ὦ διανυσµατιιπ συναρτησις ἡὶ ὡρισμεντι εἰς ἔν Ὁποσύνολον Α τοῦ Κ μὲ τι- 
Π 3 ᾿ - - , Ῥ Π η" , Ν - - » . 
μάς εντος τοῦ διανυσματικοῦ χώρου Ε. Θα ἆερωμεν οτι ἡ ὁ ἑἶναι ὁμκα/λῶς συνεχής ἐπὶ 


ων ͵ ; ' : ῃ 2, 
τοῦ Α, τοτε ναι µονον τοτε, ἂν: 
Π Π 5 ι { . μα - ο 
Διὰ υἀάθε ε»Ο υπάρχτι ἓν τ(ε) (ἐξαρτωμενον µόνον ἔμ τοῦ ϱ) τοισῦτον ὥστε: 


σα, χάεΑ µε [ουκ κ η(ε) --ν[ό ο 4 (6) | κε κ) 


- , οί φὲ ς ” ς ι 5 ῥ - ᾿ ἤ φ 
Είναι φανερον ὅτι ἂν ἡ ᾗ εἶναι ομαδῶς συνεχτι» εΕπὶ τοῦ Α, εἶναι μαι συνεχΏς ἐπ) 
αὐτοῦ. | 
, ͵ Ὀ -- Ἡ ι 
το ἀντίστροφον Όμως δὲν εἶναι ἀαδποξς. 
Ὃν - δ 1. ς - 2 { 1 , .. . 
Εα τοῦ ἀνωτερω ορισμοῦ (ι) εὐιοῆως ἀποφειμνυεται π ματωδι: 


Προτασις ἵ --7-Ι. Ἡ συναριΏσις {Εξ ---δ- ἔἶναι ὁμαλὼς συνεχής ἓν Ας ξ' τότε, 


, , , η ς . αρ . , - 
μαὶ µονον τοτε, ἂν εµαστπ τῶν συντεταχµενων συναρτησεων δι, ἆνν.ι όν Εΐναι όμα- 


λῶς συνεχής ἓν Α. 
Ἀποδειξις: Ἔστω ὅτι ἡ ὁ εἶναι οµαλῶς συνεχής ἓν Α, τότε 
Ψε»ο Ἀπί(ε)ογακκεΑμµε | αι] κη (ε) --- 0-10] κε 


. ο 1 2” Π ͵ 
τοτε ομως Όα ἰσχυπ και : 
πε 511... Ῥ 


Ψελο Ἀπίε)2ο: Υα,χ εΑ μέ [αχ πι ϐ) ---διαἲ-δις) 


ἀρααἳ ᾖι, ἱ--{,1,... Ῥ εἶναι ὁμαθῶς συνεχεῖς. 


Ἀντιστροφως: Ἔστω ὅτι Υἱ-11....Ρ ἡ ὃι (α) εἶναι ὁμαβῶς συνεχης ἓν ᾱ, τότε: 
Ύε703π(ε)Σ0: ὕχ,χεΑμε [α-α']ςτ(ε)”---»|δια)-α ση « ση 


Τότε ὅμως εἶναι: 
, 5 , ανα Ἀ εἲ αι {1 : , ΄ 
ή) )|- (Σ.Ηιαρια»)) «(ρ) κε, γα ελ μέ ῄ/-π[- π(θ). 


"λρα η { εἶναι ὁμαδῶς συνεχής εν Α. 
Δια διανυσματιιιάς ουναρτΏσεις τὸ θεώρημα Ι-1-!,Ἰομος Α σελ.339,διατυποῦται ὡς ἑξῶς 


θεώρημα ᾖἩἹ -ᾱ-ι πᾶσα συνάρτησις /: Β]--- δν συνεχῆς εἰς ἕν ὄυμπαρες ὑποσύνοᾶον Κ 


. 4 ας - µ . 39 ’ - 
του 4 εἶναι 1ιοι ομαδώς συνεχΏς ΕΠ αυτου. 


1, 


5. 


5. 


Συμπᾶπρώματα μαὶ ἀσωησεις: 


ο 1 ! ταν - ν 
Εύρατε τὸ πεδἰον ὁρισμοῦ τῶν αάτωδι συκαρτήσεων: 


 ὁ(αν)- ἔοα (ιδ-α η”): (αὐ να). ἱ) έαφ-νθ-αχνονυ) 0) αν) αν" 


[ { ϱ/ , 1 
"Εστω ἡ πραγµατιµη συναρτησις ὁ (α,9), (αι) ΕεΟΞ:ΕΣ Όπου υ ἀνοιατὸν συνολον 


ααί ἔστω ἕν σημεῖον (χο, ὐο) εΏ. Ὑποδετομεν ὅτι ὑπάρχει τὸ θίπη ζ(χιν)Ξ θ.-«αο, 
έα, Ψ)αανο, 
ἐπί πᾶξον δὲ ὅτι ὑπάρχουν ἓν Ἡ τα ρια ζἶπη να, ἐίτοὁ 9). Νά Φειχόηι ὅτι τότε ὃ - 
υλὰ 


παρχουν τιαί τὰ επαλληλα ὅρια έυπι ζθίσ 9) η (ξσρ ὁ αρ) ταὶ ἕάαστον τοὺ- 


χο η» 


των εἶναι ἴσον πρώς {. 


1 { Π ' [ 5, ο σπα - τι ! υ 
᾿Εξετάσατε ἐὰν ὑπάρχουν τα ματωδι ὄρια ἅαι ἔάν ααταφατιιῶς υποῄοσισατε αὗτα. 


) επ --ΟΕὼΣ 8 Επ θές, ἴ) ο δἶπῃ (νόοημα ϱ) Εἶπη ημαοη)) 
(αώ) (ορ) /χηνυ αΝ)ν(οο) αν” (χ/-(οο) αλ)» 9ο) πο 


υ ντ 
Μά δεικθῆ ὅτι δὲν ὑπάρπει το Οριον ἐἶπι ον 
ρ Ομ ἑ)-(, 1-1) χτυς 


ὑποδ; Θεώρησατε Οτιτὸ σημεῖον Μ (α 5) μινεῖται λατ µῄιος τῶς εὐθείας (ε) τῶς 
διερχοµένης διὰ τοῦ σημείου Α (1/1 -{) μαι παραλλήλου πρὸς τὸ διάνυσμα (1.34), ο- 


[ .. 3 ι -- κ) [ σα ! ως 
που λ παραμετροδ,πτοι επὶ τῆς εὐθείας τῆς ἔχουστις σξἰσωσιν: 
ἐν Ἡ. μαὶὶ ο. 
.. 
Τοτε ἡ το. συκάρτησις γράφεται: 


Ξρ Εξ ἣς ἂαμβάνομεν αχ-- ρλ-1, υξρ!, ΖΞ5ρ-! 


υν  θ.33ρ. ϱ45 8 
πα Ῥλνρὶ λνρ ρολ 
Παρατηροῦμεν ὅτι τὸ ὅριον ἐξαρτᾶται ξα τῆς εὐθείας (ε) Αρα δεν ὑπαρχει. 


'Εὰν ανο μαὶ 6 πραγµατιιιὀός ἀριδμός νά δειχθηΏ ὅτι: ἐπ  αἲξαξ Αολούδως 


ας) -»(, 6) 
δείξατε οτιόεν υπάρχειτὸ θίπι χν. κ 


(α1ὴ)-ν(ο 0) 
Δεἰξατε τὸ θεώρημα: {ἱ) Έστω ἣ συνάρτησις ὁ (3,9) εἶναι ὠρισμένη εἰς ἕνα πεδίον Ὁ καὶ 
συνεχής εἰς τό σημεῖον (Χ., Μι) τοῦ Ὁ. Εὰν {(αινι)5.0,τότε ὑπάρχει µία περιοχΏ τοῦ 
(αμήι) εντός τῃς οποίας ἰσχὺει: ὁ (κ,ν) σα δ(κρνι) 0. 
[) Έστω ἡ ὀ(κιἡ) εἶναισυνεχὶις ἔντός τοῦ Ὁ ιιαὶ εἶναι Θετιαη δί ἕνα τουλάχιστον ση- 
μεῖον τοῦ Ὁ ιαὶ ἀρνητιιιὴ όν ἕνα τουβάκχιστον σημεῖον τοῦ Ρ. Τότε ἡ ὄ(α,υ)-Ό δί ἕνα 


τουβάκχιστον σΏωμεῖον τοῦ Ὁ. 
(πο: ἰ) Εἰς τὸν ὁρισμόν τῆς συνεχείας Όεσατε σσ { (χι Ψ))). 


6. δίδεται ἡ συνάρτηΏσις: 
πηιμ--, ἂν ὐάο0 
ι- 
όαν)- | 
. ο . η-0ο 
Δείξατε ὅτι Ἰσχύει δη οἱ αῴ-ο, ἐπὶ πᾶέον νά Εξετασδῆ, ἄν ὑπάρχουν τὰ ὅρια: 


ἀῑπι ({ΐτῃ {αιν)) μα ἐἶπι ( Εἰπι { (ν)). 


7 ᾖΔίἰδεται ἡ συνάρτησις: 
α.Ἡ)-αμς -πμς, ἂν αἲο μαί ψά0. 


{σ8)5 ” µ 
Προσδιορίσατε ποῖα ει τῶν ἁατωδι ορίων ὑπάρκχουν : 


βίτη (Εἶπι (ιν), ἀπ (έἶπῃ {(α), με. (κ, ων 


Εἰ5 ματαφατικΏν παν ολα Ἰρανς ταῦτα. 


ϐ. µΛἰδεται Ἡ συναρτησιΦ: 
ον. ος σα : δι. 1. Ἡ 
ὁ αν) -πιρσομ »µΕ αν .(α-ν) 0. 
Δείξατε, ὅτι δὲν ὑπάρχει τὸ οξίπι (αν). 


Ν)}ν(99) 
Επὶ πβέον δείξατε ότι τὰ επά Λάτιὰα ὅρια ὑπάρχουν μαὶ εἶναι ἴσα μεταξύ των. 


3 δίδεται ἡ συνάρττσις: 
ὃχη, ἂν (αν) (1) 


ο, ᾱν (ιν) Ξ (91) 
επ χ : ' 4 - ᾽ . , 32 ῃ 3 . 
Στηριδοµενοι εἰς τον ὁρισμον τῆς συνεχεἰας͵ ὅπως διετυπώθη εἰς την 33, εξετασατε 


όν) 


των συνἔχειαν τῃς συναρτΏσεως εἰς τὰ σημεῖα : 
) (0, φο) ὸ (91), π) ζω). 


πῶς όύνασδε νὰ ἐπιτύχετε µίαν ἄρσιν τῆς ἀσυνεχείας εἷς τὸ στμεῖον (12); 


Ὁ ᾿Εξετάσατε μέ των 6οΏθειαν τῶν ποᾶιικῶν ο ώμενών των συνεκειαν τῆς αυναρ- 
τῆσεως: 
.. ας. ο... 
αν χι. οο 
εάν) ον. αμ” 69) 
ο. , ἂν αι) - (9,0) 
εἷς το σημεῖον (00). 


μ. 


δ 


δίδεται η συνάρτῃσις: 


αἲ νυ) 
τον 


ἂν (9) (90) 
δαν) - : 


| 0 ». ἂν (αν) - (9,0) 
ε οι ςί ιν] , 3 ' «αν 
Λειξατε οτι αυτπ εἶναι συνεχηΏς εἰς το σημεῖον (060). 


κ. κ ν ῃ ῃ Π ., ι 
Ενρατε,αν Όπαρχουν τα ματωδι ορια; 


.ὶ 3-19 τ ν΄. εἰ -- 
. ἄνπορ πο ᾿ ῳ μας, } τλως- .. ὦλ)-"(9) αν (οφ ον υ) | 


ὰ υ 
Ἐξετάσατε ὧς πρὀς την συνέχειαν εἶς τὸ σημεῖον (9,0) των συνάρτησιν µε τύπον: 


ν ανν’ έοο (αφ), ἄν -αυ) κ (09) 


”/’ 


όν)” 
ο ; ᾱν (αἱ) - (οο) 


, ι - . Π 
δια ποἰαν τιμτν τοῦ α πι συνάρτποις: 


σπον- ἂν (9) (9ο) 


α , ἂν (Χ0)5 (00) 


Σία ν)- 


τ » . -η 
εἶναι συνεχής εἰς το στιμεῖον (0,0) / 


µΜεβετησατε ὡς πρὀς την οὐνἔχειαν την συναρτησιν µε τυπον: 


ϱ3-] ν 
πόνος, ἂν (αν) (980) 
4(αυ 5) .ἃ πλαν φᾷ 
0 ; ἂν (αυ,ἳ)- (90,0) 


ἘἜξετασατε ὡς πρὸς των ὁμαβὴν συνεχειαν των συναρτησιν µε τυπον: 
4 
-πας 


ο . ἂν ιν) { (99) 
δαν) 


. ἂν (α9)Ξ(00) 

εἷς τὸν ποπον, ο οποῖος ὀρίδεται ὑπὸ τοῦ συνοΆου Α:: ία: α]η]υ 1]. 
Δειξσοτε οτι ἡ ὁ (αυ) εἶναι ουνεχῶς άν: 

Ὁ Όταν τὸ 9 εἶναι σιαδερὀν ἡ } εἶναι µία συνεχή» συνάρτησις τοῦ κ΄ 

ἰ) Ὅταν τὸ κ εἶναι σταδερὀν ἡ ἡ εἶναι ὁμαδώς συνεχτις ὡς τιρός ὑπὸ τὴν ἔννοιαν' 
Διά μάθε εΣΟ ὑπάρχει ἓν δ(ε) ἂν εξάρτητον τῶν χ καὶ ν τοιοῦτον ὥστε νὰ Ἐχωμεν: 


[ὁ αν) -Φ(αιυ) |-«ε ὅταν υ-ν/ κ ὅ(ε). 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ἩΠΙ 
ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ - ΔΙΑΦΟΡΙΚΑ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΠΟΛΛΩΗ ΜΕΤΑΒΛΗΙΩΗ 


6!. µΜΕΡΙΚΑΙ ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ! 


Ἔστω Μ5(αμας,..., χι) - { (Χικα.,...,χα)μία πραμµατιὰπ συνάρτποις ὡρισμέντ εἰς 
ἓν ἀνοιιιτὸν οὐνοᾶον ν τοῦ διανυοματιιμοῦ χώρου Ἡ Ἔστω Μεξί Προτιδέµεθα νά ὁρὶ- 
σωμεν τὰς 4 µεριμὰς παραγώγους τῆς ὁ εἰς το σημεῖον Μ. 

ο. µ μ - ὦ « . - ' 3 

Κατ αρχας ἄς περιοριοδῶμεν εἰς των περιπτὠσιν τοῦ χώρου Ἱ. 

ι | ῃ . ᾽ ῃ « ν ν 

Ἔστω Μ»Ξ (αι, Σ) ------ { (Μ)5 Σία, 2) µία πραγµατιαΠ συνάρτησις ὠρισμενη εἰς ἕν 
ἀνοιατόὸν ὑποσύνοᾶον Ν τοῦ Ἑ μαὶ ἔστω Μο- (Χο,ύς,2.) ΕΝ. 

: η ία μ [ -. ͵ 

Η συναρτησις κ---ᾱ(α,Ἡ,, Ἄο) εἶναι µία πραγµατιιαΏ συναρτησις μιᾶς µονον πραρ- 


- μα - ς . { “ : ς ο . 
µατιμΏς μεταθλητῆς, τὴς κ, ὡὠριομένηπ εἰς ἓν ἄνοιατον ὁιάσττιµα ιέντρου χο υαὶ Ὁ παρα- 


ν - έ μ κ, -Ἡ , ᾿ 
νωγος αὐτῆς, ὧδ πρὸς κ, ἔφ ὅσον ὑπάρχει, ὅπᾶ. τὸ: ς 
- . - εν ΄ 
φίπι (νε Ἐ.)- ἆ (χο, ἡ» 2.) - {ζίτα 4 (Α92Τ, Ἡν, 39) (ας Ἐν) μαδάεῖται µεωιτέτ) παρα - 
χο κ» Χρ ἢ-νο οἳ 


Ῥωμος τς {, ὧς πρὸς ας, εἶς τὸ σημεῖον (Χο, ὐ.,2.). 
'Η ανώτερω µεριιΏ παραχὠχος συµθοάϊδεται οὕτω: 


. χί 84{(α.Ἡς, 1.) 
πε (ας. Σο) η Ὅδπχ ο Ὀ 


θεωροῦντες τὰς συναρτήσεις Ἠἡ--} (Χου, 1) μαὶ Ἐ---- (α.Ν.Ἐ), ὀρίδοµεν ἀναΔόγως 
τὰς µεριμὰς παραρώρους τῆς ὁ ὧς πρός Ἡ ἡ 2 εἰς τὸ σημεῖον Μ («Χ., η., 3.) μαὶ τὰς συµ- 


βοᾷίδομεν οὕτω: 


64 (αο υ., 1.) 
ὃν 


σον 


: 6 αυ 2.) 


96 (α. ύ. 29) 
ος 


Ξκ 


ε (ο Ἡ, ἓ.) 


Γενικώς Π µεριαπ παρἀάγχωγοςτής{άμχω..χκ...κ) εἶσ το σωμεῖον (Χ1, Χς,... χλ). ας). 
ὧς πρός α;͵ ἔνθα {Ξλα, ὀρίδεται ὡς η παρᾶγωγος, ἐὰν ὑπάρχη, τὴς συναρτήσεως 
9 . Γη ο 
να αν νο ειδε) Ἄτοι: 


(αν χε. Χὰν.Χ)., εἶγω 6 (χῇ, χὸ,... Χν,..  χλ)-ᾱ (Χ1,Χὰ,... Χλ,.. αχ) 
Ελα... π 


δα, χι νχλ τω κ 


ῃ 4 νι ῃ ο’ . { 
Συµθοδιδεται δε αυτπ καὶ ούτω: ὃς, ο ος ως. 


Μἰα συνάρτησις 4 μεταθὀητῶν ἔχει ἆ τὸ πᾶῆδος μµεριμάς παραφώψνους αν τάξεως. 


Οἱ υανόνες παραχωγίσεως συναρτΏσεων μιᾶς μεταθἠητῆς ἰσχύουν ιμαὶ διὰ τὰς µερι- 
μας παραγώμους συναρτΏσεων πολβῶν µετα θβτντῶν. 

Εἰδιιῶς ἔχομεν: 
α) Ἡ µεριαΏ παράγωρος σταδερᾶς συναρτΏσεως ὡς πρὸς οἰανόήποτε μεταθλητήν εἷ- 


ὃς . 
ὃα, ο, 


.., 
ναι Ο, πτοι: 


ϐ ὮἩ µεριαΠ παράγωγος μιᾶς μεταθλητῆς ὡς πρὀς αὐτὴν την ἰδίαν εἶναι Ίστ τιρός 
{4 τοι μα -4. 
ι λ 
) Ἡ µεριάτ παράγωρος μιᾶς μεταθᾶητῆς ὡς προς μἰαν ἄθδην ἰσοῦται πρός µη- 


δὲν, Ώτοι στα Ξ Ὀ. 


|) 


Παραδείγματα: 
ὃν 1, | τ 3 ξ ος ο. . Γον] - ᾱ 
131) ἔστω {(κλ)τα γαι κυ”-ι1. Εἶναι ο ο "πανθν', ον "6χ 998 
ρω εως ὗαι να δὲ 
23) Εστω {(αύἡ)-α-κχ. Είναι εαν ο ” ο. 


3) Ἔστω γ(ίαυ)-α. ὮΕἶναι ον 9 ο, 
45) Ἔστω (αυ 2)Ξπτής2γ41,. Εἶναι σα το θρ-τ 1. 


5 Ἔσω { αν)-αἳ,α2ο. ὮΕἶνι -5 να , δι ὸ ὠφκ. 


6τ) Ἔστω } (αν) Ξ τοξ εφ ' Εἶναι εοῇ Ξ- σον τς ναι δη ανν 


Γεωμετριµη ἑρμηνεία τῶν μεριιῶν παρανώγων -δἡ σε” 


Ἔστω 3-54 (αιν) μία Επιφάνεια (πρ6λ. 63. κεφ. Ἱ ) μὲ Υραφιιήῖν παράστασιν ὡς 
ἓν σκ. { (64. ἐἑπομένην σελίδα). , ο 


θεωροῦμεν τὸ σημεῖον Ρ(Χ.Μ.,Σ.) ἔπί τὴς ἔπιφα- 
νεία». Τὁ Ἐπίπεδον ἡ" Ἡ, τεµνει την χραφιμήν παράστα- 
οιν τῆς Επιφανείας ιατά την ρόαμνό ΡΓ µε Εξίσω- 
σιν: 3-7, ὐ), ν5ψ.. 

Τότε ὅμως, συμφώνως πρὸς την γεωμετριμΏν ἑρμη- 
νείαν τῆς παραμώνου συναρτήσεως µιας µεταθλπτης 


(6Λ. Τόμος Αι 5ελ.. 209), εἶναι: 


ο, Ὀ(Ἴο,ν») 
χ  ὂκ τσι 


υ.. - -- [ῃ , - ος ' 4 » 3 -- .. α ι 
ὅπου α εἶναι Ὁ γωνία τοῦ ἄξονος τῶν απ. µε τὴν ἔφαπτοµενην ΡΑ τῶς τοµΏς ΡΓ εις το 


σημεῖον Ρ (Χ.,».,Σ.). Ὁμοίως σµεπτόµενοι Έχομεν ὅτι(θλ.σχ.!): 


95. Ὁ6 (χοιΌε) 
δν ον ερ 


92. ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΙΣ κΑὶ ΣΥΜΕΧΕΙΑ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΗΣ ΣΥΜΑΡΤΗΣΕΩΣ ΠΟΛΛΩΗ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΗ 


Πρότασις Ἡ --Ἅ-Ι. Εάν Π πρανµατιαηΏ συνάρτησις {(Μ), ὅπου ΜΞ (αρχ... χα) ἔπιφέχε- 
ται εἷς τὸ σημεῖον Α µέριωάὰς παραγώγου» συνεχεῖς,τότε.,Ώ 4 (Μ) εἶναι συνεχής εἰς 
τὸ σημεῖον Α. ΄ 


Άποδειξις: Ἄς θεωρησωµεν κατ’ ἀρχὰς τὴν ουνάρττσιν ὁ (κ, ν) Ὥτις ἔχει εἰς τὸ σημεῖ- 
ον Α (α,ϐ) μαὶ εἰς μίαν περιοχΏν Ἡ αὐτοῦ µεριωας παρανώνους να (αν), { (αν) μαι τὰς 
ὁποίας ὑποθέτομεν συνεχεῖς ες το σημεῖον Α (α) . 

Εἰς το σημεῖον Μ (Χ,ὐ) θέτομεν : χ.-ανηιυ-θ.Κ μαὶ Έσιω Δ-{(Μ)- (Α)-{(ανπ,θ»κ)- Μία). . 


. α ᾿ - 3 ῃ « οι ͵ ἳ Π ὧν - « . 
Ὑποθετομεν οτι, τα |], |Κ| εἶναι αρµετα µιµρα, ὥστεπαντα τα σωµεῖα τοῦ ορΌογώνιου : 


- Ὁν ι } ͵ ῃ [ ͵ 
του εχοντοςὼς» απεναντι νορυφας τα Λωαι Μ . 


(αδηκ) 


υοὶ τῶν ὅποίων αἱ πΏευραὶ εἶναι παραθάτ-  θ'κε---κ-- αμ 


[ Γ . 3 Π Χ - 
ἃοι προς τους αξονας ν αν ημουν εἰς την Όε - 


ὠωρπθεῖσαν περιοχΏν Ψ. (6λ. Σχ. 1). 


ο ---͵----α 


-- ιν 


Δυνάμεθα ᾖΔοιπόν νά γράψωμµεν: 

Δ- (α»ῇ,θ:Κκ)-ϕ (α,ϐ»Κ) να (α,θ» κ)-ᾱ (α, 6) 

ΞἨ:ᾷ, (αςθ.Π, ϐ:Κ) ε Κάν (α,θεθ’κ) (ἱ) ὅπου 0-θ,θς1. 
Λόνω τῆς ὑποδέοεως τῶς συνεχείας τῆς ὁ., εἰς τὸ σημεῖον Α (α.θ) ἔχομεν : 
4 (αἲθ.ῃ, βεκ) -δ. (α,ϐ) » Ε,(π,κ) 

ὅπου ἡ συνάρτησις Ε,(Ώ,Κ) --»0 τοῦ Μ.-- Α. 
Ὁμοίως ὁᾳ (α,6.ΘΚ) - ἄν (0,8). ε, (Κ), ὅπου ἡ 8, (Κ) ---ο τοῦ Μ--α 
"οδεν, ἡ (1) γράφεται: ό (Μ)-5 (Α)-Π. 1: (Α)ν Κ.Α (Α.Ε, κε. (1) 
Ἰοῦ Μ--να τὰ (Π,Κ)--»(ο,0) ιαὶ συγχρόνως τα Ερει----Ο. 
Ἄρα ξῑπι ό(Μ)- ἆ (4), ὁπλ. ἡ ὁ ϱςὴ) εἶναι συνεχής εἰς τό σημεῖον Α (α,θ). 


ς 3 ῃ 9 , 3 Π Π Π ῃ . - 
Η ἀνωτερω αποδειξις ἐπεµτεινεται μαι δια συναρτΏσεις περισσοτερων μεταθᾶττῶν. 


ποις:. Ἡ ὑπαρξις τῶν μεριμῶν' παραγώρων μιᾶς συναρτήσεως εἰς ἕνα σημεῖον 
ῃ ' . Π - « µ -- 
δὲν συνεπαχεται τὼν συνξχειαν τῆς σαυναρτήΏσεως εἰς αὐτό το σημεῖον. 
{ ο.) Π 4 ε το, ἤ 
Περι τοῦ ἀνωτερω θεθαιουμεθα μαὶ ἔα τοῦ μπάτωθι παραδειμµατος: 


.. ἂν κυφο 


Ἔστω ἡ συνάρτησις: (αν) - » 
χςή, ἂν ανυξῦ 


Ἡ , , - η. ῃ ι ή κ 
ἵμ ὡς ἄνω συνάρττσις εἷς τὸ σημεῖον (0,0) Έχει µεριωᾶς παραφώγους ἴσας, Ὠτοι: 


9Ψ (0,0) ΄. ϱρ'.. Φ(ο1Π,0)- (οι) 
ο ποπ πας το ος νο σαι 
(010)... ϱίπι «δ(9,0”Μ)-4(ο,ο). ρίπι- «4 

θν Ώ-ο π Ἆνο ". 


Ἡ 4 οµως δὲν εἶναι συνεχής εἰς τὸ σημεῖσν (0,9), διότι ἔὰν θεωρήσωμεν πὴν ἄνο- 
Δουθίαν {-η- ι-) --- (9,0), τότε (5) -1, διότι -- :πι 40 μαὶ ζ(00)Ξ- 034 1. Δη- 
Δαότι διὰ (πις}--ν(ο,ο), ἶτο ὅ (πι) 4 (9ο). Ἄρα ἡ α δὲν εἶναι συνεχής εἰς τὸ 
σημεῖον (0,0), παρ’ ὅτι ὑπάρχσυν αἱ µεριιιαἰ παράμωροι αὐτῆς εἰς τό ἓν λόνω σημεῖον, 
πό: | ἳ 
63. ΔΙΑΦΟΡΙΣΙΜΟΙ ΣΥΗΑΡΤΗΣΕΙΣ 
Ἔστω ΜΞ (χιν, 1) --- 4 (Μ) 5 4 (α,ἡ 3) µία πραγματι Ώ συνάρτησις ὠρισμένη εἰς ἕν 


( [ - 3 
ἀνοιιτόν υποσυνοᾗλον 3) τοῦ Ἡ.. 


θά Άενωμεν ὅτι Ἡ } εἶναι όιαφορίσιµος εἰς τὸ στιµεῖον Μ, (α» 1.29) ΕΝ, εὰν ὑυπὰρ- 
χουν σταθεραὶ α.,αι, αι, αν τοιαῦται ὥστε ἡ /(Μ) νὰ δύναται νὰ τεδΏ ὑπὸ την 
μάτωδι µορφήν : 

Φ(µ)εαυνα δε Χο)λαι (89) αν (5-29) Μ- ΜΟΙ. ε (1Μ- Μ.]), ώ, 

ὅπου Ἡ συνάρτησις 6 (1Μ-Μ.Ι), ὁριδομένη ὑπὸ τῆς ἀνωτέρω σκέσεως διὰ ΜΦ. Μο ἔχει την 
ἰδιότητα: Εε(ΙΜ-Μ.Ι)--»ο τοῦ Μ--Μ, ααὶ ε(0)- 0. 

υ συμθοᾶισμος ἢ.| παριστᾶ µία τῶν τριῶν γνωστῶν ποιπιος ἔπι τοῦ Ἐ. 

θά Δέρωμεν ὅτι ἡ ὁ εἶναι ὁιαφορίσυµος ἓν ἵ), ὅταν εἶναι διαφορίσιµο» εἰς αἀδεσημεῖον αὐτοῦ. 
πρὸ τασις Ἱ-- 3-1, ἸΕὰν µία συνἀρτηθις {(χιυ,2) εἶναι διαφορίσιµος εἰς το σημεῖον 
Μο (κ.,ώ., Σ.), τοτε ἰσχύουν τά εατωθι; 

9) Ἡ 4 εἶναι συνεχής εἰς τὸ σημεῖον Μο ναὶ ἰσχύει: ὁ (Μ.)5αο 

β) Ἡ 4 ἐπιόέχεται µεριιάς παραρώμους πρώττις τάξεως εἰς τό στιμεῖον Μο ιιαὶ ἰσχύουν. 


ἆ(Μ)-αι δν (Με) ας, ὁ, (Μ,) ας, 


Ἄποδειξις: α) Ἐα τΏς ἰσοτωτος (1) διὰ ΜΞΜ, Δαμθάνομεν: }(Μ.)Ξ- αο. 
Εἶναι ὁεξ ὐπω Φ(Μ)-αοΞ-ἆ (Μ.). Ὅθεν Ὠ { εἶναι συνεχτις εἰς το σημεῖον Μ.. 
ϐ) Ἡ () διὰ ύπνο, 25 ἐς ἔράφεται: 
(αυ. Σ.)Ξ δν, ἔ λα, (α-χον|κ-χ.]|- ἓ(]κ- κ.) 


Ἐν τῆς ἄνωτερω ἰσότητος διὰ απο ἁαμθάνομεν: 


Φ(Χ,νς, 3.) - ὁ (χο Ἡς, Ἔ.) 
τας νο 


Ξ αι, 
Συνεπῶς ἡ ἆκ (χο, Μ., ἂν) υπάρχει καὶ ἰσοῦται πρὀ5 ας. 
Δι ἀναδόμσου συλΔογισμοῦ εὑρίσιωμεν: 
ὃς (ο Ἠο, 1.) -α. ααι . (4. ο Έναν 
Κατόπιν τουτων ἡ (1) γράφεται: 
4 (Μ)Ξ Σ (Μο) 9 δ, (Χ.,Ἡς ξς)- (α-κε) 9 ὃς (49 νε 9). (υ-υ.) τός (χε νι. Σν) (2-2.) 3 ΙΜ-Μ.Ι Ε (ΙΜ- ΜΟΙ) 


Η ἀνωτέρω προτασις Επειτείνεται ικαί διὰ μίαν συκάρτΏησιν Ρ το πᾶῆθος μεταθᾷητών, 


4 ( 1 : - - ε 
ἤροτασις Π- 3-3. ΚάδεπραγµατιαηΏ συνάρττισις πολλῶν μεταθᾶτγιῦν ἔχουσα μεριιάς 
παραγώγου» συνεχεῖς εἰς ἕνα συμεῖον εἶναι ὁιαφορίσιµος εἶ» αὐτο τὸ στιμεῖον. 


Ἀπόδειξις: Ἂς δεωρησωµεν τήν περιπτωσιν μιᾶς πραγματικής συναρτΏσεως (1,2) 


τριῶν μεταθἠτπτώὠν. Ἔστωσαν τὰ σΏμεία Μο (Χο, υ., 2.) μαι Μία, υ,2) 

Λόρω τοῦ ὅτι ἡ συνἀρτησις ἔχει µεριμά» παράμώρου» αινεχεῖς, ἐφαρίκόδοντες τήν σχὲ- 
σιν (2) τῆς πρστάσεως Ἱ- 2-1 (6λ. ἄποδειξιν προτάσεως) διὰ τῶν περἰτπτωσιν τριῶν 
μεταθᾶτιτῶν, Θά ἔπωμεν: | 

4 (1) -Φ (Μ.) Π. ὁς (ΜΜ) Κ.όψ (Με) ξ:ὁς (9) ΕΠ.ειεκ-ενεξε., (1) 
ὅπου τοῦ Μ.-- Μ, τὰ (ΠΚ, {)--ν(ο 0ο) υμαθώς μα τα (έ,.8. Εν) --Ὁ (0,0, 0) 


ι 3 η . { 
Ορἱδοµεν Πόπ την συναρτησιν: 


ο ο ἓν , ἂν ΜΦΜ. 
Ε(Μ--Μο]) Ξ Ξ | 
. 0 » ἂν ΜΞ Μο 


, -- 3 , - - ο 3 
λόνω τῆς ἰσοδυναμίας τῶν τριῶν πογτηρς εν Κ ἔχομεν: 


-- 1Πἱ 4 16! 
Μ- Με] - ο ο νι ως 
' [» δρ (ΛΜ ΙΚΙ ΤΕΙ), συνεπώς πμ 5 τμ μοι  ν τν-ν.ῖ 


Ὅδεν: [ε(ΗΜ- Μι[)ὶ-ς [ει]. ει]«1ε.], ὅπερ ἀποδειανύει την συνἔχειαν της Ε(ΙΜ- ΜΟΙ) εἰς τὸ Μο, 
όποτε Ε{(ΙΜ-ΜεΙ)-»ο τσῦ Μ-- Μο. 
Ἐω τού τρόπου ὁρισμοῦ τῆς Ε (ΊΜ-ΜοεΙ) μαὶ τῆς (1) δυναμεδα νὰ γραφωμεν' 
Φ(Μ)Ξ4 (µ.) κό (Μο: (κ-α,) .. (Μο). (ο- ή) τό, (Μ9): (2-39)9 ΙΜ-ΜΟ’ ε(1Μ- Μ.Ι). 

Ἡ τεβευταία οχέδις ἀποδειυνύει ὅτι ἢ συνάρτησις {(Μ) εἶναι διαφορίσιµος εἰς των Όεσιν Μο, 
Ἐι τῆς ἀνωτέρω προτάσεως προιύπτει ὅτι τὸ μεμαάύτερον µερος τῶν χρησιµοποιου- 
µένων συναρτΏσεων εἶναι διαφορἰσιµοι (π.χ. πολυώνυμα, ειθετιαὶ ὀυναρτησεις 1..τ.1). 
Μία συνάρτησις πᾶτπροῦσα τὰς ὑποδὲσεις τῆς ἀνωτέρω προτάσεως μαδεῖται. «ατα 

συνέχειαν ὁιαφορίσικο»δ. 
ΠαρατΏρησις: Εἶναι δυνατόν µία συνάρτΏωσις να εἶναι διαφορίσιµος εἶς ἓν σημιεῖον 
μαί αἱ µεριιαί παράρωγοι νὰ εἶναι εἰς αὐτὸ ἀσυνεχεῖς, Παράδειγμα ἀποτελεῖ ἠ συν- 


άρτησις: (9) Ξ Φ(κ)2Φ(4) µε φ(9-0, φ(8)- ἓ πμπῖ 19ο. 


8. ΔιΑΦΟΡΙΚΟΗ ΣΥΠΑΡΤΗΣΕΩΣ ΠΟΛΛΩΗ ΜΕΙΑΒΛΗΤΩΗ 


π ͵ ͵ οι Π . { ο | π 
Ἔστω ἡ πραγµατιαΏ συνάρτησις } (κι), ητις5 Επιδεχεται εἰς το στιμεῖον (ἔ,π) εἶςοβΒ 


: Π - η ῃ » ν .. ος ͵ ͵ ὰ 
μεριιἁς παραγώγους συνεχεῖς, ὁπλ. εἶναι διαφορἰσιµος ἔπ᾽ αὐτοῦ τοῦ σωμείου. Τοτε, 


συμφώνως προς τὸν τυπον (2) τῆς δ2 θα ἔχωμεν : ᾿ 
ἔ(ιυ)-δ (Επ) Ξ η. (Επ) «κ.ά (ΕΠ) «Π-ΕιΚΚ:8., οπου η- κ-ξ,κ-ω-τ, καὶ τοῦ 


(αι) -- (Επ) τὸ (Ἠ, Ε) --- (09) μαὶ συψχρόνως τὸ (Εµει)---- (9,9). 


Ὀρισμός Ἡ- 4-{. ή παράστασις Π.φ. (Εη)«Κ. ὁς (Ειτ), ήτις Εξαρτᾶται Ῥραμαμ/ικῶς 
ξιιτῶν Λιαί Κ ωαθεῖται ὁδιιον Φιαφοριιόν τῆς }ὶ (χ,ν) εἰς τὸ σημµεῖον (Ε,π) τιαί συµ- 
βοβίδεται οὑτω. 

44 (ἔ,η)Ξ ἆ, (Ειπ) Άν (Εικ 

Τὰ ῃςχ-Ε,Κ-υ-τ εἶναι ἀντιστοϊχως τὰ ὁιαφοριωα τῶν συναρτΏσεων φίαικ)Ξ- χΨ(νν) 5 
ὡρισμένων επι τοῦ 
;. Πραρματι, 9, (α,κ)-!, 4, (.)Ξ0, Ψ. (αυ, ο. 0, ψ (09) 1. μαι ἄφ(α,χ)- ἀχ-{. νο κ-“π 

ἀφίψν) - ἀν-ο ην Ί.κ-κ. 
Ὅθεν ἤ σχέσις (1) νράφεται. 
ά/(Ε,π)-4ς (Επ) άχ ἐν (Επ)άυν (1) 

Εἰς τὴν τυχούοαν θὲσιν (α,ν) τὸ διαφοριωον τῆς δ (αν) γράφεται: 

Ἐμ τοῦ τύπου (3) προκύπτει ὅτι τὸ διαφοριιιὀν τῆς 4 (χ,η) εἷς τὴν γενικην θεσιν (α,υ) εἷ- 
ναι συνάρτησις τῶν χ͵υ͵, ἄκχ, άν. Συνηθως ὅμωςτας αὖξῃσεις ἄκ, άν τὰς θεωροῦμεν στα- 
θερἀς, ὅτε τὸ διαφοριιιόν εἶναι συνάρτησις τῶν π, ). 

Αἱ παραστάσεις ᾖ, (Ειη) ἄχ, { (Ε,π) αν ααλοῦνται µερικα διαφορινά ὡς πρὀ5 α.ν (ἀνη- 
στοἰχως) εἰς τὸ σημεῖον (ἔ,τι). 

Γενιιῶς διὰ τῆν διαφορἰσιµον συνάρτηοιν {(Χ,,Χι,... χε) τὸ διαφοριωον αὐτῆς εἰς το 


σημεῖον (Χ,,Χ.,..., Χ) ὁρίδεται ὡς ἀμολούθως: 


"ᾱ (αι χι... ο] ο ἁχιτ---- α. Αχ. 


μ παρᾷστασις ας) δν ἄκχιε τη αχ, Υ- -- άχι μαδεῖται όιαφοριιός τεδεστή» 
4 


/Π.τάξεως ἐφαρμοξόμενος ἔπί τὴς ὁιαφορισίμου συναρτησεως 4(χμχ.,..., χα) εἷς τὸ 

σημεῖον (αι, Χι,...,Χς). 

. , - ' / .- 

Παράδειγμα 15 Ἔστω ἡ συναρτησις ὀ(χιΧ.,... ας ο αι ή ὠρισμενη ἐπὶ. 
2Χἰ . 

τοῦ β΄. Αὕτωξχει μερικας παραχώγους Ἑπὶ τοῦ Κ εαὶ εἶναι: δὲ- τασε τ ππςη σα... 

Ὅδεν, ἀ- ὸ ο λίάκι στ 

| ἔτ Πο χζκΧλν- σχς 


25/ Λιὰ τὸν µειασχηματισµον: χ-ρσυνθ, ’Ξρημθ, ϱ20, 9Ξ8«2Π ἀπό ορθοχωνι- 


ους εἷς πολίιιάς συντεταχµένα» εὐιολως διαπιστοῦται οτι δὰ ἔχωμεν: 
) ἀχ-συνθάρ-ρημθάθ. |) ἄμξημθάρ»ρσυνθάθ 
λᾶνσι 


ἵ) αἆρ- συνθοχ «-ημθάν . 4θ-- 59 άχ. 5ος 4μ. 


ΞτοἙξ ημ-----ἲ--- Όα Έχωμεν: 


χ.ο . 


:᾿Επειδύ δε θὰ εἶναιτοτε : ϱ)ς κ΄ εν", θ« τοξσυν 


θά εἶναι δε ο 
ν) δρ) Ξσνυνθ, (56), «τεμθ, ος -: συνθ, (ςς δα) Ξ τεμθ 


65. ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΚΑΙ ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΗ ΣΥΝΘΕΤΟΥ ΣΥΜΑΡΙΗΣΕΩΣ 
Ι. Περίπχώσις μιᾶς ἀνεξαριήτου μεταθλητῆς, 


Πρότασις Ἱ- 5-ί. Ἔστωσαν αἱ συναρτήσεις α(έ), υ(:) ὠρισμέναι ἔπί τοῦ Ιςδ, ἔχου- 
δαι π ώὦνους συνεχεῖς ἐπ᾽ αὐτοῦ μαὶ ἡ συνάρτησις ἔ (ω,υ) ὡρισμένη ἐπί τοῦ Εςκ᾽ ἔ- 


χουσα μεριὰάς παραρώγους συνεχεῖς ἐπί τοῦ Ε. τοτε ἡ σύνθετος ουνάρτησις : 
Ε(:9)-4{ (6), υ(1)) ἔχει παράγωφον συνεχΏ ἐπί τοῦ 1 Φδιόδομένην ὑπὸ τοῦ τύπου: 


εως[ωυ)α’(9 «όν αυ) ν (8) (1) 


Γενικώς. Ἐάν Ε(1)-ξ(αι(ε), άν... οας(9)), ὅπου Π { μαί µας... ο ας Ππάπροῦν τὰς ἄνω- 
τέρω συνδηιας, τότε εδ. (μ)-α͵ (0 (Μ) ντ όν (μ).ὰς (8), ὅπου 


Μα (αι (8), (8)... ας (8). 


Ἀπόδειξις: Έστω δια Έ-τ., εἶναι ἁ(ε.]-α ααὶ υ(:.)-6. 


θεωροῦμεν τὸν τιµήν ἔ-ξ, «Δί ιαὶ Δόνω τῆς ουνεχείας τῶν (4), υ (8) θὰ Έχωμεν: 
αμ (ἐτδὶ)-α ()) επξα»Ππ 
υ( {ες ΔΕ) - υ(ε0)νλκξθυςκ 
ὅπου τὰ (Π.Κ) ----- (90) τοῦ Δε---- 0. 
Εἶναι δε, 


Ε(ἐνδε)- Ε (89) 4 (αἲπϐΓΚ)- 4 ία, ϐ)-π.ϕ, (α, θ «κό (α,θ)νη- ει» κε. ) 


1) οὗ κάτω δεῖιται Θ, σηµαένουν ὅτι αὗται αὖ µετοβῶταί ὥατα τὴν παραγώγέσιν . 
.. παραμένουν σταθεραί. 


’ Ε(ξοτδ{)- Ε (4ο) απ. ’ κ ’ π. 
κ. Δι ὀω (αθ) νε ἡ (σθ) λες 


τ α. απ 8, (τὸ 
ὁιόὺ τὰ (ει,ἒν) ------ (0,0) του Δὶ---» 0: 
θὰ ἔχωμεν ἐπί πΔέον: | 
| ων ο ο --”ϱ---ᾱ 
μαί θίτ-κ-- εἶπι νο αν) νὰ». υ (80) 


ον 4τ 
Ὅθεν τοῦ ἑ---έ, τὸ ὁριον τοῦ δεξιοῦ µελους τῆς (1) ὑπάρχει μαὶ εἶναι ἴσον προς 
4, (Α). α (1). (Α) υ (49), ὅπου ΑΞ (α,θ). 
Συνεπώς δἀ ὑπάρχπι καὶ το ὁριον τοῦ πρὠτου μέᾶους τῆς (2) ααὶ θὰ ἰσχύω δια αάδε 
τε]: 
Ε/(9) -δε, (Μ). α (4) 1, (1)υ (8), ὅπου Μ-(μ(ου (9). 


ᾗ ΕΦΡ- δα) (9 «4, (ωυ)υ΄(). 


Παρατήρησις: Ὁ ἀνωτέρω ικανών παραγωνίσεως μιᾶς συνθέτου συναρτήσεως περιέχει 
: ὧς μεριιὰς πε αοας τοὺς µανόνας παραμωρίσεως, οἵτινες δίδουν ττιν παράνωφον 
ἑνός ἀδροίσµατος, ινοµένου ἢ πηθίμου συναρτΏσεως. ) 
π.χ Ἔστω η συνάφτπσις ἁ(Η,ύΝ) µ.υ.ν, ὅπου αἱ ἁ.υ,ν εἶναι συναρτήσεις μιᾶς µετα- 
θβητῆς 1. Εἶναι ᾱ- ών, ὁ- ων, ὅς -.υ. 
Ὅδεν βάσει τοῦ ἀνωτέρω τύπου ἔχομεν: 


/ / / / 
ωυνλτυνν αγά νους ννν. 


Ἐφαρμομαί: /3) Ἔστω ἑ(ωυ)- 3”, ὅπου αἱ μυ εἶναι συναρτησεις τοῦ ἵ υααὶ α(4)2ο0. 


υ-ή 


- / ον 
Εἶναι ἆσυωα ν όν. ωφ μ. 
ιν Π ο Π { Μ ' 
Ὅδεν,θάσει τοῦ ἀνωτέρω τύπου ἔχομεν: (υ”) αυ αν υςυ” ίοαμ.. 
. 3. 
. { ο { “ 4 . ψ 
24) Μία συνάρτησις ὁ (α,,Χ.,...,χ) μαλεῖται ὀμορενὴς Κ- ταξεως, ἐὰν Ἰσχύω ἡ 
οχεσις: 
κ ρ , ς 
ο (ἐπ Έανιυ αφ) (ία, χ.,..., Χκ) ια τε: Παραχωχιδοντε5 ὢ5 
ῃ ς λ ͵ ε , φ . . , 
πρὸς ἵ των ἄνωτερω συναάρτησιν μαὶ Όέτοντες ἴ-{ ἂαμθανομεν την σκεσιν: 
/ . . - 
ές δα, χα .. Φττ Χς νε. Κ:}Σ(α. νι. χφ)ι τις μαδείται σχέσις τοῦ Εικέθε; καραωτη- 


φρίδουσα τὰς ὁμογενεῖς ουναρτΏσει5 ταξεως Κ. 


1. Περίητωσις περισσοτέρων ἀγεξαρτύτων μεταθλητῶν: 

Ἔστω ἡ συνάρτησις { (Ἡ,υ,νν), ὅπου τὰ .υινν εἶναι συναρτησεις ὁύο μεταθλνιτῶν 
τῶν κ μαίὶ  ἤτο: ιµςφί(χν) ν-ψ (αν), ν-σ(α,Ὀ). 

Οὕτω Επιτυγχάνεται µἰα σύνθετος συνάρτησις τῶν μεταθβητῶν σι ήτοι; 

Εαν) -ό (Φα ψ(αν),σαν)). 

Ἀρμεῖ νὰ φαντασθῶμεν διαδοχιιιῶς ὅτιτο κ) μαὶ ἔπειτα τό χ ἔχουν σταθερὰς τιμὰς 
δια να ἐπιτύχωμεν: Ε(αφ)-ός, ων) ϕ, οννάς (αυ ο) Ψ), αν) κό (αυύν)σ, κιν) (ϱ) 

Ὁμοίως: Ε/(19)-δωυ ν) Φ (αν), (αν) Ψν (9) «όν ζ(ω.υ,νν) σῳ (5,9) (/) 


Διαφοριιον τῆς συνὂᾶτου συναρτηστως: 
1. Δια την περίπτωσιν µιᾶς ἀνεξαρτήητου μεταθλητΏς ἔχοµεν θάσειτοῦτύπου (1) 
ἀ4 (α),ν(ϐ) -ἀξ(ϱ- εὼα- {δι (ων) (9) (ωιν)υ΄/4)] ἀἲ- κ” μυ) α8) αξία ν (αἱ 
ε αν (α()υ (ε)) «όν, (αυ). αυ ὃν (αυ)άυ (3) 
Ἱ. Δια τὴν περίπτωσιν περισσοτέρων ἀνεξαριπτων μεταθλπτῶν πκ. ὧς διὰ την συνάρτησιν 
4 (μυ) ὅπου αΞφίκ,ν), υ-ψ(αν)/- σαν), Δαμθβάνοντες ὑπ όψιν τοὺς τύπους (2) υαί (2/) Έχομεν. 
αν (αν) «άὐ (Φ(«Ν) ψ(αν),σ(α))- ἀξ(κν)-Εε(αν)άαν Ἑ (αιφάν 
- { 4, (ανν) φ, ο ΜΟΙ (αυ) άς (αυ) σ. (αι) ἀχ. 
- { {, (α νι) φι, (αν) εός, (αυ νν) Ψι (κ) εδ (άν) σι (αιν)} αν 
αν ή (μυ) (ᾳ, αχ» 449) όν (αυ ν) (Ψ.Ακνψι 4) κός (µυν)ζ(σακισι ἂν) 
Ξ5 . (αν) αι ός, (40) ἀυνός (0 άν. 
Ὅδεν: 
ἀό( υ Όνν)- ὅ (ανν) 4ος 4, (αυν)άυ [ή (αυ νν)λάν (4) 
ο Αναβθι ὠτον τοῦ ὁᾷιμοῦ Διαφοριιοῦ 
"Ἔχοντες υπ’ ὄψιν τὸν δρισ μὸν δλιιοῦ διαφοφιιοῦ συναρτήσεων πολλῶν µεταβλη- 
τῶν ϐλ. 64 πύτπσος (9) ααὶ (4) ιαὶ τούς τύπους (3) τιαἰ (4) της παρούσης παφα- 
Ἔράφσυ παρατηροῦμεν στι. Το ὁλιιὸν διαφοριιιόν (συντοµως: τό πρῶτον διοφοριιιόν) 
ἔχει πάντοτε τὴν αὐτην μορφὴν εἴτε αἱ μεταθληταὶ εἶναι ἀνεξάρτητοι εἶτε συναρτη- 
σεις ἄλλων ἀνεξαρτητ ὧν μεταθλτητῶν. 
᾿Εφαρμοχαί τῶν τύπων (3) ή (4) 


"Εσυυσαν κ μαι υ ὅνο συναρτΏο ἃς ὦ περισσοτερων μεταθᾶπτῶν Ἱ 
ρτησεις μιᾶς ω περισσοτερὼν µε τῶν  Έχουσα µεφι- 


μάς παραγώρους {3 τάξεως συνεχεῖς. Δί ἐφαρμογῆς τοῦ τύπου (3) Π (4) εὐαφάως ὅδια- 


πιστοῦμεν ὅτι: 


5’) ἁ(αυ)5ξιμαάυν υάα 
υ υαάιι- μάν . 
μα) οπής . µε ύβ0ο 
αἁα(ίατυ)- αι - ἄν 
35:) , 
ἁ(λ.α) Ξ λ.άμ,λ οταθερα 
Παρατηρήσεις: 


) Ἐμ τῶν ἀνωτέρω τύπων διαπιστοῦµεν ὅτι, ὀυνάμεθα νὰ ὑπολοφίδωμεν τὸ ὁιαφοριιόν 
μιᾶς συναρτήσεως ματιά Έναν ἀνάᾶομον τρόπον, Όπως ιαὶ τὰς παραμώνους αὐτῶν. 

3) Παρατηροῦὺμεν Ἐξ ἄλλου ἔιι τῶν ἀνωτέρω τύπων ὅτι, ἐὰν τά ιἁ μαί ὐ εἶναι συναρτῆσεις 
μιᾶς µόνον µεταθλητῆς κ, οἱ ἀνωτέρω τύποι μᾶς δίόσυν πἀᾶιν, Εάν Φιαιρέσωμµεν όνα 
τοῦ ἀκχ τούς ικἁασοιιοὺς τύπους ὑποβογισμοῦ τῶν παραγώφων. 

33) Οἱ τύποι (3) Ἡ (4) μᾶς ἐπιτρέπουν νά γράφωμεν δλλους Ὁλλουν οσσύς δα άστα 
διαφοριιὰ διαφόρων συναρτήσεων. Π.χ.Ἔστω μ. μία ουνάρτησις μιᾶς Π περισσοτέρων 
μεταθῆτιτῶν, ὑποθέτοντες ὅτι αὗτη ἔχει μεριμάς παραγώγους συνεχεῖς. 
τότε: 

α(α. κα”. αα, ᾱ (ο")- ο”.αα 


ά(σννι)--πμι άν, ἁ(ημα)Ξ συνι-άμ μ.τ.λ. 


66. ΜΕΡΙΚΑΙ ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ ΚΑΙ ΔΙΑΦΟΡΙΚΑ ΔΕΥΤΕΡΑΣ ΤΑΞΕΩΣ 
Ἔστω (χι, 3) --4 (α,ὐ,3) µία πραμματιιἡ συνἀάρτησις ὡρισμένη εἰς ἓν ἀνοιμτόν σύνο- 
ἂον Ὁ) τοῦ Κ.. | 


ὙΎποδετομεν ὅτι αἱ {- , δν νά, εἶναι ὡρισμέναι ἔντός τοῦ Ὁ). Ἐὰν ἡ αυνάρτησις {.(Χ,υ, 1)’ 


ἐπιδέχεται μεριιὰς παραγώρους (4). (45) ος (9)., αὗται μαβοῦνται µεριιαί παράμωμοι | 
δευτέρας τάξεως μα συμθοᾶίδονται οὕτω: να Νη ξ., | 
(τὰ σὐμθοὰα «ἲ χυ, κὲ δὲν παριστοῦν οὐδόλως ψινόμενα). 
Ὁμοίως αἱ μεριμαἰ παράψωγοι τῶν δι, ὁκ, ἐὰν ὑπάρχουν, συμθοδίδονται οὕτω: 
ὃς πα 


Συνήθως χκρησιμοποιοῦμεν υαὶ τὸν συμθολισμὀν: 
οὐ ο... «δἳἳ 


θα, θχδυ) ο) ὃν. 


Παρα δειρμα: Ἔοτω Ὢ συνᾶρτησις 4 (α ἡ) ςαὸ (χ20) 


Εἶναι ὁ :φψαἲ ό-α έουχ υαὶ 
κ ενος” βρώ 
κ 5 αἲ 3 να”. ἐοά κ δμ 5 αἳ (έοᾳ αχ)’ 


- µ {΄ 3 - ’ ο ῃ έ - - 9 , 
Παρατηροῦμεν ὅτι τα Ξ πα Ἐξ αυτοῦ Όα Ἰόωμεν οτι προµειται περι μιᾶς χενιικῆς Ιὁιό- 


τητος τῶν μεριιῶν παραγώγων τῶν συναρτΏσεων. 


Προτασις Ἱ-- 6-1. Ἔστω (κι) ---- ἐ (ΧΙ) µία συναρτησις ὥρισμενη εἰς ἕνα Ἀνικτο 
σῦνολον Α τοῦ δ υαὶ ἔστω ὅτι ὕπαρκουν αἲ µερικαὶ παρῶχωξοι με σι το κε 

δα ) δνκ. σ’, «Εκεις εἰ τ2 Ἀ «Τδτε Ίσχυδι 8 πάν (Θκλρνγως. ος Φοην/α 12). 

Ἀποδειξις: "Έστω (Χο, ΕΑ. θεωροῦμεν τοιαύτας τιμάς τῶν αν ἄρμετα πᾶπσιον τῶν 


Χο, Μο ὥστε τὸ δεῦγος (Χ,ύ) εΑ. 


θέτοµεν : 
᾿μθβ (νο νε) τό με Ἀ) αμ νεςκ)ε 4 (αφ) .. 
Ὁ Εως ανρκ)-δ(α)) ο 
α())Ξ {9η η) -ᾱ (ας ν)) (8) 


θα Έχωμεν ἂοιπον : 
αξΞ Ε(χονπ) - Ε(α.) (4) 
μαὶ Επίστις:᾿ 
α-α(ν» κ)- ᾱ(η,). (6) 
Ἡ συνἀρττισοις Ε(ὰ) έἶναι παραγωφγίσιµο» εἰς τὸ διὰσττιµα. Γαςο, χοπ], Έπομενως Όα 
ἔχωμεν: 
ω-βαιυς κ)-δ. (4, )) (6) 
Δἱ ἔφαρμορτις τοῦ δμώρήημάτο» τῆς µεσης τιµτις εἰς τήν συνάρτησιν µ- Ε(χοςπ)-- Ε(κ,) 
Δαμβάνομεν: 
α-Π.Εᾳῴ.θ.:Λ}, ὀπου 0«θς1 (3) 
Ἡ (3), ἂόνω τῆς (6), ψίνεται! 
αΞλ. [δι α..θ ης κ)-δ(ανςθήι ν)) ] (8) 


[ ' ' - ς . . { 
Ἡ συναρττσις ν--.ᾷ (Χ«.9:ΘΗ Ἠ) εἶναι παραγωρἰσιμος μαὶ τῆς ὁποίας Ὢ παραχώτος, 


ὡς πρός 1! εἶναι τν (56,9). Επομένως ὀυνάμεθα νὰ Έχωμεν: 
Φ (Χο «θΗ, ή. κ) - 4, (.»ΘΗΝ.)Ξ κ- ο. (,»θς ν..6,: κ) ὄπδό οςθς 1. 
Ἡ οχέσις ἂἀοιπον (8) γράφεται: 
ασ η. κ.ά (1.:ΘΛ,Μ, «Θν Κ) 6) 
Δί ἀναλόμού συβλογισμοῦ µεταξυ τῶν (3) ααὶ (5) Δαμθάνομεν: 
ωκκ ϱ(.θ, 5 κ [απ υμθι κ)-όραμνννθ)] κ.ά, ἀ..θ.,9ρΘ8) (ο) 
ὅπου Ο«θ«1 06,1. 
Εάν ΗΦΟ μαί ΚΟ ει τῶν (9) υά (ιο) ἁαμθάνομεν : 
ΕΜι (αι«θ496.Κ)Ξ ο. (α..θ, ἣ, ύ.ν θ.:Κ) (1) ΄ 
Ὅταν τά (Λ,Κ) ---- (90), μαὶ ἡ ὑπόδεσις ὅτι αἱ όν ὁς, εἶναι συνεχεῖς συνεπάγεται ὅτι τα 
όυο μὲᾶτ τῆς (11) τείνσυν ἀντιστοίχως πρὀς τοὺς ἀριδμοὺς ἆ(α.Μ,) μαὶ ο δν. 


Συνεπῶς ον (αι υ))Ξ νΑ (κ. ν.). 


ενκευσίς: Ἔστω (Χ,,Χν... Χρ) ---- }(Χ,,Χς,...}Χν) µία συνάρτποις ὠρισμένη ικαὶ Επιδεχὀό- 
µενη µεριιάς παραμώνους πρώτης ααὶ δευτέρας τάξεως συνεχεῖς εἰς ἕνα ἀνοιιτὸν ύπερ- 
ὁκάστημα τοῦ κ. τότε: 
νὰ, - ὰ 

Πραρµατι, ἐὰν π.χ. ἰΞ{ μαὶ /-Ξ2. αὐταί αἱ παραγώγοι ἐπιτυνχάνονται παραμωνίδον- 
τες την συνάρττοιν (χ,, πι) ------ὁ (α, χι, χὸ, αν... κο 

Οὕτω ἀνπκθημεν εἰς την περίπτωσιν συναρτήσεως όύο μεταθἀπτῶν. 
Όρισμός [-6-4. Ἔστω ἡ αυνάρεησις {1ψ) ὡρισμένη ἐπἑτοῦ Ἱς]Ε ἔχουσα µεριιάς λα. 
ῥραγώφου», µέχρι δευτέρας τάξεως συνεχεῖς. έαᾖοῦμεν διαφορ/ικον Φευτέρας τάξεω» τῆς {{χη) 
μαιί τὸ συμθοθίδοµεν οὕτω ἀ }{χιυ ) τὸ διαφοριικὀν τῆς 4 {χ,υ). | 
ᾱ (0 (α.9)) 
α (.(αιν) ἀχν)ι(αν) αν) 
(ή. α.9)) αχ» (αι (α)) αν. 
4: (αν) ἄχ ή (αιυ)αυ) αχ α αι ῴφακλ”, (κ υ)αμ) αι. 
(έπειόη αν) ὃν 9) Όδεν: 


δα) ααάν τόμ ανν) αν" | 


Εἶναι , ἅψαυ) 


" 


Ἡ τεΔευταία Έἔμφρασις γράφεται συντόμως ιαὶ ο. 
2 α ω 
(4 ἄἲι εν αν) (8 ἄχ εφ ὁ- ἂν) 


Παρά δειρµα: νά εὑρεδῃ το α ὁ (αι), ἔνδα. ςαυ)-ς θο9 (αἲ κ οἲν'). 


αν 


ς ς : -- Ξς, . 
Λύσις μ Εἶναι ᾽ δι - αλα τς } . σε πζναν ντ 


΄ αὶν- χι ψ -Ία κ Ἡ 
κ. (απ ὶναΣ η)» μα (αγ οαἳμἳ). 


΄ .. .γαὶχν ΄ 4 αἴ(αὶ αἳ ἡε) σα 
{μι (ατιατῃῦς, ο. (αλ ναξν") α 

« . ο ως ὰ ια -4α κ αα-αἳ η) ᾽ 

0θεν, ἁάαῳφ ο να προ. αχ ο ἀχάν κ πσατρο. αν 


Παρατηροῦμεν ὃς ὁτι, {νι ἄ)- δουν). 


6. ΜΕΡΙΚΑΙ ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ ΚΑΙ ΔΙΑΦΟΡΙΚΑ ΑΝΩΤΕΡΑΣ ΤΗΣ ΔΕΥΤΕΡΑΣ 1ΑΞΕΩΣ 
Ἐπαρωνιιῶς ὀυνάμεθα νά ὀρίσωμεν τὰς µεριιαὰς παραμώγους 35", 43, υπ τα- 
ξεως πχ. Ἔστω ων συνάρτησις (κ.ν)----{ (αι) ὡρισμένη εἰς ἓν ἀνοιμπτὸν ὑποσυνο- 
ἂον του 

«Ὑποθέτομεν Οτι Ἡ κα ἐπιδέχεται µεριιᾶς παραφώγους συνεχεῖς µέχρι 35 ταξεως. 
ἘΕφαρμόδοντες τὰ αποτελεσματα τῆς προηπγουμέντις παραχραφου Έχομεν: 
ο μι κ ο νο 
Ὥστε, Ἐν - ΜΑ ον | 
Ὁμοίως, νι, λα, μα. 


'Εάν Δοιπόν ἔχωμεν µεριιὰς παραύώὠφου» μεχρι 33" τάξεως τῷς συναριἠσεως {{α, ἡ), δεν ξ- 


χοµεν παρὰ νὰ Θεωσήσωμεν τὰς μἀτωθι 
' Λί ” 
οςν. ἆλυ, μωσ 


:-Αἱ ἀνωτερω µεριμαὶ παράχωγοι συμθβοβΐδονται υαὶ οὕτω: 
ος ο) 5 4 θα. 
οχ} 2 9α18υ | οχου" 2 ὃυ" 
Αἱ µερικαι παράγωφοι ηφῷ' τάξεως τῆς συναρτΏσεως ὁ(αμ) θὰ εἶναι, ἔαν αὗται -εἶναι συ- 


«νεχεῖς, αἱ πάτωθι: 


(απ) (π) (π) : (1) 
. } η μ ητη ο...) .. 


ἐ « ͵ 1. - ει στ ξ , 
Ὁ. ἀντιστοιχος συμθοᾶισμος αὐτῶν δα εἶναι ο αάτωθι: 
ἷ οὓς ον 914 δν 
Όχη » Άαχν-ι ου » Όχη δυ" .” ον". 
Εἰς τήν γενιωὴν περιπτωσιν τῶς συναρτΏσεως ὁᾗ (αι, χι,. 


εφ) τι μεριατ παράγωγος η 
πΏξον γενιάΏ Ὁὰ εἶναι: 


(πρ νη,ν αρ) 


ο με) 
αδι κλικ ὁ Θα" χο σερ" 

ὑποτιδεμένου ὅτι αἱ μεριιαὶ παρἀγμώγοι μέχρι τῶς τάξεως ΏινΏμν"''' πρ εἶναι συνεχεῖς. 

Εάν ἡ συναρτησις ϕ(κ.)) Έχη μεριαιᾶς παραγώνους µξχρι κ-τάξεως σινεχεῖς, τοτε το 
διαφορικον ἁ- τάξεω» τῆς {{Χ.9) ουμβοᾶϊδοµεν οὕτω «"ὁ (α,ν) ὁρίσειαιδὲ τῆ δθοηδεἰα 
τοῦ ἀνοδρομιμοῦ τύπου: 

α{ (χι) -α(α (αι) Κ-1.94,... 
Επαγωριιῶς ἂοιπον εὑρισιομεν : 
αἩ- Ξό,. ἀχις κ. 


ιν ἀσὲ αν» κας) ακιψι ᾱ κ αν ο.» Κωοι ἀχ. αν. ἄν". 
(3 ουμθοδιιῶς) 5 (6, ἀχ τόν -- ο. άν ον αν) 


Ἡ παρὰστασις (ὃς πώ, «28... ἀαδεῖται ἄισαφοριικὀς τεδεστὴς «- τάξεως 


ἐφαρμοδόμενος ἐπί τῆς µξαρι κ- τάξεως ὁιαφορισίµου συναρτπΏσεως ὁ (κ). 


66. ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ κά! ΔΙΑΦΟΡΙΚΑ ΣΥΗΘΕΊΟΥ ΣΥΗΑΡΤΗΣΕΩΣ 
1. Ἔστω ἡ συνάρτησις { (3/3), ἥτις ἐπιδξχεται μεριυάς παραγρώγφους συνεχεῖς μέχρι ρ- τὰ- 


3” “ ς ἀ - . ΄ πα Ι . « ς . 
Εειως ἐντός ἑνός ἀνοιιτοῦ υποσυνόλου ἵ) τοῦ Β'. Ἔστωσαν ἐπὶ πἀξον αἱ συναρτωσεις: κΞ (8), 


νςυ (1) Ἐπιδεχόμεναι συνεχεῖς παραφώνονς μέχρι ρ-τάξεω» εἷς ἕνα διάσττιµα τῆς Κ. Ἰότε ἡ 


αυνάρτησις Ε{Ε)Ξὁ (ω(4),υ(9) ἐπιδέχεται εἰς αὖτο τὸ διάστωµα παραγώγους μέχρι ρ- τὰ- 


π « [ ο. -, ας ῃ αν ὃε . 
ξεως, αἵτινες ὑπολογίδονται δι Εφαρμογής της προτασεως Ἰ- 5- θα εχωμεν ἀοιπον: 


ε(ὼ-δ (κ, υ().α 2» (αΦ,υ(θυ{θ 
δα α(ϱν)-α ο ξ (αβ)υΦ)άΌυ.). 
(09) ΘνδιαΦυ α) α 9 πθυ(υῦ 


Τὁ διαφοριιιὀν δευτερας τάξεως τῆς Ε (8) ὑποβορίςεται ὡς ἀμοβούθως: 
« Ε(Β- ε΄(μα) δε (α(9 ν() ωμά) ν 
ο (μ(Ό)ν ()(ά (θα 8). (να) (Ου () (υ (9 αν’ - 
" ὃν (αλ υ(θ)(Η αν (()ν )(υ (048) 
5 δν (α(θυ (9) αι (Ον 1219 (90 (9) αι (ϱ)-άν(ε) - 
άν (α(θυ (0) αυ ()νδ(α(θ,υ λα α (0 (μο)υ() αυ ὢ. 


Διατυποῦμεν μαί ἀποδειανύομεν ματωτέρω µἰαν βασιαΏην προτασιν. 


Π ο { : ον ν , ' ο το ον 
Προτασις Ἱ --Β-ΐ, (θεώρημα Μέσης Τιµῆς ὅια συναρτησεις ὅυο μεταθλητᾶν). Ἐὰν 
Σ(αιν) εἶναι µία συνεκης συναρτησις όύο μεταθᾶητῶν εἷς μίαν ᾶειστήν περιοχὴν καὶ 

. ος , ͵ ς ζ π πι . τα ” 
ἔὰν αἳ πρῶται µεριμαι παραρωροι ὑπάρχουν εἰς των ἀνοιατῶν περιοχτιν͵ τότε Ἰσκύει 


{ ; 
ο τυπος: 


δα,» ο Κ)-ό(α. 4) 5 Π. ὃς «χε «ΘΑ, ὐ. ΘΚ)ΑΚ.δν(α..ΘΠ, 0.6) ὅπου ο«θςλ. 


Ἀπόδειξις:. Θέτομεν Ε(Ε)- ὀ(αμί-Ώ, μις: κ), ὅπου ο 4. 


Συμφὠώνως πρὸς το θεώρημα Μέσης τιμῆς διά συναρτήσεις μιᾶς μεταθβητῆς Έχομεν: 


Ε()-- Ε(9)5Ξ Ε/θ), ὅπου 0-θ-4 (9 


Ἐάν Όεσώωμεν Χς Χονξ η, )ΞΨ,«ἐ-Κ, τότε Ε(4)- δ(α, 9) ὁπότε θα ἔχωμεν: 


ον ου 


ααί Ε/θ)ΞἨ.ᾷ, (χο-ΘΗ, ..Θ:Κ) ν κ. (χοε ΘΗ/1. 16) ὅπουθκθ-ςᾖ1. 


ο τότε ἡ (1) γράφεται : 


ω. 


{6τπ, ος Κ)- ἁαο 9) ΞΠ. ᾗκ(Χος ΘΑ, 4 «ΘΚ) ν κ. όν (α. ΘΑ, ιν ΘΚ) ὅπου 0-64. 


ψ. 4 ῃ ο Ὀ , η 
Ι.Ἔστω ὅτι αἱ συναρτήσεις µξ (α,υ), υ- σ(ὰ,ν) Έχουν μεριμᾶς παραγώγους συνεχεῖς ἔπι 
τοῦ ἀνοιατοῦ ὑποσυνοᾶου Μ6Β μεχρι δευτέρας τάξεως. Έστω ἐπὶ πᾶξον η συνἀρττισις 


(αν), ητις Έχει µεριιάς παραγώγου» συνεχεῖς ἐπὶ τοῦ ΟςΕ’ µέχρι δευτερας τάξεως. 


Τότε διά την συναρτησιν Ε(κιυ)-ό (α(αιὴ),υ(α,υ)) Έχομεν: 
θε(α9) . δἱ θι, δ ὂυ 


δχ δα ὃκχκ δυ ὃχ 
θεαν) (9, δα 9 ὂυ δω 98. ὃι. κ(9ύ δυς934 Όυγ ὃυ δν ου 
ο δις ὃχ διδυ ὃχ, ὃν δα ὃα: ᾿ 5υδι ὃς "δυ: ὂτ) ὂχ .δυ θχ.- 


οἳ «μι  οἳ ὁ ὃ"υ 
ο ντα πα ὃν ὃν, 5 (00) - κο πα 


Ἀναλόνως εὑρίσωομεν: 


«σ'εα), - (2) ν.. οὗ δα ὃν 


δη δυ.ὀυ δυ ὃν 


μαι 


δἱεαΝ) δ4 ὂα ὃωα ιδ) ὂυου, δ ὃδᾳ ὃν, δύ δα δυ, 0, δα |Θὐ, ὃν 
δχδι δω ὃὂχκ οὗ δυ; ὃχ δὺ ᾽ διδυ ὃχ ὃς δν ’δαδυ δὲ ὂκ δα ἄχδυ ου δχδι 


Δια τὰ δι πρὠτης μαὶ δευτερας τάξεως Ἐχομεν ἀντιστοικως: 


9ς 4 δύ ὃ οἑ ου (ή ὃαᾳ , δὲ δυ 
αξ-ος α ὃς ἂν - (δι ὃς ντο απρος ὃς) χε (δα δᾳ του ου) ἄν 


αδ (ὸ ὃ ὃ --δὐ 
-., ὃς αχ λλω.ὃ ὁ [5ς ἀκι-ὃο ον ἂν) --ὃ- αμ δν δαν . 


σι 


ΩὭστε: 


άξΞξ ὃς ακνες τά δα ὁ αν ον ἄν (0) 


Διὰ δε τὸ διαφοριμον ὄευτερας τάξεως ἔχομεν : 


. ος ακνε1 ο ξ, ᾱν 
ἁ εξ ἀχὶ αν εατοσος 


ἀχάψνὸ γτς Ὃ ξάι (2) 


δε ὂΕ δ.Ε 


Ἁντιιαδιστῶντες εἰς τών (2) τὰς -Ἔ-ς 


ὃν αχν-οο 


δυ᾿ 
δν αν - κ. άκν ὃν. ὃ 4ν- άυ, 
Θ αχ» αρ ο δα ἀκάντ-ὅρς αντ -αμ, 5. σι ο στ σι κάν ὃν αυ-- ᾱυ. 
... 
4 Ἔ- «θα μον ας αυ εδὸ αἲ ωεος αἲυ (9) 


Ἐφαρμογὴ. Ἔστω ἡ συνάρτησις ὰ-ό (α.9) διά τὴν ὁποίαν ὑποδέτομεν ὅτι ὑπαρχσυν 
αἱ µεριμαὶ παρἀχωχοι μεχρι Φευτερας τάξεως εἶναι δε αι συνεχεις. Εωτελοῦ-- 
μεν ἀλλαγην τῶν μεταβλττώῶν εἰσάχοντες τιολιιιάς συντεταχµενας ἦτοι : 

χ-ρσυνθ, ἠΞρηωμθ,ρ20, 0Ξ68-2Π, ὅτε Φα εἶναι 


ρεγχνν, ΘΞτοξσυν 


δε συναρττισις γράφεται. 


απο Ξ τοξημ--ο--τ----- 


ά ος τν 
Σ- {(α)- {(ρσυνθ, ρηµθ)Ξ Ε(5,θ). 
ζητοῦμεν νά ὑτοβογισωμεν αὰς µεριμας παραγώτους Ἔκ, Ζω, Έχε, Ἔνς, 2 


πὰ 
{ - ῃ 
αρτησει τών ϱ µαι θ. 


-δατν δχδυ ; δΗ: διά τῶν ἴσων των μαὶ Έχοντες ὑὰ ὄψιν ὅτι: 


συν - 


μ α .. 2 -ᾱ ' η Ὁ-υ-υ--ι 
Λὺσις: 4ἱ Εφαρµωγτῃς τοῦ κανώνος παραχωγισεως συνὀὂετων συναρτήσεων Εχομεν: 


Σι Ξ 2, Ρ38 Ξρ.θιΞ- Ἐρ δ - Σρ’ το συνθ- -ς ... (1) 


ψ 
Ζω- ἔρ' πο. τις, Ὀᾗ ο... κ.) 


ϱ 
ῃ Ὁ 


πας ντ Ἔρ (3) 


υ ρ5 

Ἡ ον (3) ο πα συχνα. ὃν τὰς λίαν. ο. λα. Έκομεν : 
Ὥμιθ 

... ἒς. ο (1) - σε (3/συνθ- το (2, συνθ- 2” 

.φδ (3,συνθ-Ξρ"ρ αμα, - κα: συνθ- Ἔρρ' μ. . -.. 


Μο ο... 3, .- 20. σεν Ξ οσα λ(- 8] 
Ἐιτεβοῦντες τὰς πρατες ο 


19 
ιΞ τρ. συν Ῥνἀρι ος -23,0 συν ρμθ ο” ος οπλο (4) 
ο ν ' . πθ- 7θ Το θ 

Ομοίως: ἄκῃ” ἓρ, συνθηµθ- ἄρι ρε - ορ ο ρομ. -ᾱρμΕθυνθ. ον 
Ὁμοίως : ὅι Σρι πμθ οι. ο θν2ς ορ ος ἂρ ο, συνβομθ δει 
ΊΕω τῶν (4) ιιαὶ (5) Έχομεν: Δᾷ - . ξι- Σι γΐος ᾖε Ὁ Ξρ. (0) 

Ἡ δυνάρτησις 5 πού πΏχιροι των διαφ. 5 Σίδιωσιν εοςο (3) Άδχεται 


ο ο, ι ν. 
Παρατηροῦμεν ὅτι: 23 «31 


{ 
ἁρμονιωτ συναρτησις « Συνηθδως ἡ (3) ἔραφεται εἰστολιωας συντεταἵχµενας ὑσο 


των ματωὸι ευχρηστον ο. 


χ- 
ΔᾶΞ- χε ν Ἕμι- Ἆγι ν Ζρι-ῃτ τρ δε {8 (ρδς 28) ώ ο] (8) 


639. ΤΥΠΟΣ τοῦ ΤΑΥΙΟΡ ΔΙΑ μεις ΔΥΟ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΗ 


Ἔστω Ἡ πραγµατιμπ συνάρτησις ἆ (χ,η)) ὡρισμένη ἐπὶ μιᾶς μΔειστῆς περιοκῆς Ὁ τοῦ Χ΄ 
;. μαὶ ἐπιδεχομένη µερινας παραφώμου5 συνεκεῖς μεχρι τῆς τάξεως ρ.-ᾖ. 
Ἔστω ὅτι τὸ σπμεῖον (κ. ψ)) ε ὕ. Ἔστωσαν οἳ τιραμ]ιατιιοὶ ἀριομοί Β, κ τοιοῦτοι, ὥστε τὸ 
τμήμα µε ἄμρα τὰ σημεῖα (χο) μα (Χςς Ἡ, ἡι9 Κ),δηλ. τὸ συνοᾶον τῶν σημείων (Χ,ν η, 
υ,:Τ: κ), ὅπου Οςἐ-ς {νὰ μεῖται εντός τοῦ Ἰ). Ἰότε δὰ ἔχωμεν 


{492 Ά, ή κ) ὁ (Χο, Ψ.) κ. ὃς (κε }1 κδη (κο ἡ,) 3 


ε 


η Μι υ 
Έπητ ος α. ία, λα. .ς (ας νι) 

κά 
1- ευ ας (ὰο, Ἡ9) μα. τι κ. ν ἄ. ΜΕΣ. 7ι μμ λωη.. δων(Χχ.Ν.) (1) 


μονο κ (Ρ) 
ν ο ο πο ον 
πι ] (Ρε) 


εἳ 
στη πι κι (χο, θν18κ)}, 


ὅπου 0«θς:, 


Άποδειξις: θετοµεν Σ(8)Ξ ὁ (χον ἐπ, υ,9 1), όια 05 1-1. 
Συμφὠνως” πρός τὸν τύπον τοῦ Ταν ἔου ὁιὰ συναρτΏσεις μιᾶς μεταθδητῆς ἔχοιεν: 
Εν... Ενας εἰ ὺὺ µ.. 


.. στ ππτοτ ) οΟςκθ-ς{ μαὶ Σαν 14, 


ΕΞ Ε(ο) Ε΄(9).ἐκ- 


ως Ε/(9) εόχο. , Ε ὁ) 
Ε(Ι)5 Σ(ο) ΚΕ (ο)ε σ ος πα κΕστη 0«-θ-ς1 
Ἰλλδά (6λ. ἄποδειξιν προτάσεως Ἱ- 8-1): 


Ε΄(ο) - Π.ὅ, (Χο, ἡ.)»- Κ.δν(Χ.ῦ.) 


μαι ε(ω- αν εῳ-ᾱ (Ἠ.ὁς ν Κ. ὂν) Εθν 1Ώ Κ. ἆνν Κ᾽' ὄφ 
μαὶ ἑπομενως, Λόγω τῆς συνεχεἰας τὼν μεριιῶν παραφώνων, Ἐχομεν: 


ε’ (ϱ)5 µ η (ας) 3 2ῃ: κ ὃς (α» ν,) ν κὸ . (α. Ώ) Ν 
Ἐρψαξόμενοι μαῦ ὅμοιον τρόπον επαγωγιμῶς εὑρίσιομεν ὅτι ἰσχκύει ὁ τύπος: 


(9) ο μ. κ (4) κ , 
Ε (0 - πο Όππτ ὀῳν (39), ὅπου κας ρ ιαὶ 


(991) ' η κ (άν) ι - 
Ες Σ. (491). τη κο ο ὅπου Ο«θς4, 


ϱ ᾿Εὰν εἰς τον ἀνωτέρω) τύπον (1) Όξσωμεν ἀντὶ χ.9Ἀ το χ ἁαὶ ἀντίὶ τοῦ «κ που, 


/ 
[ 


« ἲ : 
ὁ τυπος (1) Ῥραφεται: 


ὁαιν) 5. δ (ὰ. Νε)’ (χ-χο) ὃς (Χ.,ὴς)Ν (υ- νο) ὃν (. Ν9) 3 
κα σα (Χαν ) νἝης .ὸ ὁ, ων) η ον ξς (α. 9) 


(1) 


(α- χν) ( ως (ρο0) 
Ἡμ κα Ἀλλά η, 


(θα ύθ( 0), ο-θ--Ί 


ππ 
ἵατὰ ἕνα ἀνὰλορο τροποναποδειμνύομεν τὸν τύπον τοῦ Ἴαγθοι διὰ συναρτήσεις τριῶν, 
τεσσαρων μι. λ. μεταθλπτῶν. | 
9 Ὁ τὺπος () γράφεται καὶ ὡς εδῆς : 
(Χο, ψον κ) - ὁ ον νο) δν, (Χο,Ψο)/- Κῑψ(αοο) ᾗ -- 
κ ότι πο μα ᾱ., .ὰ Ἂν ων) . 
ι μπα ή, ία», αἵ η. κδν»- κα ὡν Κο δις 09) - ἃν 
Οπου Άν συμθοβᾷίδει τὸν ὑτπόλοιπο. ὅρο:. 


(4) 


. ῃ ζην} | 
β/Ξ σσγηι { Π. 6, (0ο94-ΘΗ, ὐΥΘΚ) κ.ά (αοἳθΗ, υνθκ)] µε Όςθς/. 
Ἔχοντες τώρα ὑπ' ὄψιν τούς ὁρισμούς Π-4 -ἵ, Π-6-/ μαί τοὺς συμβολισμούς 

τῆς δΎ τοῦ παρόντος αεφαδαἰοι) διαπιστοῦμεν ὅτι τὰ ὁμοζενΏ πολυώνυμα µε θαθ- 
μον 1,2)3,...,Ὢ, Ἠν{ ἀντιστοιχως, τὸ ὁττοία περιαΔείονταὶ µε ἐνώτιικὰς γραµµαΣ 
(ἄγγιστρα) εἰς τὸ ἀνωτερω ανάπτυχµα έἶναι ἀντιστοίϊκως τό πρῶτο, Φεύτερο.... π.τά- 
ξεὼς διαφοριιο: 

αξΞξ πόὁε- κ. 

2 (3) 
απ όκν κ) ο ης νο ηΚ όν ὰ 
/ 
α Ὁ κ πω α ον ο αν ᾱ ὅ ὁ ἡ «ᾱ ὁ 5 Α ὁ 4 Αα -ᾱ- ᾱ (20 
(5) - 

α ὁΞ(Νός καν) ΑΝ κ(π) ήπκ ος κλόνη 
της ὁ(αν) εἰς τὸ στµεῖον («οιΜ.) ααὶ τὸ (ηει)- τάξεως διαφοριιιό αἩ εἰς ἕνα ἓν- 
διαμεσον σημεῖον τῆς εὐθείας ποὺ ἑνώνει τὰ σπικεῖα (Χο, ἡο) εαί (Χο, ἡν κ). 


“ ς ’ ας ον, . , . ο ως 
Όθεν ο τυπος ({΄) τοῦ Ταιζου μπορεῖ νὰ ΤροβΏ πιο συνοπτιικα ὡς εξῆς: 


ε᾿ ο, υπ Υ Κ)Ξ - (κανω: 4 (ον) Ἀνετς 


Ρα ο τρ ο σωστο με ος-θςΊ 


τα᾿ λα (3) 


3 αν (πο υο) ξν 


κι 


Παρατηρησις: Ἀπὸ τόν τύπο (!’) διὰ η! ἀαμθανομεν τὸ θεώρημα Π-8-ἶ Μέσωςτι- 


μῆς διά συναρτήσεις ὁὐο μεταθλητῶν. 


610, ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΚΑΙ ΔΙΑΦΟΡΙΣΙΜΟΤΗΣ ΟΚΌΚΑΗΡΩΜΑΤΟΣ ΩΣ ΠΡΟΣ ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΝ . 

"Εάν ἡ δ(α,Ε) εἰναισυνεχὴς συνἀρτησις τῶν χ ιααὶ ε εἲς τὸ ὀρδοχώνιον χωρίον 
αξχ-θ, ΥΞῖςδ, δυναµεδα σέ ἀραάς, γά Δἄαθωμεν τὴν µεταθλτιτην χ ὡς στὰ- 

δεράν υαὶ νά ὁβοιβτρώσωμεν τὴν συναρτησιν ὁ (α,Ἑ) µε μεταθλοτήν τὴν ἓ μαί οὗ- 


τω παταληγομεν εἰς την παν Ε(α)- ᾗ δ(α1)άϊ (1) 


θεώρημα Π[--ιο-/. Εάν ἃ ὁ (κι) Εἶναι συνεχἠς εἰς το χωρὶον αΞχ-θ, γ-εἡ-δ το 


οδοιιλύρωμα (1) Φω3. Ἡ Εζκ) εἶναι συνεχΏς συναρτωσις τῷ» παραμέτρου κ. 
Ἅποδ: Εἶναι: | Ε(Χ)- ΕΟΟ Ξἱ 16 (καπρ8)-δ(α,9)άξ] Ξ [βανλ)-ιϱ]αξ--οποῦη-ο. 
γ κ.ά 


/ { ( η μα υ " αν ο Π Ι 
θεωρηµα ΠΠ -Ι0-2. Με τὰς ὑποδεσεις τοῦ ἀνωτέρω Όεωφρηματος ααὶ ἐὰν ἐπί πλε- 
ε. ο ο [ [ ' ’ 1 ͵ 
ον Π ἁ-ϱ:) Εχει συνεχεῖς µεριιάς παραχώχους ὡς πρὀς χ μαὶ ἕ τοτε δα ἰσχύῃ: 


ὃ δ 
αξ ὰἁ : 
Γρ -( [βαραὺ- . ο ων αν 


δ 
Ἀποῦ: Ἔχομεν Ε(χςπ)- Ε(χ) { { σ(κκη͵ 1) -ὁ (κ) ] αἳ. αν 


᾿Επειόπ Ἡ ὁ (αρ) ὑπετεὸω διαφορίσιµος ἓ εντός τοῦ ἄνωτερω ὀρθοχωνισυ ατα το 6ε- 
ώρημα τῆς Μέσης τιµης δά ἔχωμεν: ὁ (χοπ) -δ(αα)ςη. Σ(Χ«θῃ,Ε), (2) δια Ος«θ-«Λ. 
Ὅ (:) 4όγω τΏς (2) γράφεται” 


ου... ᾗ, (κκθη)αἰ (3). 


Ἐπειόήὴ ἡ ὁς ὑπετεδη συνεχἡς εἲς τὸ αλειστόν χωρίον ἔπεται δια μιάδες»ο ὑπαρχει 
δ(2ο τοιοῦτον ὥστε [ὅν (α-θΗ8)-ὁκ(α,Ε)ε (4) διά πι πδίδ 


δεν, Εαν) εί) . (κ θ)ά1] «άρον» Ῥρωλνε- [ε ἀἲ-.ε(δ-χ), δια ηι]-«δ(ε). 


Κατα τον ορισμον του ὁρίου Ἔχομεν: 
θιπη μι... Ε(α)-- ᾖ ὀχ(ακθ)άτ, 


Πο 


ϐ Ἡ. ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥ ΑΙΑΦορίκΟουΥ ΣΥΜΑΡΤΗΣΕΩΗ ΠΟΛΛΩΗ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΗ 
Προιασις Κ- μ-1. Ἡ ἵπανω ααὶ ἀναγμαια συνδήμη ἵνα τὸ Φιαφοριιιόν τῆς συναρτήσε- 


. , 2 , -.. - ς , - Ῥ ος π { µ 
ως } (αυ--ω χ5) ὠρισμενης ἐπί -οὔ ἀνοιατου ὑποσυνολου Τ) τοῦ Ἑ, ἐἶναι ἴσον πρὸς μηδὲν 


εἶναι ἡ ὁ (αι... αν)νά εἶναι σταθερὀ ἐπί τοῦ ἵ). ι 
Ἀπόδειεις: Ἔσιω ἡ ὁ (αμ... αν) διά αάδε (α,... αρ) ευὉςτ. 
Επειόη κο δια ἱ-α,...)Ρ θὰ εἶναι μα αἱ -0 διὰ μάθεία,... χν)εἶἷ]. 


ι 


Αντιστρόφως: Ἐσιω ἄὁ 30 διά μαθε να: αλά. η ο  ἀχ δαν αχ, -ο διὰ αάδε 
(αμ πι) εὉ. 
Υποδετοντες τὰ κχ.͵...,Χ, σταδερα μαὶ τὸ αχ, μεταθᾶπτὀν, τοι ἁπ,-.--Ξ ἄχ,-ο μαί 
άχι34ο ἐμ τῆς ανώτέρω σχεσεως ἀαμθαάνομεν: 

Φε ἁχςο η ον Ξ 0, ἤτοι ἡ συνάρτησις { εἶναι ανεξάρτητος της µεταθάητης χι οηλ. 
ὁεν περιξχε: τὴν -α-. χι Ὁμοίως ἁποδεμινύεται οτι η ἀνωτέρω συνἀρτησις δεν περι- 
ἔχει τὰς μεταβᾶητας α.͵...,αρ. Όδεν ἡ { εἶναι σταθερὰ συνάρτησις ἐπὶ τοῦ ἵ). 

Πρότασις ἹἩἹ- Ι-2. Ἔστω ἡ διαφοριττ; Έωφρασις Φ ἁπιν...Ἡ ϕς ἄχρ, Όπου αἱ συναρτ- 
σεις φ (α,...,χο) ἰ-{,...,Ῥ εἶναι συνεχεῖς ἐπὶ του [)ςΕ’ εἶναι τὸ διαφοριιιόν μιᾶς συναρ- 


τήσεως ὁ {Χι,..., ἂρ) δια πᾶν (αι... αν) εὐ ο δ.. οτε διὰ πᾶν (Χ,,... αν) εὉ ἴσκύει: 
Ὀόία,..., ο ι 
ο ου 


Ἀπόδειξις:. Δια (α.,.. (ωχν) ε Ὁ ἔχομεν: 


ἀἲ -ᾱε ἁχι εν ρας αῑς 0 
μαὶ αἱσφάχιν- ᾷ- ἄᾳρ. (2) 


Ἓαι τῶν (1) μαι (2) Δαμθανομεν: 
[οΕ] θά 
(55, 5) ἁλνν ες δι) 4χρ” 0 ο 


δια πᾶν {α,,... κ) εὉ. 


θέτοντες ἅχ,-...-ἄχ,-0 µαί ἄκι«Ξ0, ἠτοι α.....ιᾶρ οταθερα μαί Χ, µετα- 
ῥᾷττον τπτ (3) δίδει: 
Ρα 
δν, -4ι) πχ ιο) 0 φὲγ. Φ τω» 
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Ἀναδόγως εὑρίσαομεν : 4, ὃς νο ἄν ος 
. φ 


Ὀρισμὸς Π-4-{. Πῶπρουμένων τῶν ὑποθέσεων τῆς ἀνωτέρω προτάσεως ιά τάς 
, μ 6 2/ , - ζ 
συναρτησειςφ,͵ ἰ51,...,Ρ, Ἰ ἔάφρασις φ χι: «4ράχρ Δὰ καϊτπτας τεζεισν δια- 
φοριτιον. 
"βόη ὃα Έξετασωμεν τὸ δέµια τοῦ τεβειου διαφοριαοῦ εἰδιιῶς διὰ συναρτήσεις δὺο 


μεταθῤπτῶν. 


Πρότασις Ἱ- 1-3. Ἐὰν ὑπάρχουν αἱ µεριναὶ παράνωγοι ὃς καὶ α. εἶναι συ- 
νεχεῖς τιαὶ ἡ διαφορίαω ἔάφραδις Ρ(α9)άχν Ο (0) ἂν εἶναι τεᾶειον ὁιαφοριαόν 
Ὁρ 98 


1 . ὦ ο) ' 
όια (χ,η)εὈ « Β., τοτε θα (σαυπ: ὃν δα 


; { ν ᾿ Π οἩ [ . 
Ἄποδειξις: Ἔα οσον Ἠ δοθεῖσα ΦιαφορµαΏ ἔαφρασις εἶναι τεᾶᾷειον διαφοφ/ικον 
Π [ .. Ν . , ᾿ 
ὑπάρκει συναρτησις {(α), αι η)εῦ) οΕ τοιαὐτῃιὼστε να Έχωμεν: 


Ρ α)εος. μαὶ 809) ---, αν) εὖ 


Ἔα τῶν ανωτερω σχεσεὠν ἄαμθανομεν : Όρο ὃς ιιαὶ-θὸ αι ο. 


δυο ὃΌχδυ ὃχ Ὁουμὸκ. 
Λόνω ὅμως τὴς συνεχείας τῶν παραρώψων δε; ον. ἔπεται ὅτι : 
δ4 5-5 


ὅχου ΄ θύδα. 


ια τῶν ἀνωτερω σχέσεων ἀαμθβανομεν: β.. Θα) (αυ) εὖ 


Πρότασις Ἱ- -4, (Ἀντίστροφος) Ὑποθετομεν ὅτι αἱ συναρϊῆσεις Ρ(ὰ9), α (αι), 
ο Ἡ ι ο τῶν ἀνεξαριητων μεταθᾶητῶν κα, εἶναι συνεχεῖς δια πάθε 
(αυ) ευεν μαι Επί πᾶᾷέον πᾷπροῦν των σχεσιν -δῃ ον -- Τότε ὑπάρκχουν συαρ- 


τΏσεις Ε(α,υ) ἔχουσαι ὧς διαφοριιον διὰ μάθε (χι) ς Ὁ τὴν ἔάφρασιν ΡαχνΩ άν 


(τέβειον διαφοριιιὀν), ὁπλ. ὑπάρχουν συναρτήσεις Ε(αιυ) πἀπροῦσαιτὰς Φὺο συνδή- 


Ἀπόδειξι5. Δια 4 σταθερὀν προσδιορίδοµεν μίαν συνἀρτησιν Ε(α,) διδομενπν 


, 


ὑπό του ὁ Δοα Ἀορώματος" 
«ἂν Εν)- [ρα ν)άϊν αν) ᾱ- ϱ), 


όπου ὅ (υ) εἶναι µια. πραγµατιιὰ συναρτησις5 της μεταθᾶττωδ η, 
. . νο ας 
Εστω ἀξο (αν) στη ί 1 (ευ) ἀτ). 6) 
Παρατηροῦμεν ὅτι : 
δα οα ο- ι | 
οκ . ὁοκ οσα μι 26, υ) αἲ) - μ  ὅχδυ ( ράραε) 


θα. ΘΡ 
Ξ 29 - -ὂ (ῷ (εαν) --ᾱᾱ. -θδ-- ὃ. 


τοι ἡ συνάρτησις Α εἶναι ἀνεξάρτητος τῆς μεταθᾶητῃῆς κ. 
ότι ο ώμΗ: τὴν συναρτπσιν { (9) εἷς τρόπον ὥστε: 
4ωτα-4 αν) -ὃς ({αν) 3) ἤ Φα ϱ-ςς(.ρῶωα!ι)όω ὤ. 
λόνῳ τως (1) ἔχομεν : 
δεία, 
νο. Ρρ (κ) (4) 
Και Δόνῳ της (3) ἔχομεν| 


θεά) ο (ρα, υ)αἲ) εδω) 9 (αυ) 


Ὀθδεν, Ῥ (κ) ἄακνὃ (αν) άν --οσ 5) άχ εφᾷοσ άυνξ- αξία μ). 
τοι η διαφοριαΏ ἂμφρασις Ράκκο ἄν εἶναι τεᾷειον διαφοριιὀν. 


Ἄπομενει εἰς τον τύπον (1) τὸν δίδοντα την Εία,ὴ) νὰ προσδιορἰοὠµεν τν συναφτΏσιν 


(9). Ὅ προσδιορισμός αὐτῆς τίνεται δι ὁὰομἀπρώσεως τω» σχεσεως (3), ἦτοι! 


κ δω)-1Γααμ)-όπ({ ρα αῦ]αν «ο 


Ἐφαρμοχη: Δείδατε ὅτι τι παραστασις 
(03συνυ- οἴτιμα) ἁχ κ (οουνχ- ϱ μυ) ἂν 
εἶναι τεΆειον διαφοριιὸν μαὶ νὰ εὑρεδῷ π συναρτησις Ε{ὰ, ο, οποίας εἶναι διαφοριιιόν 
Λύσις: θετοµεν Ρ-ϱ”συνυ- ϱἳημχ, 9- ε" συνχ- οϱ.ημυ, ὅτε Έχομεν: 
δυ--οἳ ηΏμυ-ϱ ομαδα. Επομένως ἡ ἀνωτερω διαφοριατ Ἐαφρασις εἶναι τέλειον 
ο, Ἔστω Ε(αι9) ἡ συνάρτησις τις ὁποιας εἶναι τὸ διαφοριιὀν. θὰ ἔχωμεν 


λοιπον: -ᾱ---Ρ η 5---οἳ οὔσυνυ- ο, ημκ. (1). Ὁδοιᾶπροῦντες τὴν τελευταἰαν εξίἰσω- 


σιν ὡς ον ως . Ὁ 
Ε(αν)-θσυνηο"συνχ--ο(υ) 0), 


Διαφορίδοντες ττν (2) ὧς πρὀς η, ευρίσαοµεν: 
δα --θ ημη «οῦσυνχ{- ο αρα ημα (3) 
ει τῆς τεβευταίας Εξισώσεως ἄαμθάνομεν Ο(υ)ΞΟ Ώτοι Ὄ(1)5Ξ06 δηλ. σταθερα. 


Ὀθδεν, Ώ Ξητουμενη συναρτησις εἶναι Είαιν)- εσυνυ « ε'συνακο. 


΄ ε » , 
Συμπάπρώματα και Ασωησεις. 
1. Μεριµαί παράρωγοι πρὠτης τάξεως. 


Λείξατε οτι ἡ συναρτησις µε τύπον 
(αω- [σης ἂν (Χ,ὴ) (00) 
ο) ». (αιν)Ξξ (0,0) 


Εἶναι παντου συνεχτις ιαὶ ὅτι ὁς (00) - ὃν ιοο)-ο. 
᾿Εξετάσατε την συνεχειατῆς ὅ. (οὐ) εἰἶστὸ ἡΞο ααϊτης ξι(α,Ο) εἰστο κ-ο. 


χι κ", ξὰν (χι) (00) 
πο. | ο. υλ( 


Εάν τό (9) δὲν πᾶηροϊ τὴν ὀνωτερω σχὲσιν. 


Δείξατε ὁτι α) 4, (009) ιαὶ όν, (00) ἀμφότεραι ὑπάρχουν. ϐ) Ἡ {(α,9) εἶναι άσυνε- 
αἦς εἰς τὸ σημεῖον (0,0). 


Αύσις: τῆς ϐ). Ἔστω χ--- 0ο μαὶ η--0 ἀμοβουδοῦντα τὴν μραμμήν Ὁ- λκ. ποῦ ἐπιπὲ- 


4 ιν Π ' α - ῃ ῃ 
ὅου χοη. Ίοτε ὃα Έχωμεν: ξύπῃ 1 (α.) 5 έὔτη ο - τὸσς ,. Παρατηροῦμεν ἀοιπόν ὅτι, 


μ-.ο 
ν 5ς: - ε] - µ ολ - ι -- ’ . , 
το Οριον τῆς ό (αι) Εξαρτᾶται ει του συντεΔεστοῦ ιβίσεως τῆς Σωᾶενείστι εὐθείας 
η5λ-Χ ματὰ µΠιος τῆς ὁποίας αινούνται τὰ χιυ. Ἆρα τα (χι) δὲν εἶναι συνεχἠς 


εἰς τὸ (0,0). 


ος κ ῃ , ὁ ͵ ; 
8 Νά εὑρεθοῦν αἱ πρώται µεριµαὶ παράμωγοι τῶν αάτωδι συναρτησεων : 


5) δα, ν)” αν τιμη; ον τη ὁ) ὃν (αι .) αν λα.» τν δα σος μι - 
}) {αι ε)- ον ο) ιτ. 1. 6) Αα ε)ςτοξερ”. δ6 84. 


πλθχ δυ 


ε) ών. ο τνς ενος στ) {(αχιἡ)Ἅ-κὸ τὰ οι 
38, Να Ἐξειασὸπ τὸν ὕπαρχουν αἳ µερικαὶ παρἀχωχοι η στο τῆς συναρτησεως : 
Ἱσω- εν 
: » Χο 


ΤΠ. Μεοιαι ος ι δευτερας αι Ὕλσιρας τα 


ον 
4, Έστω ὅα)-α)ψκοὈί. Να εὑρεδοῦν α)-3 ο 6) Ὁ ος  τ) τη, ὃν ρύρος ΄ 
5, Δείξατε ὅτι ή ώς σ αμα) προς ἱαανοποιεῖ τὴν Εξίσωσιν: 


« 
8 ὃν εδ «5 ο ΞΟ. (Διαφοριμή ΣΕίσωσις τού Ἰαρθαςθ) 


δ. ιὼ δ(αι9)» ἐος (αν ψ). Δείξατε ὅτι: 
ου οἱ. 
θδχ» δη 


Ξ0, 


Ἰ δείξατε ὅτι: ἐάν Σ-ᾳ (υναςκ) (η-αχ) τότε ο. Ξ0, ὅπου αἱ Φ,ᾗ συναρτή- 


σεις παραγωγἰσιµοι μὲχρι δευτέρας τάξεως. 


8. Μἁ ὑπολογισθοῦν αἱ μεριµαί παράχώροι η-τάξεως τῶν κἀτωὰ συναρτήσεων : 


α) 4{αιφ):συνκ.συνυ, ϐ) {αν)-πμκημῳ.πμξ. 


9. «Υπολογἰσατετὰς {κο ϱ) μαὶ τά (90) διὰ τὴν συνάρτησιν ὁ (χ,ν)) ὁριδομέντι ὡς ἀμολούδως: 


αν Π 
Χυτιμ.-ε- ἔάν χ{ώο 
ο. Ξ πτυ 


; ξὰν χγά0Ο. 


Π. Ὁδιια διαφοριμά.. 

9. Νἁ ὑποᾶονισθοῦν τὰ ὁλιμά διαφοριιιά αἲ ιαὶ 63 τάξεως τῶν υάτωδι συναρτήσεων: 
α) ὁ (αι) ο ναντημη, ϐ) ό αι) α(«9), Υ) ὁ ανα) - εφ(2χ-φ)Θ33, 
ὁ) Νὰ ὑποδογισδῇ τό ἄό (ὰ.ὴ) διὰ κ-!͵ φ-ο, άχος, ἄνΞ, ξὰν { ος Ἡ)- νανη. 


Ί. 4) Ἔστω Ό (αυ) -α'.ϱ”. νὰ εὑρεδῃ τό αν, 
ϐ) Δείξατε ὅτι τὸ (Αχΐη- ου’)άχ κ (α»- «αυ κσυ") αὐ δύναται νὰ γραφῷ ὡς ἔντελειον Φιαφο- 


ριαον μιᾶς συναρτησεως ὁ (α,͵ 4) μαι νὰ εὑρεὂῃ αὐτη ὦ συναρτησις. 


{ Π { [ [ 
π. Μεριμα! παρα νωγοι ααἱ διαφοριμα συνθξτων Ὃ τα 


η. Ἐὰν 2-6” μα κ-ἰσυνὶ Ἠἡ- ἐτπμῖ νὰ ὑπολονισὸῃ το ἂν Ξ διὰ ἐ-σ-- 


οκ ος 


ε 
Β. Ἐάν 2-4α”-9ι. ὀπουαξς καὶ ὓ- -ς κ’ νὰ εὑρεδοῦν ---- σπα η, 


μ. Ἐὰν Στ (ος ναὶν ψ’, όπου α-ς.θ υαὶ υ-ς-όἳ νὰ εὑρεοσὺν ο. .- 


Ρ.Ἐάν υ- Σημ. ὅ. , όπου αξ 9 α15)-απ-χ5 5-οπῖ- 35". Νά εὑρεδοῦν : 


ϐ) -ὂν ν }) ἀν 


ον. 


Ι6 Εὰν 3-6” μυ, ὅπου χ-ὶ, 0-93. Νά ὑπολογισογι .. 


(ᾷ) Εάν Σ- 5 (χψ) μαὶ κ«-ρσυνθ, ν-ρπημθ δείξατε ὅτι : 


οε ὃξ -«Ὁξ ομθ 
δι δρ συνθ οϱ ρ 
ὃν ὃς 


ὃς ορ Ἴμθν ὃς ορ”. 


.Ἐάν χ- ρσυνὀ, )Ξρημφ, τότε ο. ο ἡ ο ο Ν(αἡ) πᾶπροϊ τὴν σχέσιν: 
ὂν ὂν θνυ: 
(55) (60) (85) ντ (58) 
Υπόδ. Εἶναι πο νή,- -.... | 
«Ν κφ εν ὃς Μ(-ρτμφ)ς ν (ρσυνφ) μαὶ εν συνεχεία ὑπτολογί- 


σατε τὸ νο» δε ν. ᾿ 


Π . ς η - ἵ [ - , ' 
Β, Δεἰξατευτιηπχς { (χ"), ὅπου ἡ { εἶναι παραρωψισιµος, ἱανοποιεῖ τὴν σχέσιν: 
δν) ὸη (ς) 
(25)Εὰν διὰ αάδε πραμματιιἠν τιμὴν τὴς παραμέτρου λ ἰαὶ διὰ μµάαποιαν σιαθερᾶν ρ Ἰσχύῃ; 


Ε(λκ, 11) - χ. Ε (κ), ὅπου ἡ Ε ὑπετέδη παραγωώγίσιµος, τότε δειξατε ὅτι: 


κος; νυ ὧν) τρ. 


| Έσιω Ε- Ε(Χη,ψα). Δείξαιε ὅτι: α. ὃς αν στ ος 7 δρ. 


Ώ. Δειξατε ὅτι ἡ ἀντικατάστασις!' χ- ϱ) το" ο ο. την Εξίσωσιν : 
λ 


ο(8) ναβῶδε« Φρεν -ο ὡς ον Ἰσωον: 28 «θὰ. ο 


ο ς υ 4 { 
29. ο οτι Ὦ μαμα α-αῖ-ηὶ, υ-2πχυ μετασχτμµάἀτἰξει τὴν Έξισωσιν : 


δὲν δν 9 
δατ σης δι": ου: 


Μ. Ἐάν κ-χτ-» μαὶ )-τα15 μαὶ ἡ συνάρτησις υ (αν) ἔχει μεριιάς παρανφώγφους 


μέχρι δεντέρας ος συνεχεῖ5 ώς δειξατε ὅτι: 
ωυ συ « ου } 
οι πε ται 9 δτὅ5 


(19)Δεὶ ξατε ὅτι όιὰ οἵασόηποτε συναρτήσεις ὅ,ᾳ μιᾶς μεταθᾶττὴς Ἱ συναφτησις: 
2-α5δς.)τυ 4/5) 


ἐπαβηδεύει την μάτωδι μὲ μµεριμάς ο ώσας Εξίσωσιν : 
πχ δ' Σ ι. ον ὰ -- ο 
δα 


Ἐάν ἡ συνάρτησις ΕΞ Ε {χ, χ..... αι} εἶναι ουνεχηΏς ααὶ ἔχτι µεριιας παρανώφου» 
ὃν πο μ η 


πρώτης τάξεως συνεχεῖς, δείξατε ὅτι: 


ιν 4. . ιά ὃ 

ν -ᾱ, δα, Ε (αι χιναι χι ἄν Χι) πο τσ ν δα. Ε (αι χι: 3 ας Ἆπ 
υ) κ, Ἔς πδ π  - χα 5α- Ρα. ον χΧγ}) 

ος. ἴο] ι ο ι 

ὥς δε Ε (αν νας γ. Χς πνννστς Ὅως Ε (ασ τας 


2ρα Ἂν ἃ- δ(π), νι ..- δειξατε ὅτι, 


4 
οἷα ο-ἆ ο. ος αγ, πι αὐ 


Όχς Όχι Ὕ οκ ασ τὸ ἄν α.-χη 
, [ ! Χι- 
τι. Δείξατε οτι δια την συναρττισιν Φίχ,Χχ., χι, χς) Ξ- Γ τα τι 
Ί χι Χα, 
ἰσκύουν: 
ὢ δφς..ν 96. | «δό ϱ Ἡ) αι Όδς. να οὐ 
ι) δα, ο... δν, ιἱ) κ, δε ε σολ κοκ, Ό, αἱ) αι ὃς Ἱ κανα, "0. 


214 Έστω σ- ο. {(π), ὅπου { διαφορισιμος. 
μα δειχὸΏ ὅτι. κ; ὃς τς πο -α- υ) 7 


(Β)δείεατε ὁτι διά τήν συνάρτωσιν Φ (α,ὐ,2), τις ταυτὶςεται μὲ μίαν τῶν. 
πο φο 
η ο όν αχ »Ύξ πηδὶ 
ἰ) Ε(α νο κο κιν μ2 Σχ) 
Πρ] Ε(απῦεβυ  Υσ” πνλ) 


ἰσχύει ή ἀντίστοιχος σχέσις’ 


Ὅ  ααὶ το «βυ δν ος ΕΥ: 55 -ο - 
ἴ) ο... ο 


Σ. Ἐπὶ τοῦ πύπου τοῦ Ταη {ζογ: 
3. ν ἐφαρμογὴς τοῦ τύπου (2) τοῦ Ταιθου ποβάσεσυιε Φα) ν9υ-2 νὰ γραφτ ὧς ᾶδ-. 
ροισµα ὀυνάμεων τῶν α-{ μαὶ νν2. 
Ἐπὸὃ, Δια «χ.-{ υαὶ ἡ.--0 ὁ τύπος (5) γράφεται: 
4 αν) Ξὁ (411) 9 (α- 1) 4. (1-2) (2) Ε (2) - 
.3{ α-θλὰ ο κο. α-) ων) ὃς, (1-2) (992) όᾳ (2) 
τι {α-ν ὁο (1) 93 (ας) (11) μι (0 -1)43 (α:!) (092) δωμ (1-1) ν (0.1) (2) κ Ἡ». 


ὁπου τὸ Ε,-0, καθότι πᾶσαι αἱ παράρωφοι τάξεως ἀνωτέρας τῶς 33’ τῆς 6 αν) εἶναι µη: 
- 
ὅεν α.τ.λ. 
- . ρα. - 
30 Νὰἁ ὀναπτυκὸΏ ματὰ Ἰαψέοτ ἡ συνάρτησις ὀ(αιν) θα εἰς το οημεῖον (09) 


περιοριΣοµενοι εἰς τὸν ἀριὸμον τῶν ὄρων μεχρι ηΞ-3. 


8ι Ὁμοίιως ἡ συνάρτησις Φ(χ,υ)Ξτιμχη εἰς δυνάμεις τοῦ α-{ μαι υ-σ , 


Ἡ. Ἐπὶ τῶν τεΔείων δισφοριιών' 
3. Λείξατε ὅτι ἑμασττι τῶν ιάτωδι διαφοριιῶν ειφράσεων εἶναι τελειον διαφοριιόν ειαί ἁλο-,.- 
ουδως υποδοχίσατε τήν συνἁρτησιν Ἐν) τΏς ὁποιας εἶναι διαφοριιόν. 
|) νπ)άχεκάν ἱ) (ι-ὃ «ζοφχ)άανς ᾱυ, [14) συνιιάχ(1ὴ-χημυ)αυ ἵν). σαν χ 20 
Υ). (ϱψ-ε) ἄν (σαν) 4ν νὶ) (19) ἀχκα ν (ι σα) αν 


νι) (ϱ Ὅμησυν») ἀχι-(ο” συνυσυν2)άν- (ο. πημυπμ2)ά. 


(Θ) είδατε ὅτι. διαφορ/αΏ ἔμφρασις5 Ῥ(α,ὴ,1) άχν 0 (αι 3) αυ Ἁ (χι) 1) 7, 
η συντόμως Ρακ: ᾳ συ Ῥ απ εἶναι τέβειον Φιαφορικον µιᾶς συναριτισεως Σ(κ,υ,τ) ἐὰν, 
μαί µόνον Εάν πᾶπροῦνται αἱ συνοΏμαι: 


«ΌΡ 9ὁ9 99 ος ὃκ .δΡ 


δυ "δχ ος ὂυ ,ὃχ δὲ 


τοπ. Ἐπὶ τῶν αὐξήησεων καὶ διαφοριιῶν συναρτήσεως (ζυμπάύρωμα) 


(βε)λἰδεται ἡ συνἀάρττσις ὁ (α,))Ξ5χυ 50. 
Εὔρατε: α) Τὸν διαφορὰν Δύ -ὀ(κ:δα,ηςδυ)-4 (αν). ϐ) Τό διαφοριιὀν 4ό γ) Προσσι- 
ορίσατε τὸ Αγ ιαὶ 4 ἐὰν χΞ4, υ-3 μαὶ δπς-0,ΟΙ καὶ ΔὺΞ 0,02. 
Λὐσις; α) Εἶναι Δύ-(χ. δχ): (0.9) 8.0. δ9)-αν-λν)ς- σαυ. δαν ο -3)δν - 


(4) υνλχδακ.δυ- (49): όυ ' 
Β 


4 ή" 


Τό ἄδροισμα Α μαδεῖται κύριον µέρος τῆς διαφορᾶς ΑΦ. 
δ 
ϐ). τὸ ανος αχ» 5 ον αν- 2αυάκκ.ι- (α- -Ἀ)αυ. 


Ὅ. Διά χ-α 53 ιιαὶ ΔκΞ-00/ αι Δη- 002 ἔχομεν: 

Δ/-3 (4-01, 99002) - (4.8) - (999): (9,02) -3 (9/01)] - {433-3-3}]5 99Ι8702. 

ναι αξ - οχυάχε (α-8) ἄν -2-4:3(-0,01) 4 (4”-3).0 01 -002. 

Παρατπροῦμεν ὅτι, 4 -Δ/ - 000/298, ἤτοι τὰ α] καὶ Δ εἶναι προσεγγριοτιαῶς ἴσα. Ἰσῦτο ὀφεὶ- 


Άεται εἰς τὸ ψερονὸς ὅτι αἲ αὐξήσεις Δχ-ᾱκ μαί Δψ άν εἶναι ποὺ μιαραὶ. 


[ 3 ε τς Π 3 ι Π [ η 
35 Τὸ αὐτο ὡς εἰς τῶν ἀνώτερω ἄσιησιν διὰ τῶν συνάρτησιν ὁ(α.υ) - ε' τοξ.ημχ ὅια χ-οιυ!, 


δχ- 0,01 Δν-ο,οι. 


ουσ. Ἐπὶ τοῦ θεωρήματος τῆς Μέσης τιμῆς τῶν πεπερασμένων αὐξπσεων. 


ῃ ας 
86 Λειξατε οτι. 
χκώ 


ἔοα πριν ἡ ὅατυ-τ,ο0ς.θ51 διά χ2ο0, υ”-0. 


3 Ἀποδειξατε τὸ θεώρτιµα µὲστις τιμἠῖς (Θλ. πρὀτασιν Ἱ- 8-1) διὰ συναρτήσεις τριῶν 


μεταθἀττών. 


1ς. Συμπᾶπρωματιιλαί ἀσωμτισεις τοῦ Κεφα λαΐου. 
88. Νὰ εὑρεδοῦν αἱ Κ- τάξεως ὁμοχενεῖς διαφορίσιµοι συναρτήσεις { (α, υ) αἱ ὁποιαι 
πβπροῦν τὴν σκεσιν υ.6ςΞχ” δν (υ. 
Δύσις. Αἱ ό(αι) θά πληροῦν ιιαὶ τὴν σχεσιν τοῦ Ἐιιθον Ἠτοι. χιόνν ὃν «κ. (3). 


Ἐν τῶν (1) αι (2) ἁαμθάνομεν.ὅκἩ κ νο Ξ πμ --- ης μα (5) 


Δῦ ὁλουβηρώσεως τῆς (3) ἀαμθάνομεν: ὀ(αιν)-ς (η). (αὸν φοξ (4) 
λογω τῆς (4) πι ο. Σίνεται: 
οὐ) (αὖν 1) νβς (Ον ὐἱ) Στ 2 κο). (κ νο) 
π ο αλγηΣ 
Εξ αὐτῆς Δαμβάνομεν: ο(η)-ο--» ο(Ἡ)- σταθερα 
Ὅδεν, δ(α,υ)- ο (αἲν ν") 
99 Νὰ εὑρεδοῦν αἱ διαφορίσυµοι συναρτήσεις ὁ (1.1) τού πᾶηροῦν τας συνθπικας: 
το (ο λ)ς φ(α)«θ(9) μαὶ η’ ο κ δι κν (ακμή). 
Λύσις: Ἡ δευτερα τῶν σχέσεων γίνεται λόχω τῆς πρώτης υ(Φ (3) -χὶ)-χ(σίυ)-υΆ). 
Δια χ.ὐ-0Ο Φρα). τν. ο. Ἐπειόη τὰ χ,ὴ εἶναι ανεξάρτητοι µεταθλη- 
ταί οἱ ανώτερω ἴσοι λόγοι δὰ πρέπει προφανώς νὰ ἔχουν κοινΏν τυµήν ἔστω 
ϱ ἄνεξαρτητον τῶν α υαὶϊ. Ἑπομένως ὃά ἔχωμεν : 


2 
κο: 


η .. : - 4 
ρῷ)5«κλνςκχ--» φ-ᾱ ντ ΕΟ, μαι σ{υ)Ξυ που - σ(ω---τρ ον 


40. δίδεται τὶ συνάρτησις 3-6(χ,υ). Εατεβοῦμεν τὴν ἀντιιατάστασιν χκ-ρσυνθ, 
' κ. ο’ ι 
ἨΞρημθ, ϱ2ο ο-θς2Π (ποδιικαί συντεταχμµέναι) Οτεαυτη γινεται. 
} 


Ζ- /(ρσυνθ, ρπμθ)- Ε(ρ,Θ). Ὑποβοχίσατε τὰς μεριιμάς παραχώχους 
9 ο 82 5ος ὁρ 


ορ 56, ορί 68: ορ9δ 


σι -. , ᾗ Π 4 ν σέ 5 
Εστω ἡ ὁ(α,ὐ) εἶναι δις αατὰ συνεχειαν διαφορίσιµος υαὶ ἔστω η α(αλςε) 


ο . ' 
ορἱδεται ὡς ἀμοβούδως: 
2η 


μία 3)- [α(ακκουν νὰ ημφ) 4φ 


ο 


Δειδατε ὅτι: πιλη μι αιι)- υκ-ο. (6λ. 8 1ο). 


ο. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ 17 
ΠΕΠΛΕΓΜΕΗΑΙ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 


δ!. ΠΕΠΛΕΓΜΕΝΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΙΣ ΟΡΙΖΟΜΕΝΗ ΥΠΟ ΤΗΣ ΕξΙσωσεος: ὁ (χν)5γν 


Ἔστω Ἠ αντιστοιχια {: Ἀ- νβ μαὶ ἕνα σημεῖον ψ ΕΚ. Ἀνασητοῦμεν τό σὐνοᾷον τῶν σημεὶ- 
ὧν χεΕ τοισύτων Ὅσιε ὁ (α)- ν., ὅπλ. τὸ ἓν ἂόμω σὐνοᾶον εἶναι ἡ ἀντίστροφος εἰωὼν { συ). 
Αὐτὸ τὸ σύνοᾶον μαδεῖται ἀῑὖσις τῆς Εξισώσεως 2(α)Ξ υ.. | 

Ἔστω ἠδπ ἡ ἀντιστοιχία Φ: α«ξ. - Ββ ιαὶ τὸ σημεῖον ὙεΕ., θεωραῦμεν τήν Εξισαχσιν: 
δ(α,ν)ςΥ" εἶναι ὀυνατον (οὐχὶ πάντοτε) νά συμθῆ, ὅταν τὸ κ΄ εἶναι ὀφθέν, ὁ ἀνωτέρω Εξίσυ- 
σις ὡς πρός ν) νὰ ἐπιδέχεται µίαν μοναδιιἠν ἀὺσιν διά αάδε κ (ὁο8εν) εβ. Εἰς αὐτὴν τὴν 
περἰπτωσιν ἡ ξξίσωσις ὁρίδει τὸ  ὧδ μίαν συνάρτησιν Φ(), ἤτοι: νΞΦ (αχ) (ἐπιλύουσα συν- 
ἄρτησις). Ἡ συναφρτησις αὖτπ ιαβεῖται πεπδεμμµέντι συνάρτησι5 ὁρισομένη ὑπό τῆς ἔξι- 
δώσεως ὁἆ (αι) γ. | 

Αύτη δὲ χαραωατηρἰἱδεται ὑπό τῆς ἰδιότητος ’ δ(α,9 («))Ξ Υ δια ἀάδεκεκ. Δυνάμεθα. 
προσέτι να εἴπωμεν εἰς αὐτὴν τών περἰπτωσιν ὅτι δια (κ) εδ ἡ σχέσις 4(χιὴ)Ξ Υ εἶναι 
ταυτόσηµος μὲ τὴν 5 Φ (α). 

Ἂς όώσωμεν Πόῃ τὰ ἀμοᾶδουδα ἁπᾶᾶ παραθδεϊγµατα πεπεμμένων συναρτήσεων: 

ο. 
Παράδειμμα /3/ Ἔστω Ἡ Εξίσωσις:. χνλχυ-2χδΗ- 7. 


Αὑτη Δύεται μονοστιμάντως ὡς πρὀς ν διὰ υᾶδε χεξ-{--} μαὶ δίδει: 


ο σπα ςοχς ή 


Ἡ πιο ο η 


25/ Ἡ Εξίσωσις : η 4 ναχυ-χ'- 0 ὁρίσει μίαν πεπλενμένην συναρτησιν υ-φ (α). πράγμα- 
τι διὰ ιάθε χεῇᾖ ἔχομεν µἰαν εξωωσιν περιττοῦ θαδμοῦ ὡς πρός |] Ἠτὶ5 Επιδεχεται τουβάχιστον 
μίαν πραγµατικὴν ρίδαν. Εἰς τῶν περίπτωσιν πᾶειόνων ριδῶν ἁαμθάνομεν τν ρὶδαν τῇς μενἰ- 
στης τετμηµένης μαὶ οὕτω ἔχομεν διά μάθε χεβ ἓν µόνον εξ. Δὲν ὀυνὰμεδα ὅμως νὰ 

ἐωφράσωμεν αὐτην τὴν συνἁρ"πσιν ὡς μίαν ῥητήν συνἁρτησιν τοῦ πχ μὲ τὴν θοῄδειαν στοι- 


Χειωδῶν συναρτήσεων. Ἐδῶ ἁπβῶς γνωφρἰὶξομεν θεωρητιαῶς τήν Ὀπαρξιν τῆς υ- ϕ (κ). 


Εἶναι εξ ἄλδου φυσιικόν, νὰ μήν συμβαίνουν αἱ προαναφερθεῖσαι Περιπτώσεις μαὶ οὑτω 
ἡ Εξίσωσις ὁ (α,ν) -Υ νὰ μὴν ὁρίσῃ μίαν πεπάερμεριν συναρτησιν υ5φ(α). Οὕτω δν ὡρισμε- 
νας Ὥ μαί δὶ ὅῆας τὰς τιµάς τοῦ αχ εἶναι ὀυνατὸν νά μῶν ὑάρχη Λὺσις, ὧς πρός η, τῆς δαν) ΞΥ. 
Π.χ ἡ εξίσωσις χ’» ἡΞ1 διὰ |αἱ241 δὲν ἔχει λὺσιν ὧς πρὸς ν. Ἐνῶνἡ αἲκομ”--Θ δὲν ἐπιδὲ- 
χεται Δύσιν ὡς πρός ν δι οὐδεμίαν πιμὴν τοῦ μα . 
Ὁμοίως εἶναι ὀυνατόν ἡ {(χ,ν)ς γ νὰ ἐπιδέχεται πλείονας τῆς μιᾶς Ἡ καί ἀπείρους Δύ- 


ο Ξ{ ἠνομενη ὡς πρὸς Ὢ ὀίδει: 


, ’ . ς 3 . . 
σεις ὡς πρός η διά δεδομένον χ. Π.χ.ἡ ἔξίσωσις --- π 


! η ς ε . . ͵ « 
φπς ν4-αὶ, ΙΙ Ξ2, ἥτοι ἔχομεν διὰ αάδε |κ| 32 δύο ἐπιλνούσας συναρτήσεις τας: 


32 
ο ος να, 

Ἡ Ἐξίσωσις εφκ- εφὺ- 0Ο δίδει διά πάδε χε τὰς Δύσεις ϱ/-ακκ.-ῃ, κ-0/Φ142,... 

Ὁμοϊως εἶναι δυνατόν ἡ 3 (αυ) Ξ Υ νὰ Επαδηθεύεται ὑπὸ ἑνὸς µόνον σηµείου-π.χ. ἡ ἐξίσω- 
σις (χι) (υ-2)1-0 ἐπαᾶπθεύεται µόνον ἀπὸ τὸ σημεῖον (κ--χ, υΞ 2). 

Ἠότι ἄς ὑποθδέσωμεν ὅτι ἔχομεν μἰαν εἰδιμὴν Δύσιν τὴς Εξισώσεως ὁ (κ,ν)ΞΥ, τῶν α-χο, 
Όση... Προτιθέμεδα νὰ Ῥνωρίσωλεν ἐὰν δια τὰ χ ιὰ εὑρισυόμενα ἀρμούντως πᾶπσιον τοῦ Χς 
ἡὶ ἐξίσωσις θὰ εἶχεν μίαν μοναδιμην ἃύσιν ὡς πρός η. Πρός τούτοις ἀριεῖ νἁ περιορὶ- 
σωμεν -ὅτως θὰ Ἰόωμεν ααί ἀπό οχετιμὀν θεώρημα πατωτέρω- αὐτὴν τήν Ἀὺσιν υ εἰς 

-μίαν ἁατα λλτιᾶον περιοχΏν τοῦ Ἡ.. Ὅταν συμθαϊνη αὐτὸ δἀ ἔχωμεν οὕτως ὁρίσει μίαν πεπλεμ- 
μένην συνάρτησιν µ-φ(α) ἔα τὴς {(Χ,9)Ξχ εἰς μίαν περιοχὰν τοῦ στιµείσυ (Χ.  Μ.). 

ἡ χεωμετρικπ Σἑρμηνεία τοῦ ἀνωτέρω εἶναι ἁτιαῆ : , 

Ἡ Εξίσωσις ὁ (χι) - γ ὁρίσει εἰς τὸ ἐπίπεδον οχη μίαν παμπύᾶτν μαί προτιδέµεθα νά εα- 
φράσωμεν τὴν εξίσωσιν αὐτῆς τῆς ποαμπύᾶης ὑπὸ τὴν ἀελυμενην συνηθδτη µορφήν. ὑποᾶο- 
ίδοντες τὸ ἡ) συναρτήσει τοῦ κ. εἰς μίαν περιοχών ιοῦ (Χο, Φο). Ἐνίοτε µία ἁ«αμτιύλτι ,ἓξι- 
σώσεως { (χ.9)ΞΥ,ὅεν δύναται γενιικῶς να ξωφρασδή ὑπὸ τὴν προηφουμέντν µορφτν 
υξ ο (χ). (64. Παρά. 13’). 

Κατώτερω παραδἐτοµεν ἕνα θασιμὀν θεώρημα τῶν πεπδερμένων συναρτήσεων. 

χὰριν ἁπᾶοποιήσεως ααὶ χωρὶς θᾶάδην τῆς γενιαοτητος εἰς τὸ ἑξῆς ὃα θεωροῦμεν υν . 
ἐξίσωσιν τῆς μορφής ὁ (χ,)Ξ0., 


Προτάσσομεν τοῦ θεωρήματος τὴν μάιωδι θσηδπτιιὴν Ἱπρότασιν: 


Προτασις ΤΠ - Ί-{. Ὕποδετομεν ὅτι ἡ συνάρτησις {(Χρχν,..., Χα) εἶναι συνεχής εἰς τὸ 


σημεῖον (Εν, Ε,..., ξπ) αἱ Επὶ πᾶἐον ὁ(Σ,ξ.,...,ξ.)”2 ο. Ἰότε υπάρχει θετιαός ἀριδμός. 
Π τοισύτος, ὥστε ἡ {(αμχ.,... χ.) χὰ εἶναι δετιωῶ ὃν ὁᾷα τὰ (Χ,χ.,..., ἂν) τὰ εὐρισιό- 
μενα Εντός τῆς περιοχῆς: ντ 
αι δη, |Χι-ξιΙπἩ,..., κ. -ἒς µῃ. 
Ἀπόδειξις.. Πρός τοὺτοις θά ἐφαρμόσωμεν τόν ὁρισμόν τῆς αὐνεχείας διὰ τῶν ξά,α.,..χο) 
εἰς τὸ σημεῖον (Εμξ.,..,ξ.). Διὰ μάδε ε29, ἑπομένως ιμαί διά εΞ! (ἒ,Ε.,... Εξ) ὑτάφχει 
ἕν ὃ- ἴι 20 τοιοῦτον, ὥστε νὰ ἔχωμεν: 
| | (ανχεριι χα) (8. Εν... Εν) ε (0) 
ὁύ ὅἃα τὰ (Χ, χε...) Χκ) τὰ πλπρούντα τὰς σχέσεις : 
χι Εις Ἡ, [χι ξιΙπ Π,..  χι-ξε]ς Π. 
Ἡ σκέσις (1) γράφεται μαἱ οὕτω: 
Ομ (ὄμξε,.. ξ)- Έ εξ (α,ἀν,.. ας) (Εξ. Ες)» ε 
ἦτοι: ἆ (Χρ Χ.,. ωχ.) 2 0, δὲ ὅᾷα τὰ (αγα.͵..., χι) τὰ πᾶτιροῦντα τὰς σχὲσεις η 


χι ἒρλς Π,]χι-ξι κ Ἡ,,.., αι ἒ]πΠ. 


θεώρπ μα 1Π- {-{. θεωροῦμεν µίαν πρανματιικἡν συνἀρτησιν (χι) αἱ τήν Εξίσωσιν 
ὁ (αιν)ΞΟ τὴν ἀντιστοιχοῦσαν εἰς αὐτὴν. Ὑποδέτομεν ὅτι Ἡ συνάρτασις Φ (κ,ἡ) ααὶ αἱ 
µεριμαί παράγωροι ὁ,, δᾳ αὐτῆς εἶναι συνεχεῖς εἰς µίαν περιοχἡν τοῦ σηµείσυ (Χ., ή) 
μαὶ ὅτι: ἅ 

{(Χ. 8.50, ὧν (Χ. Μο) 0Ο. 

α) Υπάρχουν δὺο δετιµοἰ ἀριδμοί Ὠ καὶ κ, οἵτινες ὁρίξουν ἕνα ὀρθογώνιον Τ πέριξ 
τοῦ σημείου (Χο, 49), τοι: Τ5{Α,9): |κ-χε] -Ἡ καί [ν- ή] «κ], 
τοιοῦτον, ὥστε δια μάθε α. μέ |χ-αο] -Π ὑπάρχει εἷς μαί µόνον εἲς ἀριδμός υμέ]η-ν,]ςκ, 
ὅστις πᾶπροϊ την ἐξίσωσιν έαιυ)-ο. διὰ τῇς τοιαύτῃς μονοστιμάντου ἀντιστοιχίας ὁφίσε- 
ται ἀμριθῶς µία συνάρτησις νἩ- 4(κ). 

Τό πεόἰον ὁρισμοῦ τῆς φ περιξχει τὸ [ᾳ.-π, χοςἈ] μαι τὸ πεδίον τιμῶν εὑρίσκεται ἐν- | 
τὸς τοῦ [μ,-κ, υς κ]. 


ς [ « 2 ῇ ῃ κ κ : 
ϐ) Ἡ συνάρτησις Φ(α), προσθιοριδοµένω ὡς ἀνωτέρω, εἶναι συνεχἠς μαὶ ἔχει παρἀαγώνον 


ο΄(α) συνεχΏ ιά ΙΧ- Χο] - Π. 
Ἐπί πᾶέον όέ Ἰσχύει: 


κ (α,φ («)) 


δν ο, Φ 0ο) δια |χ-χ, - Μπ. 


ὁς (αι ϱ))4ὸ ιαί Φ(α)- - 
Απόδειξις: Δυναμεδα νὰ ὑποδέσωμεν ἆς (Χ.,Ν9) 2 0. Διὰ τὴν περίπτωσιν ὅὦ,{Χ.,49) 0 
ἀραεῖ νὰ ἀνπιματαστήσωμεν τὴν ὁ ὑπό τὴς -ὖἡ υμαὶ οὔιω ἄναγομεθα εἲς τὴν ὑπό Ἐξξτασιν 
πρώτην περἰπτωσιυ. 

"Ἐπειόὺ ἡ . εἶναι συνεχἡς ὑπάρχει ἀριὸμός Κ»0 τοιοῦτος, ὧατε ἡ 44 (Χ,9)20 διά 
πάντα τὰ (χ,ὐ) τοῦ χωρίου 5 {(,)|κ-χο]|- Κ,ν-ψ.]Ξς κ) (θλ.πρὸτ, 1-1}. 

Ἐάν ηδη θεὠρησωμεν μίαν οταθερὰν τιμών τοῦ κ΄ Εντός τοῦ |χ-κ,]- κ τότε τὶ ὁ(χ,) 
θεωφρουµένη ὡς συνάρτησις τοῦ  μαὶ ἔχουσα δετιαἠν παρᾶψωνον δὰ εἶναι αὔξου- 
σα συνάρτησις (τοῦ η) ἑντός τοῦ κωρὶου 5. Εἰδιαῶς ἡ ὁ (κ. ὴ) εἶναι αύξουσα συνάρ- 
τησις τοῦ η -Ἐπειδὴ Εξ ὑποδέσεως ὁ (Χο, ύ9)Ξ Ο, ἔπεται ὅτι. { (χο.  Κ)}0 μαι δ(αου-κγο. 

Εφαρμόδοντες τὴν πρσωψουμλενην Πρότασιν ἵ--{-/ εἰειαστην τῶν ἀνωτερω συνεκκῶν 
συναρτΏσεων συμπεραϊνοµεν εὐμοδως, ὅτι ὑπάρχει ἓν ἀνοιμτόν διάσττιµα (χ.-Ἡ, Χο Ἡ) (τὸ 
η ξξαρτᾶται Ἐν τοῦ Κ)} εντὸς τοῦ ὁποίου νὰ ἔχωμεν συψχφονως: 

δία 4 «κ)Σ0 παιζαικ)ςο, 

«Ὑποθέτομεν ὅτι τό κ. εἶναι οταδερὀν εντός τοῦ ἀνοιατοῦ διαστΏµατος (Χς-Β, Χο) .Ἐπει- 
δύ ὁ {{κ,9), θεωρουμῖνπ ὧς συνεχής αυνάφτησις τοῦ υ, εἰναιάρνητιαΏ διά ης ύ- κ καὶ 
θετιαη διά υ5ὖ.ε κ, ὅπλ. εἰς τά ἄμρα τοῦ ιᾷειστοῦ διαστηµατος [ν.-ξ, ὐ. Κ] ἀαμθάνει 
τιμὰς ἑτεροσημους, ἔπεται συμφώνως πρός 
τὴν Προτασιν 1-5-Ί τόμος πρώτος σελ. 323, 
ὁτι ὑπάρχει µία τιµή τοῦ 0 εντος τοῦ [ᾳ,-κιψκ] 
τοιαύτη ὥστε ὁ (α,9)50, (6λ.Σχ./). Ἐπὶ πᾶέον 
ἐπειότι ἐαν)20 ἔπεται ότι Ώ ἀνωτερω συν- 


ἁριησις ἠαμθάνει τὴν τιµην μµΏδεν μίαν μόὸ- 


νον Φορᾶν. Ἠτοι διὰ μάθε χΕ(χι-Ώ, ΧοΦ η) ὑπαρ:- 
« ' ϱ ͵ ος - {σι 
χει ἐν μόνον ν ἑντός τοῦ [η-κ,υ,ί Κ] κοιοῦτον 
ὦστε νὰ ἔχωμεν: ό (αν) Ξ 0. Τοιουτοτροπως σκ.ὰ 


-- , Ρον - 3 π . να , ς « Ὀ . 
δημιουργεῖται ὑπ αὐτῆς τῇ» ἀντιστοιχίας µία συνάρτησις, ἔστω ἡ ὑ5ςφ (χα), ὠρισμένη Ἐπὶ 


τοῦ [α-α»] «ἢ καὶ μὲ τιµάς Εντός τοῦζη-Κ, ψ,εΚ]. θὰ ἔχωμεν προφανῶς δί αὐτων ἑᾳ.φά)-0, 
διὰ υάθε |χ-χε]κΠ. Ἡ ψφ(α) εἶναι τ µοναδιωτι λὺσις (επιἠύουσα συνάρτηωσις) τῶςά(αιν)-Ο᾿ 
όια τα χ-χοὶ π Π, ' 5 ' 

Ἐπὶ πὰέον δὲ Έχομεν {/ΞΦ {αε), ναδοσον ὑπετεὂη ὁ (αοιΜς)Ξ 0. 

Διά νὰ ἀποδείξωμεν τῶν συνῖχειαν τὴς ηΞᾳ (α) Εργα δόμεθα ὡς ἁμοΔούθως: Συµ- 
Φώνως πρός { ἀνωτέρω Δεχδεντα διὰ μάθε Κ»Ο ὑπάρχει ἓν ἢ ο τοιοῦτον, ὥστε δια 
Ιχ-χο-Π----ῃ-Κφία)λκὴςνκ Ἡ ἰφί(α)-φία)] κ. 

᾽ντιιαδιστὠντες τώρα ἀντἰτοῦκένοςε-ςκ ιμαὶ ἄντι τοῦ Ἡ τὸ δ.Ε) ἡ ἀνωτέρω συνεπα- 
τωγή γράφεται : 

Ιχ-χο]- δ(ε) --»ΙΦ()-φ(χο)]ς 6. 

Τὸ τεβευταϊον συµπερασµα ἀποδειανύει τὴν συνέχειαν τὴς υη- Φ(χ) εἶσ την θέσιν χθας. 

Ἔστω ἤδη ἕν σημεῖον Χιε {ΙΧ-χε| «πι } μαὶ ἔστω ἩΞΦϕ (χι). θεωροῦμεν την τετραχωνικήἡν πε- 
ριοχήν ! . 

55 (αυ): ἱχ-αι]ε κ’ ν-ώ Ξ κ’] ρ 
υέντρου α, ξιἠέγοντες ααταλβῄλως τὸ κ΄ ὥστε νὰ ἔχωμεν: 555. Αμολουθοῦντες; 
τὺν αὐτὴν, ὧΣ ἀνωτέρω, διαδιαασίαν ἀποδειινύομεν την συνξεχειαν τῆς ηΞΦ (κ) εἷς τὸ τυ- 
χὸν σημεῖον τοῦ (Χο-Π, Χο). ΄ 
τέλος θὰ ἀποδείξωμεν ὅτι ἡ υ-9 (α) εἶναι παραγφωγίσιµος διά αάδε Χεί(χο-[, Χο»). 
θέτοµεν Δφ- φ(κ«δχ)-φ ία). Ἐπειδη (κ, (α))Ξ Ο διὰ μάθε χείχ.-Β, χος η) δἀ Έχωμεν μαί: 
{αςδχιφ (αν δχ))-δ (α,Φφ(α))Ξ0 ο] 

Ἡ 4 (κιυ) ἔχει Εξ ὑποδέσεως µεριαάς παραρώνου» συνεχείς εἰς τὴν περιοχών τοῦ σηµεἰ- 
ου (χε, ὰ«), συνεπώς θὰ εἶναι μαἱ διαφορἰσιµος εἰς αὐτῶν τῶν περιοχὺν, Συμφώνως πρός 
τὴν Πρότασιν Ἡ-3-2 (βὴ.ιιαὶ ἀπόδειξιν αὐτὴς) ἡ σχέσις (1) γράφεται: 

Οσ{ς [σιφ(α)]- ΔαΣ ἐν [α,φ(α)]- ΔΦ» ει (ΑΧ, ΑΦ). Δαγε, (Δα, ΔΦ).Δᾷ (1) 
ὅπου . Ε,, ει ----ὂ τοῦ Αχ--»θ 

Ἡ (2) γράφεται ααί οὕτω: 

Δδ9..... ἆκτξι 


ὁ, Δανό ὀφπτει Δχ- ει ἂφ π μαι τς όλΕι 


3) 
Ἐπειόή ἡ Φ εἶναι συνεχής το ἃς---ὂ ὅ- αν ὡχ.- 0. 


η ῃ σι . ͵ . . - ε Ἐ. ο) ’ Γ 
Λαμθάνοντες τὰ ὁρ.α ἀμφοτέρων των µ» ών τὰς «4) ὅτά δα---0 μαὶ ἐπειότ δι90 


: , οι 
ααί Ει, ει ----, θα Εχώμεν: 


δχ-ο ὢκχ τν 
τοι ὑπάρχει τό {ίνω - μα τὸ ὁποῖον εἶναι, συμφώνως πρὸς τὸν ὁρισμόν τής παρα- 
να. 
χώγου, ἡ Φ' (κ). 
Ἆρα ἡ Φ (χ) εἶναι παραμωνίσιµος διά αάδε χε(χ.-Π, χοςὈ) μαί ἐπί πᾶέον ἰαχύὺει: 
/ -δ. (χ,φ(χ)) μ 
φ(α) 5 Ῥοτος δια χεί(χι-Ώ, χο»). 
| {ς (α,Φᾷ)) 
ἛἜω τὰς ἄνωτερω οχέσεώὼς συνάφεται αμέσως Ἡ συνέχεια τῶς Φ (α). 
Παράδεινµα /5) Ἔστω ἡ ξξίσωσις. {ίαιυ) 5 ακθπυ νυ”-{- ο. 
μά εὑρεδῆ ἐάν αὕτη ὁρίδτ μίαν πεπᾶεγμένην συνάρτησιν ῃΞ- ϕ (κ) καὶ ἐν συνεχεὶα νά εὺ - 
- Ἡς αφ . 
ρεδΏ π ας -ἲ 
Λύσις: Ἔχομεν ιο, θχυη«3υ' Εἶναι δε {(ο,-1}Ξ0 ἁαὶ . (0.1) Ξ 340. Ὅδεν εἰς µίαν µα- 
τἀλληᾶἃσν περιοχην τοῦ σημείου (0/41) ὁρίδεται µονοσηµαάντως ἡ συνάρττσις }- ϕ (κ) τοιαὺ- 
τη, ὥστε: χεδκ.φ' (κ) εϱ"(κ)- 150 διὰ μάδε αχ τοιοῦτον, ὡστε ]χ]ςἩ, ἔνδα Π ἁαταλὰτ- 


ος Όετιμος ἀριθμός. 


- Π τν ο αν - εὰ -- 1χνδή. [ ͵ 
Εἶναι δε, φ (χ) κ λκαὀ πτττη, διὰ µαδθε ἱχ]κς η. 
25) Ἐφαρμόσατε τὸ ἀνωτερω Ὀεώρημα εἰς τὴν Εξίσωσιν (χι) Ξς -- -/ 5Ο καὶ εὖ- 


βατε τὴν συνᾶρτησιν ἡ-ϕ (κ) τοῦ θεωρήματος, εἰς ᾱς περιπτώσεις εἶναι ὀυνατὀν. 
Λύσις: Ὡς γνωστόν ἡ ἀνωτέρω Ἐξίσωσις 
παριστᾶ Ἐθδειψιν (6λ. Σχ.{). Ἐὰν Ῥ εἶναι 
ἕνα σημεῖον ἄνωθδεν τοῦ ἄξονος τῶν αχ. τότε 
ὅ-σ η 20. Τὸ ἀνωτερω θεώρημα ὅδεν Ἐ- 
φαρµόδεται ααὶ δίδει τὸ ἡ ὡς μίαν συνὰρ- 
τπσιν τοῦ κ., ἧτοι νσες γ/9-α.. Ἐάντο 
εὑρίσιωεται κάτωθεν τοῦ ἄξονος τῶν κ., τό- 


τες - Ξ υ-«0. Τὸ ἀνωτερω δεώρημα πἀᾶιν 


Σχ. ! 


ἐφαρμόδεται μαὶ όΐδει: ἡ-----γθ-χὶ. τεᾶος 
ἄν εξετάσωμεν τί συµθαϊνει διά τὰ στιμεῖα 5 (30) μαὶ Τ(-3,0) τοῦ ἄξονός τῶν κ. Παφα- 
τηροῦμεν ὅτι δή αὖτα τα σημεῖα, Π.χ, διὰ τὸ (3,0) εἶναι δν (3,0)-0 μαὶ τὸ θεώρημα δεν 


ἔφαρμος εται. 


Ἐξ ἄλλου παρατηροῦμεν ὅτι: {. - : κ 2Ο εἰς τό Σ (3,0) μαΐ ἑπομένως ὀννάμεθα να 
ἵράψωμεν κχ-σ(ν) εἷς µίαν περιοχΏν τοῦ 2. (64. αατωτερω παρατήρησιν 13). 
Εἶναι δὲ α- συ) 5 -ἳ- ν/α-ι εἰς μίαν περιοχην τοῦ Σ. Ἀναδόγως α--- Ψά-υ. εἰς µίαν 


περιοχἠν τοῦ Τ (-3, 0). 


35/ Δείξατε ὅτι ἡ Ἐξίσωσις. {(αν)ξ υ νδαν «λε 2α2νὴΞ0 
ὁρίδει µίαν πειᾶερμεντιν συνάρτησιν -φ («) δια μάθε πρανματικἠν τιµτιν τοῦ χ. Εὗρα- 


τε τῶν φϕ (χ). 


λύσις: Ἔχομεν σφι 9χ «80 δια αάδε (κι). Ὅδεν διά άδε αςη {(Χ., η) εἶναι µία 

αὔξουσα 6υνάᾶρττισις τῶς μεταθᾶτιτὴς . 
λἈεπὶ πᾶξον δ (Χο) ---- αρ τοῦν--ν- μαὶ }(αοι) -- καο τοῦ --- οο δωαᾱ- 
ὃε σταθερὀν Χ. Ἔξ αὐτοῦ ἔπεται ὃτι ὑπάρχει µία µόνον τιμή τοῦ η, ἔστω ἡ Ἡτοι- 
αὗτπι, ὥστε νὰ Ἐχωμεν: ζ(.ὐ))Ξ Ο. Πᾶπρουμένων ἃοιπὸν τῶν ὑποδέσεων τοῦ Θεω- 
ΡΏματος ὑπάρχει µία µόνον συνάρτησις ἡ-ϕ (κ) ὁριδομένη ὑπό τῆς ὁ (α͵ν)Ξ Ο, συνε- 


« { « ' η 
χἠς ἁαὶ παραρωγὶσιµος διὰ μάθε κ. 


ὅχν-5χίν2 


: ' ὃν . 
Εἶναι ὁε αθρτ- ο στοστη 


διὰ μάδε πραρµατικηΏν τιµην τοῦ χ. 
Παρατηρήσεις: 13/ Ἡ ξΕίσωσις ὁ(χ,ν)Ξ0 εἶναι όυνατον νὰ ὁριδη τὸ χ ὡς πεπᾶεγν μὲ- 
νων συναρτησιν τοῦ Ἠ, πτοι χ-σ(υ). Εάν δια τὸ σηµεῖον (Χ., ψ) εχωμεν όα.υ,) Ξο 
"μαὶ Ετὶ πᾶεον ὃς (Χο 9) Ἔ Ὁ, τότε δά Έχωμεν κατ ἀναδλογίαν : 


͵ υ πχ - 4, 
παν τμ 


π « ς . έ Π , 3 - « - ὃς π 
24 ΛΔιὰ την εὗρεσιν τῆς Επιᾶυουστις συχνα δεν απαιτεῖται πι γνῶσις αὐτῆς, αἲδα ἡ ὃαυ- 
' ε ο [ ͵ ͵ ῃ ' η ͵ ͵ ῃ 
ρΏτιωΏ ὑπαρξις της, ὁπότε,συµμφωνως πρὸς τον Χνωστον τύτον, εὑρίσικομεν ον πα- 
ράχωγον ταυτως. 
ο. 8 ν) ὡ η. ι ῃ , ͵ αν µ / ἤ 

δὲ Ἠ Εατου Θεωώρτιμιατος προμυπτουσα σχεσις υ-ᾳφ ρθακ. με ὃν 0 γραφεται 
μα οὕτω: 

| ὀ | 

ᾖς γ υ. δν 0 (9) 


, δι 5ς δι ͵ . : Π - 
ον Ὑποθετοντες οτι, Π δ(α,ν) Εχει µεριμαᾶας παρανώφους ὄΦεντερας τάξεως συνεχεῖς 


μαι παραγωρίδοντες τὴν (1) ὧς πρὸς κ Δαμθάνομεν: 
Πεν δεν Ομεψ ή) ο. ϐ 


[ ι δ ο ' . , [ μ.ο 
θετοντες δε,υ΄- να εἰς τήν (2) μαι επιᾷυοντες ὢὣς προς μ’ ἀαμθανομεν τελιαῶς: 
3 


8 μλ- {ς. ΕΕ κιτ «νε (3) 
ν 


. 


͵ - έ ἡ : ν μ 
ἘΕὰ τῇς 6χεσεως (3) προαὺπτει ααὶ ἡ σωνἔχεια -αἷς 4 


43/ Ἔαν ὁ, (Χ.,4/)Ξ0, τοτε εξετάδοµεν, ὅπως ἔάξχδει ααί εἰς τὴν πρὠτην παρατήρη- 
᾽ , . - “ { ο) , ͵ 

σιν, τὴν ὅ, (χε,Η.) μαὶ ἐὰν εἶναι αὕτη 3 0, τότε ὀρίξδεται ἡ πεπλεμμένΏ συνάρτησις 
1 ι ”- σι ’ ͵ , / 

χ-σ(ι). Τὸ ερώτημα εἶναι Ὥδῳ τί συμθαϊνει εάν ὁ, (Χ.,Μ,) Ξ δη (Χ.Φ) Ξ 0. 

Εἰς αὐτήν τών περἰτητωσιν πιθανόν νὰ μήν ὑπάρκτι µονοσήμκαντος Επὶλυσις τῆς -. 

[η { 1. [8 ͵ . « ν ν ῃ ῃ - .. 2 - 

ὁ(αιη)-Ο ώςπρος } η ὡς πρὸς κ Ὢ πιθανὸν νὰ ὑπάρπχουν πᾶείονες τῶς μιᾶς ἐπι- 


[ / 
ἆυσεις ὡς πρὀς ν Ἡ χ. 


Παράδειγμα. 49/ Ἔστω πι εξίσωσις: ὁ(αι) Ξ ν’-αἲ- 0. ζΖητεῖται νὰ προσφιορισόΏ, 
ξων ὑπάρχη, γὶ ὑτί αὐτῆς ὁριδομένη πεπἀενμέντι συνάρτησις. ) 
Λὺσις «Ἔχομεν ἆ,--Ίχἡ-1ὺ μαὶ ἆ (90) - ἆκ (00) -0. Ὅδευ, τὸ ἀνωτερω Θεώρτικια δὲν ἐφαρμὸ- 
δεται εἰς τὸ στμεῖον (0,0). Ἐν τούτοις η ἀνωτέρω Εξίσωσις ἀυομέντι ὧς πρὸς ἡ ΦίΦει 
τὰς λύσεις η- Ακ (εὐθεῖαι μάδετοι ὀιερχόµενα ὁιὰ τὴς ἀρχΏς). 
5ε/ Ἔστω ἡ Ἐξίσωσις: Φ(χ9)5 υ- αμ 4χη”- απ’ -0. 

Ζητεῖται να προσδιορισδῆ ἡ ὑπ αὐτῆς ὁριδοµένω πεπλεγµενη συνάρτησις. 
Λὺσις: Παρατηροῦμεν ὅτι ὁ(9ο,0)Ξ0Ο μαὶ ἆ, (ο,ο)”- ο (οιο)- 0. Εσομένως εἰς των περιο- 
χἠν τοῦ σημείου (0,0) δεν ὀυνάμεδα νὰ ἐφαρμοσω- 
μεν τὸ ἀνωτερω θεώρημα. Ἐν τοὺτοις ὀυναμεδα. 
νά ἐαφράσωμεν τὸ «κ ονναρτήσει τοῦ ν Πτοι: 
αχχης. νάινς-4υ.- δι” ὴἍ. Εὐμλλως δυνὰμµε- 
δα νὰ σχεδιάσωµεν των ικαμπυᾶπν των παριστωμὲ- 
νηων ὑπό τὴς ἐν ἀόγω εξισώσεως (8λ.Σκ.!), ὅπου 


2 υ [ [ υ . π , , 
εἴηπφθησαν διαφορετιικαὶι µοναδες ἐπί τῶν ἀξό-- 


νων ΟΧ, ΟΙ, 


69’ δίδεται ἡ Εξίσωσις: {13 «- α)νυ- θὰ -0 (φύλλον τοῦ Ῥοσεατῖος). 

Νὀ εὑρεδοῦν τὰ σημεῖα διὰ τὰ ὁποῖα τὸ ἀνωτερω Θεώρημα ὁεν Εφαρμόδεται. 
Λύοις: Ἔχωμεν {-χ3 6Ν, {-3υ-6χ. Παρατηροῦμεν ὅτι εἰς τὸ οπμεῖον (90) ἔχομεν 
δ(οο)-ᾧ (90)-0, Ἐπομένως δὲν ὀυνάμεδα νὰ ξιφράσω- 
μεν τὸ ν ὡς συνάρτησιν τοῦ χ. Ἐπίσης δεν όυναμεδα 
νὰ ἔφαρμοσωμεν τὸ ἀνωτέρω δεώρηµα ὁιἁ τὰ σημεῖα 
όπου 94] - 6χ- 0, δηλ. διὰ τὰ σηµεῖα μὲ τετμτμέγην κος η” 
Ἀνινιιαδιοτῶντες χ- 5) εἰς τὴν ξξίσωσιν τῆς ααμπὺ- 
Ἆης εὑρίσμομεν κΞ2ὐᾷ, ἡ-21ὐ3' ἔστω δὲ Ρ095, 29/2) 


αὐτό το στιμεῖον. Αναᾶόρως Όξτοντες {.Ξ0 μα λύον- κ Σχ.32 


. Π Π Π , πι 5 ου 4 ͵ ᾽ 
τες τὸ σύστημα ὁΞ0, 4.Ξ0 εὑρίσιομεν τὸ σπμεῖον ϱ (2 ὐα,2ὐ4), ὅπου δὲν δυνᾶμεδα να 
Ἐμφράσωμεν τὸ χ ὡς συνάρτησιν τοῦ κ εἰς µίαν περιοχἠν αὐτοῦ. Τό θεώρημα ἔφαρμό- 


σε ῃ . - -- , 
ξεται εἷς ὁἆα τὰ ἄλλα σπμεῖα τῆς ἀαμπυᾶης. 


, 


. ο} 
Γεωμετριμαι εφαρμσμαι . 
1. Ἔστω Π Σξίσωσις {(χιν)Ξ0, ἥτις πἀτιροϊ τὰς ὑποδεσεις τοῦ ἀνωτερω θεωρήματος εἰς 
μίαν περιοχην τοῦ σημείου (ὰ. Ψ.) αὐτῆς. Αὕτω ὁρίξει µἰαν μαμαυᾶτν (Υ) ἔχουσα εἰς καθε 
σημεῖον αὐτῆς μίαν ἐφαπτομεντν. Ἔστω (αι) ἓσ τυχόν σημεῖον ἑνός τοξου τῆς ἓν ἂόγῳ 
. . . . - Π . ν σ 3 . 6 3 
μαμπύῤης εἰς µίαν περιοχτν τοῦ σημείου (χο). ἍἈ ἐξισωσις τῆς Εφαπτομενηξδ ως γνωστον, 
Εἶναι͵: 
Ὕπνψευ. (κ-κ) Ὁ 
Εἶναι δε, συμφώνως πρὸς το προημούμενον θεώρημα: 


.. ᾱν .ν όχ(Χχιν) 
Ότακ Μαιν) 6) 


"0δεν ἡ (:), ἀδρω τὴς (1), νράφεται: συ. ον (Χ-π) Ἠ 
. ν ΄ π 


(-σ δαν) (9) όν α-ο]ί (3) 
Ἡ (4) εἶναι η εξίσωσις τῆς Ἐφαπτομένη» τῆς Ἐν Δόγω παμπυᾷπς εἰς τὸ σημεῖον (3, )). 


ν ν - ͵ , . ὁ 2 Π { ὕ.. 
Η Ξξίσωσις τῆς ιμαΌετου εἰς το σημεῖον (χ,η) τὴς ἓν ἂσνῳ μαμπυήης 9α εἶναι: 


ο ο σα ης 


Ἐφαρμονη: Εστω Ὦ ἹπαμπυΛη μὲ Ἔξίσωσιν { (ας, |) - Ό. Ζωτοῦμεν νὰ εὔρωμεν τὴν 
μαμπυλότητα αὐτης, ὑποὂξτοντες διό τῶν (αν) οτι πληροῦνται τιὰσαι αἱ ὑπο- 
θεσεις τοῦ θεωρήματος τῶν πεπθεγμένων συναρτήσεων. 

Λύσι5: Ὡς γνωστόν ἡ μαμπυδότης παρξχεται ὑπὸ τοῦ τυπου: 


ος 1] 


Δια τὴν εὕρεσιν τῆς ν’ Εφαρμώόδοµεν τον τύπον (3) τῆςσε]λ.82 ὅτεο (4) ὂᾳ γινπ: «- 
΄ “3 /“ / ’ 3 
. δν υ-2 δαν : τόν .. δαν ἀπ Ι 
κ: --. ϱξι9 0) 
(5 αν) ο 


62. ΠΕΠΛΕΓΜΕΗΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΙΣ ΟΡΙΙΟΜΕΗΗ ΥΠΟ ΤΗΣ ΕΞΙΣΩΣΕΩΣ ό(αμικ.͵... κ 9)Ξ 0 


Ἔστω ἡ Εξίσωσις {(αμχ,,...,κιὴ)-ο. Ἐὰν όιὰ αᾶδε σημεῖον (Χ,ιχ.,. δα ες Βῖ ἡ 
ξξίσωσις, ὧ5 πρὸς } /(Χιχι,..., χφ,9)-0 Επιδεχεται μίαν μαὶ µόνον μίαν Δύσιν, τότειατ 
αὐτόν τὸν τρότιον ὀρίδεται τὸ } ὡς ουνάρτησις τῶν (Χρπε,... χα), Ἠτοι: ΨΦ(ΧιιΧι,. κι) 

( Αι ούδα συναρτησι5), Ἶτις μαλεῖται πεπδεγμένη συνάρτησις ὁριδομὲνη ὑπο τῆς Ἐ- 
Εισώσεως } (Χ,,χ.,...χι,4)Ξ-0. Προφανῶς διὰ αᾶθε (αν Χνιι κ ΕΙ ΕΕΣ. Έχομεν: 
(κι χε Φα εν ΧΑ)ΞΦ. 

Ἐάν ἀΔοιπὸν συµθαϊνουν τΤἀνωτέρω ὀυνᾶμεθα νὰ εἴπωμεν ὁτι ή Εξίσωσις αμα... .Χφυ)Ξ0 
εἶναι ταυτὀστηµος πρὀς τὴν Ψτφ(α,χ,,... αι). 

Το θεώρημα 1 --Ι-ἰ Επειτεϊνεται καὶ εἰς τὰς ἀνωτέρω ὁρισδείσας πεπᾶεγμεένας 


συναρτήσεις. Παραθέτοµιεν τοῦτο ἄνευ αποδείξεως 


θεώρημα ὮἩΤ -Ί-ία. Ψποδετομεν ὅτι αἱ συναρτήσεις {(αιαι,...,χει) ναὶ δν αιχμ. χν) 
εἶναι συνεχεῖς εἰς μίαν περιοχὴν τοῦ σημείου (Ε,ξ.,...,.ἒι,Η.) Ὑποδέτομεν Επὶ πᾶξον ὅτι 
διὰ µαδε ἱ- 3... 4 ἑιάστη τῶν ἐς εἶναι συνεχἠς εἰς τὴν περιοχἠν τοῦ σημείου 
Φια παθε εααστη τῶν ὁ,, ϱ 

Ἡ . . ͵ Π { , «ἳ 

(ΕΕ... ,ξω ν.). Ἔστω δε, ϱ{Ε,Ε.,... ΕΝ.) ο μαι { (ΕΕ... ξφνν) Ἔθ. Τότε ὑπάρχουν ὁύο. 
δετιαοὶ ἀριομοὶ ἵι μαὶ Κ (τὸ η Εξαρτᾶται ἔα τοῦ Κ).Ἰοιούτοι,ὥστε: 

α) Διά μάθε (Χ,ιχν,... αφ) μὲ |Χχι-ξι]-Π,ἰ- 2... 4 ὑπάρχει εἷν µόνον ἀριομός 4 μὲ 
ή ή] Κ ἱμανοποιῶν τὸν ἔξίσωσιν Σα μχνι. καν) 0. 


ϐ) Ἐαν ἡΞΦφ (Χι,Χ.,... χι) εἶναι ἡ ὑπο τῆς ἐξισώσεως {6 Χν,... Χφ,9)Ξ 0 ὁριδομενη τιεπλεψ- 


µένη συνάρτησις, τότε Ώ ᾳ μαὶ πᾶσαι αἱ πρῶται παρἀάμωροι ϕ, ͵ἰς],,... 4 εἶναι συνε- 
, ται ποιραρωροι ας, λα ολ μάς 


χεῖς διά μάθε |χ:-ξι]-Ἡ μαὶ ἐπί πἀξον Έχομεν' 
/ ͵ 
ο [αι χι. Χς, Φ (Χι Χο. χα)]3 ο οι 


Φα, ας [αχ ..ρπφς φ (αν αν, [ ο Χα)] 


ἐάν Ίχ-κι] κα, ἰξτλ.... 4. 

Ενδιαφέρον παρουσιάξει, ααὶ μυρίως εἰς τὴν θεωριαν τῶν ἐπιφανειῶν, ἡ περίπτωσις 
τῆς Εξισώσεως { (α,ν,2)-ο9. 

Κρίνοµμεν σιόπιµον νὰ ἐπαναλάθωμεν τὴν διατύπωσιν τοῦ ἀνωτερω θεωρΏμµατος εἰς 


4 η ’ . 
την εἰδιμην ταύτην περἰπτωσιν: 


θεώρημα Ι --1-4β. Ύποδετομεν ὅτι ἡ συνάρτησις 4 (αι 1) µαθώς μαί αἱ πρὠται πα- 
ράγωχοι αὐτῆς ὁς,όε,ός εἶναι συνεχεῖς εἰς µίαν περιοχΏν τοῦ σημείου (Χ.,Ν.,29): Ἑστω 
δὲ πι πὰξον } (Χο,).,το)- Ο ναι ᾷ, (Χο ὐ. 2.) 8 Ὁ. - 

Τότε ὑπαρχσυν ὁύο θετιμοὶ ἀριθμοί π μαὶ Κ τοιοῦτοι ὥστε: 

α) Διά μάθε (χ,’) µε ἱα-χο]«Ἡ, |ν-ωι]-«π ὑπάρχει εἷς ιαί µόνον εἷς ἀριδμός Ζ µε. 
Ιχ-σ.]- Κ ὑμανοποιῶν την ξξίσωσιν: ᾖ{ (αν, 7)Ξ0. 

ϐ) Ἔσιῳ7-φ (χι) ἡ ὑπό τὴς ὀνωτερω Εξισώσεως ὁριξομέντ πεπἀεμμέντι συνάρτησις 
τότε ἆ ᾳ ἁαθώς μαί αἱ πρῶται παράνωνοι Φ,,ϕι αὐτῆς εἶναι συνεχεῖς διά μπῶδε (χ-χω «απ 


[η- υπ ἀαί Επὶ πᾶξον ἰσχύει: 


β[αινιφ αι) 1ο μα τος στι ντ δρ στ 


διά μναθε |χ-χε]πἩ, |) η ππ. 


Παραιύρποις. ς ὑποθεσώωμεν ὅτι πᾶπροῦνται αἱ ὑποδέσεις τοῦ θεωρήματος π.οναρ 
τότε Έχομεν: 
ντ μ 2-0 υαὶ δν όν Ζ,50 
Ἂν τώρα ὑποτεδῆ ὅτι ὑπάρχουν ιιαί ὁλαι αἱ µεριιαί παράμωφοι δευτερας τάξεως 
τῆς Φ(α,ἡ 7) εἰς µίαν περιοχἡν τοῦ σωµείου (Χ,,Μ.,7.) καὶ εἶναι συνεχεῖς, τότετια- 


ραγνωγίδοντες τὸν πρὠτην μὲν ὧς πρός α.Ἡ μαὶ τῶν ὀευτέραν ὡς πρὀς ν, συμφώ- 


νως πρὸς τον Κανόνα ταραχωχὶσεως συνδέτου συναρτήσεως, Δἂαμθάνωομεν τάς σχξσεις: 
Έ Ὁ , Ι “ α 4 4“ 
. 2 μα υΖκ3 ες νι εφε Ζ. 0 
“ ν ; - ”. ᾱ ο, ο δίτ ὺ 
νι ὁ Νλς ιν . ὁν, ἐκ ἵ νε ἐς ο, ὃς Ζω 0 


4 


4 5/ .. .. / τς 
ὃνω ο σόν 2φν δω ὃς κ ὁν ση 0. 
Ἐε αὐτῶν προσδιορίσοµεν τὰς: Ζ:.,, Ζα9, Ζω 
, ς η : . , . ῃ ͵ ͵ ε , . 
Αναάόνως ὑποβορίξομεν, μὲ τὴν ὑπόδεσιν ὅτι ὑπάρχουν ὁχαι αἱ µεριιαί παράνωνοι τρὶ- 
της τάξεως τᾶς ϱ(χ,2) εἰς μίαν περιοχην τοῦ στιαείου (κ.͵ψ. 7.) ὰαὶ εἶναι συνεχεῖς, 


τὰς τιαραγώγους τρἰτης τάξεως τῆς Ζςφίχιυ). 


Παράδειμµα: Δίδεται ἡ Εξίσώσις: {(Χαμ1)Ξ 4χΣνδυ”7«ν2:-25-9. 


μα ω - ο. 4 Νο ἕἓνν , - , ν 
Ζπτειται να προσόιορισδη, εαν Όπαρχη, Ὢ ὑπ αυτης πεπᾶᾷεγμμενΏ συναρτησις Ζ5 ο(κ ν) 


ὅμως - . Ὁοσ ο 
μαι να ευρεδοῦν αἲ τα ετπο 


Λύσις: Ἐὰν δέσωµεν Ὢ-2-4 εὑρίσωομεν κ--- ᾧδ . Ὅδεν: { (-φά,11)ς ο. Επί πλέον 
όν 5 6 ἡ σν4μτ-57 μαὶ {, (Σι 1) ο. 

"Επομένως Εφαρµόσεται τὸ προπχούµενον Όεώρημα, Ὅτοι: Η ἀνωτέρω Εξίσωσις ὁρίδει 
μίαν πεπᾶεμμένην συνἁρτησιν, τὴν 75Φ(Χχ͵Ν), ὠρισμέντν εἰς μίαν περιοχἠν τοῦ σημείου 
(Ψ1), ὅπᾶ ὑπάρχουν δύο Θετιιοὶ ἀριδμοί Ὦ μαι Κ τοιοῦτοι ὥστε διὰ ταδε 

ἱχ-( | Ικογπ|-« η καὶ ἱψτη | νὰ ἔχωμεν: ΙΦ(αιν)-τ]-«κ- 

Γενιπώτερον: ἡ ἀνωτέρω Εξίσωσις ὁρίδει µίαν Πεπευµενην συνάρτησιν ικαίὶ ὁιά παδε («ν)εΕ’. 

Πράγματι: ἡ ἀνωτέρω ξξίσωσις ἆ(αιυ͵τ)- Ό, θεωρουμέενπ ὡς πρός 7, εἶναι µία ἐξίσωσις 
περιττού θαδμοῦ, συνετώὼς αὗτη ἔπιόεχεται μίαν πο αν πραγματιιὴν ρἱςαν ται 
εἰς τών περίπτωσιν πΩειόνων τὴς μιᾶς πραγματιιών ριδών ἁαμθανομεν τὴν ρίδαν τῆς 
µερίστης τετµηµένης. Οὕτω διά μάθε (α,η) εξ ἔχομεν ἓν µόνον πεΔ., ὔτοι ἡ ἐν λόγω 
ἀντιοτοιχία ὁπμιουρρμεῖ τὴν συνάρτΏωσιν 259 (α,ν) διὰ παθε αφ) εκ’. 

Δὲν όυναµεθα ὅμως, ὅπως εἰδομεν ααὶ εἰς προρενέστερον τιαράδειρµα.ναὰ ἔιφρασωμεν 
αὐτὴν τὴν συνάρτΏσιν μὲ τὴν θοῄθειαν στοιχειωόῶν συναριωσεώὠν. Ἐδῶ ἁπδῶς γνὠρίδο- 

ὃζ ὃς 


μεν τὴν ὑπαρξίν της. '᾿Επὶ πλέον δὲ δυνάμεδα νά εὕρωμεν τὰς Ἑν οσο Εἶναι δὲ αὗται: 


δι ἆ,. 2οχ” 97 ὅὁν θυ"χ«τὸ 


Ὁχ ὃς θ2τ «2-11 δ  δρνδυσ-οσς 


Γεωμετριµαι ἐφαρμομα!: 


Ἔστω ἡ Εξίσώωσις ὁ(α,α,1)Ξ 0. Πᾶτιρουμένων τῶν ὑποθδεσεων τοῦ ανωτέρω θεωρτ- 
εἰ 3 4 ς ο . ἀ . 
µατος αὕτη ἐπιλύεται μονοσηµάντως ὡς πρός Ἔ, ἦτοι’ ΖΞφ(Χ.9) εἰς µιαν περιοατν 


τοῦ σωµείου (Χο, Ἡ., 19), ὅπου } (χο, Τ9)Ξ-Ο. 
' ) ν - / υ - π 4 - [ ᾿ Π 
Η εξισωκσις Ζ5Φ(χ,ὴ)) εἰς το σύστηµα των ἀξονων οχηΣ παριοτα µιαν επιφανείιαν 


͵ ͵ . » ὃ νΝ ͵ η 
Γ(2), Ἆτις εἰς τὸ σωμεῖον (Χο,Μ.,Ζο-Φ (Χο,ὴο)) αντῆς ἔχει ἕν ἐφαπτόμενον επἰπεδον, τοῦ 


ὁποίου ὮἨ Εξίοωσις εἶναι : 
ὅς (χο, ο, 79) δὴ (χο, ῶς 7.) 

ον ο νο, (Χ-χ, κι κιω εις ὁ - 
ο. ( ) (1-9) 


7-2ρξ- Ξ 
: δε (Χο Ἠο,Ζο) 


Ἐφαρμογή: "Έστω Ὁ κ, τὴς επιφανείας : 
ο ι : κ , 
-ᾱτ ες - ας Ξ4 (Μωώνοχώνον ὑπερθοᾶσειδες) 
Ζητεῖται νά εὑρεδῦ ἡ Εξίσωσις τοῦ ἐφαατομένου Επιπέδου εἰς τό σημεῖον (1.,39.,2.) αυτου 


ο μαὶ 4, (Χ. 9ο, 79) - ο... . Ἡ δε Ἐξιοώσις 


Λύσις: Ἔχομεν { (Χο ν», 
τοῦ ἐφαπτομένου Επιπέδου θὰ .- 


(.- κο) ἀδευν (Υ-4)). ἆει- (σ-ει)αβ- το ἃ 


Χ.χ.. ὙἩς ᾖΦ.:ζο πΧὺὸ ο ὃν Ὁ ἃχος Χλο ὅ σος Λ : 
[ο 6- «. σαν ὅ- πα ας Γης ο Ξ- 


ἀ} Παρατήρησις: 
ο 
Εάν { (Χο, Ὡς, 2ο) 3 δν (ας δν 7ο) Ξ .{ (α. Πε, 29) 50, τότε τι ἐπιφάνεια. δεν ἔχει ἐφαπτόμενον 


ἐπίπεδον εἰς τό σωμεῖον (χ.,Μ.,7.) υαὶ ααδεῖται Κωνι ιόν σημεῖον. πχ ἃ Ἱιορυφη Κω- 


νιαης ἐπιφανείἰας εἶναι πωνιιὸν σημεῖον. 


6 3. ΙΑΚΩΒΙΑΝΑΙ ΟΡΙΤΟΥΣΑΙ -- ΣΥΣΤΗΜΑ ΠΕΠΛΕΓΜΕΠΩΗΝ ΣΥΗΑΡΤΗΣΕΩΠ 


Α΄ Ἱαιωθβιαναι Ὀρίδουσαι: 


"Ἔστωσαν αἱ πραγµατιμαι συναρτήσει» 4.(α.χ.,.'' κ ἰσιλ, 


ἳ 1 να 3 ͵ Πι 
ἔσ 4 ὡριομὲναι εἰς ἓν ἀνοιιατον ὑπο- 


͵ ς Ώά .- , το 
σύνολον [) τοῦ Ἡ  ικαὶ ἔχουσοι µεριιᾶας παραγώρους πρὠτης τάξεως συνεχεῖς εἰς το 


. ι ἤ ͵ ο. ' 
ἔνὰόμω σὐνολον. Τὴν υάτώδι σχηµατιδοµενην ὀρίδουσαν : 


05, δν, δν ο δρ πὶ 
χι Όχι Όχα ται ἴα, η] 
οἱ. .ὁ5 04. Π , ο 
μὴ δα. ο, δύο δι δι, οί δις 
6. δὲ... ὃδε ο... 
σα, Όχι θχς τα ας, τν 


μαΔοῦμεν ᾿Ἰαικωδιανὴὺν (αςοβίαη) τῶν συναρτήσεων ὅι,ΐε,...,όᾳ ὧ5 πρὸς τὰς µετα- 
θάπτάς χι, Χ.,. .., χι μαὶ τῶν ουμθοάᾶίζομεν συντόμως δι ξνός τῶν συµάολων: 


ὼι Θ (091 0ς.... ς) . 
1 αανννιι, αφ) Ἡ δρα. κη) 


π 3: . ͵ σι . . 3: η 5 ᾿ . [ 4 
Αἱ Ιαιωθιαναί ὀρίδουσαι ἔχουν µεριιὰς ἰδιότητας αἶτινες ὁμοιάδουν μὲ τὰς ἰδιό- 


Ὅπητας τῆς παραφώφου. 
. 


Παραθέτομεν μίαν τοιαῦυττπν χαραωτηριστιατιν (διοτητα΄ 


αΕδιότως ἵπ.-3-{, Ἔστωσαν αἲ συναρτήσεις 4: (Χμχ....., χφ) ὡριομἒναι ἐπὶ ἑνός ἀνοιάτοῦ 
ὑποσυνολου Ὦ) τοῦ Ρ' μαὶ ἔχουσαι ἐπ αὐτοῦ µεριικὰς παραγώγσυς αν τάξεως» συνεχεῖς 
Ἔστωσαν ἔΕπὶ πᾷέον αἲ συναρτήσεις χι-Ξχ. (εμέω...,ἔκ), ἶξ{ρ2ρν4 ὡρισμεναι ἐπὶ τοῦ ᾱ- 


νοιατοῦ ὑποσυνόλου ν τοῦ Βὶ ιιαὶ τοιαῦται, ὥστε διὰ μάδε {(ὲ,ἐ...., ἐς) ΕΝ τὸ συμεῖὀν 


-τ τῆς 


(αχ. ναι) εὉ. Ἐπὶ πᾷέον ὑποθέτομεν ὅτι αἱ χ. (ὲιἓν, -..ι ὃν) ἔχουν ἔπι τοῦ Υ µεριυας 
ας ία, (Εν ἐνννν εφ), ν . χς (1 ο Π)ῃ επι ὰ- ο 4 ἰσχυει: 


Ο(όδι. δε). Ὀθωόμ.. ος), Όάχω. πα) Φ 
Θ (Εν, ἕνν το ξ9) θζαι αν, ιχς) δε Εν ες) 


Ἀποδειξις: θεωροῦμεν τὸ στοιχεῖον τὴς ὁρισούσης τοῦ πρώτου µεἎους τό πατεχον τὴν 
: ' .. . . - ς. Όδι ο δει η ας ἀποδ εας ἰσὸ- 
-γραμμην ἵαι |" οτπᾶπν, τοῦτο είναι το δι: το ὀευτερον µειίοςσ της απὀοειιατεαΣ5 ισο 
ῤ 
ας 5 ͵ ' ῃ πμ . [ Π - - µ 
τητος εἶναι ὁμοίως μία ὀρίδουσα ἁσινν -ταξεως, ὡς γινοµενον ὁριδουσών 4η. -ταξεως. 


Ὡς εἶναι γνωστόν ἓμ τῆς θεωρίας τῶν ὁριξουοῶν τὸ στοιχεῖον τὸ µατεκον τὴν ἰ -γραμμην 


Κ Ἐκ τοῦ ὀνόκματος τοῦ /αβῇου Μαθηματιιοῦ (αγνό ᾿]αεοδί (180-165: ). 


[ Ἱ 1 κ. π Ὁ | υ Π . Ν - » . 
μαὶ ]- στηᾶην εὐρίσμεται ἔαν ποθῤαπᾷασιασωμεν αντιοτοιχως τα στοιχεια της (-χραμµ- 


μῆς τῆς πρώτης ὁρισούσης ἐπὶ τὰ στοιχεία τὴς |- στωλης τῆς δευτερας ὁριδούσης ιαί 
. ͵ [ , . 
προσθεσωµεν τὰ Ἐξαγόμενα, Ὅτοι ἔχομεν: 


6ύ, ο θκι θύι : Όχι 


Όπι Θ6: . Όχφ 
δα, δε Όχι δει δα δι 
Τὸ τεΔευταῖον ἄθροισμα ἰσοῦται πρὸς 


τν Ἐξ οὗ τὸ «ἁποδειωτεον. 
.] 
Β΄ Συστηµατα πεπἀεμμενων συναρτήσεων: Ἔστω το σύστημα: 


Σαφυι,ν)Ξ-ο 


6) 
4α αν) - 0 


- , 1 4 . Π .» . , . . « ᾿ ' 
τῶν ὁόνο Σξισωςσεων µε τεσσαρας αμνώωστουςτουξ5 αι υ,ώ ὠρισμενον εις5 εν οανοιιακτον 
͵ ͵ - 1: . ον .. 

ὑποσυνοάον Ὁ τοῦ χώρου χε. 


Τὸ σύστημα τῶν Φὺο πραμυματιιών συναριησεων : 


ἁτό αν) 
(2) 
υτα αν) 
ὡρισμενον εἰς ἕν ἀνοιατόν ὑποσύνοῖον Ί τοῦ Ε δἀ μαλῆται 2ύσις τοῦ συστηµατο5 
(9), ὡς πρὸς τὰς μεταθλπτὰς κ, ὓ, ξὰν όια παδε (κ,ύ)ε} ἰσχυτ 
| ὁ αΝι (αν), ὁ. 9): 0 
4 (α,ὴ, όν (1.Ν), ἐν (αι9)5 0 


Ν Π , . κ. - . ο ’ 3 πο... τ ς , « 
Ἂς υποδεσωμεν ηόπ ὅτι πᾶπρούνται αἱ προύποθεσεις αὖται Ὅπο τας Οποιας Τ 50 


δύναται νὰ 209 μονοσημάντως ὡς πρὀ» αἱ, συναρτήσει τῶν α,ὺ ν μαι δὰ γραφω) - 
μεν τότε: απφ(κχ, υ) (4). 


η ο. ῃ ο . - . 3 ) , 3 
Ἀικοβούθδως αντιιαδιστῶντες αὐτῶν την τιμων τοῦ τὰ εἰ» των εξισώσιν 450 επι- 


τυγχανοµεν μίαν Ἐξίσωσιν περιεχουσαν ὡς ἀγνῶστους του» χιν͵ ύ, Πτοι: 


4 (κ φ(Χὐ) ν)Ξ 0. 


Συμφώνως πρὸς τὸ θεώρημα τῶν πεπᾷεγμεναν συναρτΏσεων, τὸ ὁποῖον ὑποθειομεν 


Λ 3 : . ν , 1 [ η ο υ « κ Γ 
ὅτι ὀυνάμεθα νά τὸ εφαρμόσωμεν, εξάνοµεν, 5 τω» τε]ευταίας σχεσεως, την πεπθεμμ.ἒ- 
νην συνἀάρτησιν : 


υτ ὃ, (αι 0) (5) 
Ἀντιιαθιστῶντες τὸ υ ἐιμ τῆς (5) εἰς τὴν (4) Δαμθανομεν: 


Ξ Φ (αν ας (κ ν)) 
μαί τὴν οποίαν γράφομµεν οΌτω' α5 (ὰ Ἡ) 


(6) 


Ἔω τῶν (5, ιαὶ (6) ταρατηροῦμεν ὅτι Εχοµεν ἔαφρασει τα τα και ὐ ουναρτήσει 
τὠνα ταί η. 
Τό σύστημα τῶν εξισώσεων ({) γράφεται, Δόγω τῶν (5) μαί (6) σὕτω: 
(ΑΝ), ἐν (αν) 0 
| (αν, δι (α.Ἠ), ἐν  (α 0) 0, 
Ὑποδέτοντες ὅτι αἲ ἡ,ᾳ ἔχουν µερικάς παραγώφους ὧς πρὀ» κ, Ψ,μ,υ συνεχεῖς ἐφαρ- 
µόδοντες τὸν µανόνα παραγωγίσεως συνδέτου συναρτὠσεως, ἀαμθβάνομεν:. 
δε οκ ο 
δι αι, ως 4, υς Ξ0 


Λύοντες τὸ γραμμµιιὀν ὀὐστημα (2) μὲ ἀγνώστους "ούς5 μ’ υς μέ τὴν μέὂοδον τοῦ 


(51) 


Οτανηργ ἁαμθάνομεν : 


πας κά 
” { ᾱς 4ν ος 44) , 9,9) . [4 4. (44) δ(44) 
μμ. πας ἀδάνο ντ μι ομαδα 
3ν αν, θα 4ν 


᾽Αναδόγως ὑποβονὶδομεν τὰς µεριιαὰς παραρώνους ας, ὖύ 
Τὸ ἐπόμενον δεώρηιμα μᾶς δειινύὺει ὑπὸ ποίας συνοῄικας τὰ ἀνωτὲέρω θήµατα ἐπιδὺ- 


σεως του συσττικατος εἶναι τουβάχιστον θεωρητιικώς ὀυνατᾶ. 


θεώρτιµα 1ζ--8-{. «Υποθέτομεν ὅτι αἱ συναρτήσεις ὀίχιυ,μ,ῦ) μαὶ α(ίκνυ,υ) εἶναι 


συνεχεῖς μαί Έχουν συνεχεῖς αἲ’- τάξεως µεριιάς παραμώφους εἰς μίαν περιοχύν τοῦ 
ῃ . ν ͵ υ ) 
σημείου (Χο, ὺ. . νο) Επίσης ὑποθετομεν Οτι ὁ (α. Ψ. ὰ. 9)Ξ0, ϐ (η. ας ὅ.)ΞΟ 


κ (α,, Φος, ὖ9) ὃν (ο ψ ην, 9) 


μαι ὃν - 9 -- 0. 
μοι 8. (α», ,, α., ὖν) ᾱ, (ας, Ῥ,, τς, ο) 


α) Διὰ ιάθε (χ,ὐ) µε Ιχ-χι η, ἱν-ψ,[ση, ὑπάραει µία µονοσήµαντος ἠύσις ὧὼΣ 


πρός (ιν) τῶν εξισώσεων : 
ό(αιφυ.ὐ)5ὅ, Φα ψα ὐ)ΞΟ 
μέ [ια αι κ, μαὶ ἱυ-υι| σκ.. 


ερ ος ο ο τὸ ον. 
ἱστίωμεν πτντὰς τας λσει, ποτ Ὁν  λτ(ςν) υσδ (κιν). 


ϐ) Αἱ συναρτήσεις ὅ, μαὶ }, είναι συνεχεῖς µε πρώτας παραγώψου» συνεχείς παι σ 
σχύουν οἱ υάτωθι τύποι; 

΄ 4 ΄ να 

ὃν ὃν ἕ ή δε | 


ἱ ) 
Ῥ , τπτ 


φ, ᾱ-- 
ὅπου, ὃ-ό 40” 3α | ' 

ς ον ο ο θιῶθήµ»Ν ανα ετρὀψ-ν ο ο. 
Αναδόγως εὑρίομονται αι ας υς, εις Ίος ἐωῶωέ[ο ος 

Απόόειξις: Ἡ ἀπόδειξις τοῦ δεῳρύµιατος συνίσταται εἰς τῶν ὀκαόοκικων ἐφαρμορτῖν 
τοῦ θεωρήματος Ι -Ί1-]ατῶν πεπἀευμὲνων συναρτήσεων. Ἐπειση Ώ, Ο ἔπεται ὅτι 
αἱ 4,4, δὲν δύνανται νὰ εἶναι ἁμφότεραι μτιδἑν εἰς τὸ σγιμεῖον (Χο, Ἡ., Ἰὰ., Ὁο) Ὑποθξτο- 
μεν ὅτι 4/0’ ἡ ἀπόδειξις εἶναι ἀνάλονος ξὰν 4΄30. Τότε ἐν τοῦ θεωρῦμµατος 1” --2-Ία 
συμπεραϊνομεν ὅτι ὑπάρχουν οἱ θετιιοί ἀριὸδμοὶ τω μαί Ὁ τοιοῦτοι, ὥστε ὅια 
ἱε-χω/πτ η ή ο] ση, αρ ααὶ Ἱυ-ιω] -Ὁ η Εξίσωσις Φ(χιμ.ν)Ξ Ο (0) ναι όυ- 
ναται νὰ παρασταδΏ ὑπὸ των µορφήν 

. Ότο (αυ) (2) 
οπου τὶ συνἁρτησις ᾧ εἶναι συνεχης καὶ µε αν - τάξεως παραμώφους συνεχεῖς εἰς τῶν 


ἓν ἀόνω περιοχΏ/. Ἐπὶ πὀοὲον δὲ ἔχομεν: 


8 [κιν 9 (αν) 1 
8, [αυ Φ (1.9 4) ] 


(Κατά τὴν ἐφαρμογήν τοῦ θεωρήματος Τζ -2-ἰαἀντιματωθτπσα μεν τὸ Ὦ ὑπο τοῦ Ώω, τὸ 


Φι, (αι 1)Ξ- (3) 


ΓΚ ὑπὸ τοῦ τ, τὸ (χι,αι, ἂν) ὑπὸ τοῦ (χιυα) καὶ των µεταθήπτην ὑπο τῶς υ). 

ἨἨστι ἃς ὀρίσωμεν: σίχ,υιν)5-ὁ (ανα φ (αυ α)) (4) 

Ἡ συνάρττισι» σ ἔχει ὁρισθή ιά: 

κ-χ,]ππω, |.) Μο] τη καί [κ -ας αι 

Ἐφαρμόδοντες τὸν πανόνα τῶς διαφορίσεως εἰς τῶν συναρτησιν σ, διδομὲνΏ. ὑπὸ τῆς 

(4), ἂαμιθάνομεν σ- δή δν ϕ, ὦ ἂόνω πῶς (3), ἔχομεν ! 
ο µια δα 
σσ, ) ὃν ο. 5) 
Εἶναι δε: 
{ς 8 δν. 3 Ρ. ὡς 


6, ε υ,, ο) 5 ποππτστι ππποπατςΕ Ξ- αεπηκπν ντο σν 


νεια τῆς (6) δυνάμεδα νά΄ ἐφαρμόσώωμεν τὸ θεώρημα των πεπεγμένων συν- 


ἀρτήσεων εἰ» τὴν εξίσωσιν: 
σ (αι ν) Ξ0 
Ὅθδεν ὑπάρχσυν οἱ θετιιοὶ ἀριδμοί πι μαὶ τ΄ µε η «ΕΠΠ, τ «πι τοιούτοι, ὥστε δια: 
ἱα-χο]-σ, ἱυ-ή/«πη μαι Ίμ-ανπ 
η. ἀνωτερα; Εξίοωσις νά ὀύνατοι νὰ τεδΏ ὑπὸ την µορφην : 
ετβ(ιΝ) μέ Ια- πο ποπ, | -ψο] πι 
Επί πἠέον ἡ ᾗ, παδώς μαὶ αἱ πρῶται µεριμαί παράρωροι αὐτῆς ὡς προς χι έν, συ- 
νεχεῖς, Λαθόντες ὑπ ὄψιν τήν (1) ααὶ ἐὰν Όξσωμεν: 
υςφ (α,ἡνό, (1͵ν) Ξ δ. (1,9) διὰ [χ-χο[πτη, [η -η,] στ. 
Παρατηροῦμεν ὅτι ἡ {, ἀαθὼς μαὶ αἱ πρῶται µεριμοιί παράγψωφοι αὐτῆς ὡς πρός αν 
εἶναι συνεχεῖς. ι 
Παράδειγμα: βΛίδεται τὸ σύστημα τῶν ἐξιοώσεων: 
ξαυυ,υ)5 κι μυς υἱ.4-ο 
Φα α,ν)Ξ Ίπην ἡ'-2«3υ”.8Ξο 
Δείξατε ὅτι εἰς ττιν περιοχἠν τοῦ σημείου: Β.: [χ- 2,υ--1, «Ξξ2υ- 11 
δύναται νὰ παρασταδῆ ὑπὸ τὴν µορφήν: ἁξδ(α)), υ- 1. (κιν). 
Εὗρετε ἓν συνεχεία τὰς μερικὰς παραγμώγους ας ,υς ὓς εἰς τὸ σημεῖον Ε.. 
λύσις: Ἔχομεν : 
{:--θυ {5λυ,οι-- 4μ, 4, υ) 
δκτκ, τον, 4" 19, 429 1ύ 
Εἰς τό στιμεῖον Β, ἔχομεν : 
τα 4ν δ 8, ρ Ξ- 128 
Ἐπειόπ αἱ  μαὶ 4 εἶναι .... Ἐαφράσεις Ίααί ἐπειόπ Όο Φο τᾶσαι αἳ ὑποδε- 
σεις τοῦ θεωρηµατος Τσ -3-! πἀπροῦνται. Συνεπώς τά αμ ααί ὐ ὀύναται να ξαφρασδον 
ὑπὸ τὴν µορφην : | 
ἁτόι(χιν) μαὶ υΞό, (α.9)- 


κα. πε ας -. αχ αυ. Α]κυ 
πο Ίᾳ αἱ)  ὃ 19 ηυ 39 | ου 
μαί εἰς τὸ οημεῖον ὃ δὰ ἔχωμεν : 
, .-. . τι ώς. 43 
κ απο Μ -τπθ 3 


Ἀναδόμως εὑρίσιμομεν : 
Γ 


ο. «« μ.]. «ὃᾱ- 

χ ἱρ, τ6 } αν |ρ, δὲ 2 

Ἡ ἐωτεδεῖσα δεωρἰα τῶν πεπᾶεμμἔνων συναρτήσεων ἀύναται νὰ ἐπειμταδῷ εὐιόάως ιμαὶ 
εἰς ἕνα σύστηµα Κ Εξισώσεων τῶν 4 «Κ μεταθλητῶν, ῆτοι εἰς ἓν σύστημα τῆς μορφἎς: 


{ τ; Ὄ.χς, ων σι κ) Ξ0 


µ, (αν Χν,ν χα, ας νρωιιν ἄ κ} Ξ0 (1) 


(αμ Χννι ιο, Χφ, αν, Ἀννιν ας) 0 


'Ἠόπ δά Εξετάσωμεν ὑπό ποὶας προύποθεσεις τὸ ἀνωτερω σύστηωμα Επιδεχεται Δὺσιν 
ὡς πρὸς τὰς μεταθλτητὰς άν... ας. ᾿ 
Σχετικώὠς ἴσανει τὸ μµάτωδι θεώρημα ὑπαρξεως πεπεγμένων συναρτήσεων, τὸ ὁποῖον 


παραδετοµεν ἄνευ ἀποδείξεως : 


θεώρημα ΤΠ --3-1. «Ὑποδετομεν ὅτι αἱ ποπ ντα ναι συναρτήσεις τῶν 4: Κ µεταθᾶπτ- 
τῶν αι, Χε,..., Χα, ἀν γι... ὰς ἀαὶ επί πδέον ὅτι ἑαάστη τῶν {ι παδώς μαί αἱ πρὠται ταρὰ- 
Ρωμοι αὐτῶν εἶναι συνεχεῖς εἰς μίαν περιοχἠν ἑνός σημείου Β. (Έ,,ε.,..., φ, Πε Πεν. ιν) | 
Υποδετομεν ἔπί πἠέον ὅτι τό σημείον Ρ, ἐπαθηθεύει τὰς κ ἔξισὼσεις Ἅτοι: 


σι εω ο) ζ1φΤρ. : : 
ὠρ αμα ία ΓΕ Εν εν νο οθκδ ὑπ ία κ 


6 νσ ϱἼσξως 
μαὶ ὅτι ἡ Ἰαμωθιανη πως είναι εἶναι διάφορο ς τοῦ μηδενός εἰς το σημεῖον Ρ.. 
ὑκοὍμ- ος ο ος η επ ορ ονοο ε ο 3) κ ελ ἀπ κτλ μποτ ον οκε αλοκός επετετό 


Τότε ὑπάρχουν οἱ δετιαοί ἀριὸμοι Π ιμαὶ τ τοιοῦτοι, ὥστε : 
α) Διά μάθε (αμχ.,... Χη) μὲ |αι- Εις διὰ 511... 4, ὑπάρχει µία μοναδιαἠ ἀύοις(ωμα,....ἱὰ) 


-- : 
τῶν εξισώσεων. 
δι (ανχιι... Χφι άν γι. ἀκλ5 Ο, ἐξ ί2,...,κ 


διὰ κάθε [α,-πι]πτ, ΙΞ11....,κ 
Ἡ δὲ ἂύσις ὁρίδεται ὑπό τῶν συναρτήσεων: ασ ο δω οκ. 

ϐ) λέσυναρτησεις 9, εἶναι συνεχεῖς εἰς τὴν περιοχἠν τοῦ σημείου Ρ, μαὶ πᾶηροῦν τὴν 
συθήνην τῃ «4! (ΕΕ... Εφ), 1,..ικ 

Λ)΄ Υπάρχουν αἱ υμεριμαὶ παράμρωβροι:-ε-- οι ο”. νο ᾱ τών συναρτήσεων Φιι 51,1... κ εἰς 


τήν περιοκήν πού Β, ωαι μα λο ἂν πγ αἱ ωογίσωμεν το σύστημα (1) μεριιῶς 


( ῃ ρ , ͵ , , 
ὡς πρὸς αρ μαί τὸ προμύπτον σύστημα, ἤτοι το 


{ ὃς θ5ι η κ δύ, ου. ον 90, Ν δι, 5-0 
ὉΌχρ ὃα, ἂχρ ὃμ. ὭΌχρ ὃν Όχρ 


(2) 
θὰ, Δὲς δω, θό θα. δδς δε ῃ 
ὃχρ ὂωι ὂχρ διι ὃΌχρ ὃωκ ὃΌαρ 
ἐπιβύσωμεν ὡς πρός τὰς μεριιιᾶς παραγώγους δαν σ δχς 
Παράδειγμα: Δίδεται τὸ σύστωµα: 


σον 
π“ί 


ι . Γιά .. τ 
ΧΙ Σ2χ,. 34 444. μι ταςΞ- 0 


σπα 
η 


Χιγ3χ,- Αχιχι οφ. -2ά.νων-0 


κι 
ἵ) 


1 3 . .. 
κι τΧκ, ται, γλάι δα. - 0 


ς ά - . 
͵ Ἀ δα, δι. ὃΌμν ν 
μά υποᾶβογισθοῦν αἱ ον ος σοι 


Λύοις: Αἱ ὑποδέσεις τοῦ ἀνωτέρω θεωρήματος, ὡς εὐιόδήως ὀυνάμεδα νὰ Φιαπιστὠσω- 
μεν, πῇτιροῦνται, Δί ἐφαρμογῆς ἂοιπον τοῦ συστηµατος (3) τοῦ θεωρτιµατος εἰς τήν περὶ - 


πτωσιν ὅτιου εἶναι ϱ5/ Δαμθάνομεν, µετά τὰς μεριιὰς παραγωγὶσεις,τὸ ἀμόλουθον οὐστημα: 


ο δα ὃν» 
1χιν (θά) σσ (41, -2 4) ο εσας σον ο 
[οι] δα. ὂα. 
- το ος ον -ᾱ μα Ἠὰ παν 
6 α«ιςθιι ὅκ 4ν, ὃν τλὰ, ο, ο 
: θα, δι. ὃων 
ἃχ θι, ον 25, "68, ο ρπαλν 0 


τοῦτο εἶναι ἕνα γραμμιιὸν σύστημα τριῶν ξξισώσεών µε τρεῖς ἀγνώσοτους τούς ὃν μον αν 
τὸ ὁποῖον ἐπιάύεται εὐαόθᾶως διὰ τῶς.μεθόΦου τοῦ «γαππΘΓ. 


» 


Εφαρμογα:.: | 
Α΄ Ἔστω ἡ συνάρτησις Ζ5Μ,(ι,ν), ἔνδα µ-φίχη) αἱ ὕ-σίαιν). 
θεώροῦμεν τό σύστημα: 
Φ(1ι9)-μ-ο 
(1) 
σ(αψ)-υ-ο 
Εάν πἀηροῦνται αἱ ὑποδεσεις "οὐ θεωρήματος Ι{- 3-1, τοτε τοῦτο τίθεται ὑπό τήν µορφΏν: 


χ-ῄ(ων) ἡΞά, (μυ) 


Οὕτω τὸ ἀρχιμὸν σύστημα τῶν ἔξισώσεων ὀἰδεται ὑπὸ τὴν μορφήν: 
κ ᾱ (αι υ), χα (αυ), Ζ-ὁν (υιυ) 7 0) 


Αἱ εξισώσεις (3) εἶναι ὡς γνωστὸν αἱ παραμετριµαὶ Εξισώσεις μιᾶς ἔπιφανείας. 


Αἱ µεριιαὶ παράρωγοι εν νο εὑρίσμονται διά παραγωγἰσεως τῆς συνθέτου συναρτήι - 


σεως Ζ-όι (αυ), 

ἤτοι : 
92 . θύν δα, 9 ὂυ 
οὃχ ον δχ ὂν ὃκχ 
67 ὃν δα ὃδὐν θυ 


δυ δα ὂδυ δυ δη 

ἱ . Όα δα ὁνψ ι -ὂυ. «οι : : ὦν { ' 
Αἱ µεριιαὶ παράχωχοι ὃς ,δυ »ὂχ αἱ δα ὑρίσμονται διὰ παραφωφίσεως τῶν εξισώσεων: 
χ-{,(υιν), ὐ-ζ, (αυ) ὡς πρός α μαί κ μαὶ ἓν συνεχεία ἐπιύσεως τοῦ προι«ύπτοντος συ- 


στήµατος τῶν τεσσαρων εξισώσεων, ἤτοι: 


 δόι ὃᾳς 9, ὂυ ο --94. δα, 9. ὃυ 
δυ ὂχκ 'δυ ὂκ ν δα ὃὂπ 'Όυ ὃχ 
«96 ὃα δι δυ . ὃτι θα ν δι δυ 
θλδα δν "δυ ου ) ἕπσοα δυ Ισδυ δη ᾽ 


Β΄ Γεωμετριμαί Εφαρμομαί : 
Εστω τὸ σύστηµα τῶν ξξισώσεων : {αιυ2)Ξ0 

4 (ὰιη,1)- ν | 
Ἔστω μαὶ ἕνα σημεῖον Μος (Χοὺς,7ο) ΕΒ' τοιοῦτον, ὥστε : 


{ξ(α»,ὐ,, 2.) 54 (αο,υ.,19)ΞΟ. (2) 


«Ὑποὂδετομεν ὅτι: Γη ο. Κα) 
40ο ϱ) 


4 (α.,Ν, 1) 4” ία. Ψ., 9) 


Συμφώνως πρός τὰ θµτεθέντα εἰς τὴν 63 τὸ σύστημα (1) ὀρίδει μονοσημάντως τὰ 3) 
μαὶ Ζ ὡς συναρτήσεις τοῦ κ, αἵτινες ἔχουν πρὠτας παραμώγους συνεχεῖς εἰς μὶσν 
περιοχην τοῦ σημείου Χο. | 

Συνετῶς τὸ ἀνωτέρω σύστημα ὁρίδει διά (χ,υ,Ζ) ἀνήμοντα εἰς µία περιοχἠν τοῦ ση: 


µείου (αο͵ὓ.,7.) μίαν μαμπὺλτν (Υ) ἔχουσα µίαν ἐφαπτομένην εἰς ἔμαστον σπ- 


μείον αὐτῆς, 


διά παραφωρίσεως τοῦ ουστήματος (1) ὧς πρὸ» κ΄ Δαμβάνομεν 


οἱ 9 4 ,δ ᾱξ ο 
ὃχ ὂυ ἁχ ὂζ ἄχ (4) 
Ὁ 94 4ν «9  4ξ - 
ὃχκ ὃυ ἀχ ὃς ἃἂχ 
Ἐπειόήπ πᾶπροῦται ἡ σχέσις (3) ὀυνάμεδα νὰ ὑποβομίσωμεν, ἓωμ τοῦ χραμμιιοῦ συστήµα- 


τος (4) τὰς . , ος Ι 


τιμάς τῶν ἓν ἀόγω παραγώμων εἰς τὸ οπμεῖον Μο(Χ.,Μ., 29). 


υ 


9. 9 Β , δν . . ο, . . 
θεωρουμένων ὡς ἀγνώστων  ἅᾗατα σύνεπειαν Οὲ νὰ εὕρωμεν μαί τὰς 


Εε ἄλλου ἡ Εξίσωσις ὁ («, ν,1)«0 παριστὰ µία ἐπιφανειαν (Ε) ὀιερχομένη διά τοῦ σημεί- 


συ Μο. Ἡ ἓν ἠόνω ἐπιφάνεια ἔχει, εἰς τὸ σημεῖον Μο ἐν ἔφαπτόμενον ἐπίπεόον (8) τοῦ ὁποί- 


” . ή 


ου ἡ ἐξίσωσις εἶνας: 
(Χ-πο) δα (Χο, 7ο) ν (1 -θν) δα. ή.) ν (-29) ὃς (αν μ,2.)Ξ 0 {5) 

Ὁμοιως τι 4(α,ὐ1)Ξ0 παριστᾶ μίαν ἔπιφάνειαν (5) ὁιερχομεντ όιἡ τοῦ σημείου Μο μαι 
Ὠτις ἔχει ἕν ἐφαπτόμενον ἐπίπεδον (ΤΠ) τοῦ οποίου ἡ Εξίσωσις εἶναι! 

(ας) ᾱς (αν, 1) (ΥΨ») ᾷς (Χ. Με 29) 3 (7-2.).4’ Ος, αν) - Ό (6) 

η τομή τῶν Επιπέδων (β) ααὶ (Π) εἶναι µία εὐθεία. διερκομένπ, προφανὼς, διᾶ τσὺ στιµεί- 
ου Μο υαὶ ἐφαπτομῖνι ἀμφοτέρων τῶν Επιφανειὼν εἰς το Μο, συνεπῶς καὶ τῆς τομΏς τῶν, 
ὁαὰ τὴν ἁαμπυβης (ν) 

Ὅδεν: τὸ σύστημα τῶς ξξισῴσεων (5) μαὶ (6) παριστᾶ τὰς Εξισώσεις τῆς ἐφαπτομενπό 


τῆς ααμηυᾶτς εἰς τὸ Μ.,τής ὁποίας αἱ Ἐξισώσεις δίδονται ὑπό τοῦ ουστηµατος ο 


» 
54 ΣΥΜΑΡΤΗΣΙΑΚΗ ΕΞΑΡΤΗΣΙΣ ' 


χ ο, [ [ , .] .. µ 
Εστω ἓν πεπερασµενον σὐύνοβον ουναρτησεω» Ὁ-ἴφι,ιφι,..., Φα}, Ὥτοι Εστωσαν τι το 
πᾶῆδος πραμματιιαὶ συναρττσεις: 


Φ, (Χ,χ.,... Χα), Φι (αν Χν,.  Χφλν ον Φη (Χι,Χν,-- (1) 
ὡρισμέναι ἐπὶ τοῦ συνόλου Ὑς Εἳ υμαὶ µε μεριωὰς παραμώγρους συνεχείς ἐπί τοῦ συνόλου Ύ 


Ορισµός  --4-ί. θά δένωμεν ὅτι τὸ σύνοᾶον 5 εἶναι συναρτηοιανῶ» ἐἔπρτγι- 


, 4 , ῶ , ὧ. ε ͵ η - 3 “ 
µενον επι του ο εἴτε ἄλῆως αἱ συναρτήσεις (1) εἶναι συναρτησιαικῶς εξπρτηµεναι͵ 


, ο « ’ ͵ 
” παρσύσα παράµραφος αναπτύσσεται ἀίαν συντοµκως 


συντόμως ἐξΏριημέναι ἐπὶ τοῦ ὴ, τότε μαί µονον.τότε, ἂν αἱ συναρτήσεις 
φι(αχε,..., Χφ), ἐξ {,λ,...,π εἰς ἑκαστον σημεῖον (κ.,Χι͵...,χι) εὖοξ ἐπαθηδεύουν 

, σέ , 4 -- 
µιίαν Ώ περισσοτερας σχέἑσεις τῆς μορφὴς: 

Γ(Φι» Φιν. 0 (2) 

«ε « - ΄ { 4 9 εν ην ϱ 
αἱ οποῖαι όεν περιεχουν καμίαν ἀπὸ τὰς µεταθᾶητάς «αι ει... Χα. 

Εἰόιιώς ἄν Ἡ (2) τίθεται ὑπό τὴν μορφῆν : 

Φ τ Ἡ (Φι Φιν τὸ ιν Φιν." 9) (9) 


͵ . 4 ῃ - - , . . 2 
τότε ἆεμομεν ὅτι ἡ συναρτησις φ; εἶναι συναρτησιαμῶς εξηρττιµεντ, συντοµμκως εξαρ- 


-- } , 1 ῃ 
ταται απο τας συναρτήσεις Φιν Φν, ο ιν, 
Παράδειγμα: Αἱ τρεῖς συναρτήσεις: 

Φ, (αι σ)σαὶν ἡ νπ, Φι (ασ) χκῴνσ, Φι(χ, ή) αἡνυζνζχ 


φαν Φα. 


εἶναι συναριπσιαιῶς Εξτρτωμέναι ἐπὶ τοῦ δ, ιιαθόσον, προφανῶς, ἐπαβτδεύουν τήν σχέαιν΄ 
Ε(φ, Φι, Φε) ΞΘ φ, σφι” 29, Ξ0. 

Διατυποῦμεν ματωτερω), χωρίς ἀπόδειξιν μίαν πρόὀτασιν, Ώτις παρξχει μίαν ἑιααντὶν 
τιιαὶ ἀναγιαίαν συνὸηιην, ἵνα η τό πᾶῆόος συναρτήσεις εἶναι συναρτησιαιιῶς ἔξηρττι- 
μέναι.. 

Προτασις 1ά -4-ἱ. Ίμανη μαὶ ἀναγμαὶία συνδῄωπι, ἵνα π συναρτήσεις πι ἀνεξαρτητων 


μεταθἠητῶν: 


Φαν χι. ἀπ), Θι (αν αν.ι Χλλνι τι, Φη (ανν χνιι, Χν) 
4 η 1 ας ον ' π ' “ 5 « - κ ος -- - 
ὠρισμεναι επἱ ενος συνοᾷου Ύςξ µε µεριµάς παραμώμους συνεχεὶς επἰ τοῦ Ύ εἶναι συ- 
- μ μ α ' - α 9 ᾽ . 
ναριησιαιιὠς ἔΕξπριημᾶὲναι ἐπὶ τοῦ 3}, εἶναι ἡ Ἰαμώθιανη: 


Ῥζφιφ.,...,ϕ ) ευ : 3 κα 
Ῥσαι, Χο, το, αγ) Ὅ διὰ μάθε (αι Χι. να.) ο τς Ε». 


Παράδεινμα: Αἱ συναρτησεις΄ 
(χι ν, 2) -ὀκ- 37, 6, (α,ὐ 1)ΞΘΧΥ8υΗ-27-], Φ,(χ,, 27) ὀχνδυ-σ 


. ν νι ας - ” - . . ' --- - Π 
ὠρισμεναι επἰ τοῦ Ε΄ εἶναι συναρτησιαιῶς εξπρτηµεναι επὶ τοῦ Ἐ. 


Ππραμµατι’ Όφι Όφ, ὃφι ο. . 
δχ δν ο 
Ῥ(4,ν όν σι) Ὃφι ἍὉψφ, Όφι. . 
-ᾱοτς ο ολο. - σα -. - ΞΞ 
Ῥ(χιν, 2) οχ ον οὁξ ἁ-- . 
.α οφ, ας. 
χ ὃὂω Ζ | 5 ' ' 


Εὐνόλως διαπιστοῦμεν ὅτι: φϕ,-19,-4 


5 “. Ξ . “- , Π ς τω, ’ 
Ορισµος Ἱζ-4-λ. Θα ζερωμεν ότετό σὐνοᾷον 5 εἶναι συναρζπσιαιιῶς ἀνεξάρτη" 
τον, ἄθᾶως αξ συναρτήσεις (!) εἶναι συναρτησιαιιῶς ἀνεξάρτωται Επὶ τοῦ Ἡ, τότε 

“ ͵ , 1”, , 1 [ , [ , ζὰ, ὼ ή } . - 
μαι µονον τοτε, αν ὅεν επαᾶἂμθευουν οὐόεμιαν σκεσιν τῶς μοσφῆς (1) η (3) επι τοῦ ρῇ 

Σχετιικὠς ἴσχυει Ὢ κάτωθι : 

µ [ ς , ᾽ 3 . - , 

Προτασις 15 -4-2. Εάν αἱ ουναρτῆσεις Φϕ,,ϕ.,...,ᾷῷ,, ὠρισμέναι Επὶ τοῦ συνοΛου ΎςΜ', 
ἔχουν μµεριµάς παραγώνους συνεχεῖς ἐπὶ τοῦ ΄}, τότε ὁιὰ νὰ εἶναι αὗται συναρτησισκῶσ 


ἀνεξάρτητα ἐπὶ τοῦ Ύ πρέπει υαίὶ ἀρωεῖ διὰ μάθε σημεῖον τοῦ Ύ να ἰσχυη ἡ συνδἠικη: 


δ(Φιιϕ . 
Ῥ(α χι». .. σπἍο .. μα 


Παράδεινµα !3/ Αἱ συναρτήσεις: 


φ (αι) αλ εφ ντ Φφ(α ή) κὐζ Φι (χι)  κληνΖ 


ᾱ [ ͵ - 1 ῃ - ῃ ᾿ ᾿ - 
ὥρισμεναι επἰ τοῦ Κ µέὲ πὶφυ' 8 τ" {0 εἶναι συναρτοσιαιώς ἀνεξάρτηται Επί τοῦ ΚΑ’. 


πράγματι: σε νω) κο ἐπὶ του Ε). 


Παράδεινμα 2 Αἱ συναρτήσει». 
φι(αιὴ)- χὶ-ν’, Φ(19)Ξ 2χν 

ὡρισμεναι ἔπι (οὗ Β’ εἶναι συναρτησιαιμώῶς ἀνεξαρτητοι ἐπί τοῦ Ρ- {(9οιο)) 

1χ -λυ 


ο Φίφι 4). 
Πραγματι: ρ εν ᾗ 


| - 4 (αν Ἠ") 0Ο διά (χ) ἁ (9,0) 
1υ 1χ. 


Ὦ5. ΚΝΛΙΗΔΡΙΚΑΙ ΚΑΙ ΣΦΑΙΡΙΚΑΙ ΣΥΗΤΕΙΑΓΜΕΝΑΙ ΣΗΜΕΙΟΥ 


1. Κυλινδριμαί ουντεταμμἒναι: : 
, ο, : ο Μ (αι ν, 2) 
ακεστω ΟΧΨ2 ενα τρισορθορωνιὸν συστηµα {9 


ἀξόνων τοῦ χώρου Β᾽ "Έστωσαν τὸ οημεῖον ! 
Μ (α,ὐ,1) αὐτοῦ µε (αι) (0,0) υαἱ ΜΏΆιν 0) 
ἡ προθοδλἡ τοῦ Μ ἐπὶ τού ἐπιπέδου χοὺυ (6λ.2χ. !). 


θεωροῦμεν τὸ ςεύρος (ρ6) ὅπου ϱ20Ο ιαίὶ 


θε [02ᾳ), τών ποθιιαὦν συντεταμµένων τοῦ Μ΄ 
ὡς πρὀς το ἐπἰπεόον οχ! 


Ἡ τριὰς (ρ,θ,1) ιαδεῖται σύστημα ταν ᾶιν- 


ὅρ,ιιῶν συντεταγμένων τοῦ Μ. 
τα δι ; Π ι « - π ͵ - 3 
λὗττη προσόιορἰδει πἀπρως τὴν θέσιν τοῦ Ν, εἰς τὸν χώρον Τ.. 


Προφανώς ἰσχυουν οἱ αἁτώδι τύποι οἱ συνόξοντες τὰς ανλινδριωἁς μὲ τὰς μαρτεσιανὰς 


Φυνιεταγνμενας τοῦ Μ. , 
χ-ροσυνθ,  υ5ρ3ημθ,Ζ”57. 


3 “ Σι α] ᾽ ῃ ῃ “ - ο. 
Ἀντιστρόφως εάν (α,υ,1)ε υαὶ κτο, τοτε εὐκοᾶως διαπιστούται στι 


τοξ εφ (-) όια 20 
ρ5. στ”, θ- ν :) μαι ζΞ7. 
πετοξεφί:) » χκςο ᾿ 


. , ι 
Διάφοροι εἰόιμαί περιπτωσεις; 


Ι/ Ἡ ἐείσωσις ρ-ρ. Ἄ ὅπερ ἰσοδυνάμως τὸ σὺνοᾶᾷον Α5{(ρ,θ.2): ρϱ-ρο],παριστᾷ εἰς το 
οὐστημα ῶν ιυᾷινόριιῶν ουντεταγµένων ἕναν ὁρᾷον αὐδινόρον. 

15/ Ἡ Εξίσωσις Θ:8, παριστᾶ εἰς τὸ ἀνωτερω σύστημα ἐπίπεόον Φιερχόµενον ιά τοῦ 
ἄξονος 07. 

3ή/ Ἡ ἐείσωσις 2: 2. παριστᾶ ἕνα Επἰπεδον παρὰ ἀλπιᾶον πρὸς ο επιπεδον οχη. 
Παρατηρήσεις 13/ Το σημεῖον (00,2) όεν ἔχει αυλινόριαας συντετανµένας. Ἐπειόή εἶναι 
ϱ-9, όυνάµεθα νὰ ὀέσωμεν ὡς µυλινόριμὰς ουντετανμµενας τού σηµεὶου (9, 0,2) τὰς(οϐ2) 
οπου Θ μαι ζ αὐθαίρετα. 

Χ/ Ἱού σημείου (χ,0,0),Χ 20, ὀυναμεδα νὰ θεωρησωμεν ὡς αυδινόριιᾶς αυντεταμµένας 
τὰς (Χ,2Κη,0),κεὰ ιμαὶ τελος τοῦ σημείου (0,90), ν 20, όυνάμεδα να θεωρησωμεν ὡς µυ- 


Δινόριιάς συντετανµενας τὰς (ἡ, 53 2ΚΠ/0), Κεᾷ. 1 


ματ) 


Κ΄ Σφαιριιαὶ συντεταρμέναι: 


Καλοῦμεν σφαιριιἁς συντεταγνιιῖνας τοῦ ση» 
µείου Μ (α,,2) τὴν τριάδα (ρ,θ,9), οπου 


ϱ29,6ΘεΕ{Γ0/2Π) µαὶ φε (ΟΠ) (68λ. Σχ.2) 

Ἡ τριὰς αθτη προσόιορὶδει πᾶήρως τὴν δὲ- 
σιν τοῦ σημείου Μ εἰς τὸν χῶρον. 

Εὐωόλως ὁιαπιστοῦται ὃτι οἱ τύποι οἱ συν - 


δέοντες τὰς Καρτεσιανας με τὰς σφαιριάἀς 


συντειαγµένας τοῦ σημείου Μ εἶναι οἱ αάτωδι: 


| κ Ξρσυνθημφ )Ξρηπμθημφ Ζ-ρσυνφ | 


Σκ.ὁ 


Ἀντισιρόφως Εὰν (κ,ψ,τ)ε Ε) υαὶ κ:ο εὐμόλως διαπιστοῦται ὅτι αἱ : 
τοξεφ/(Ἡ) όιὰ α2ο 
ρς αν νηκτ',θΞ 
πατοξεφ() » χ«ο 
͵ Ζ 
μαι αΞ- τοξσυν --------------- 
. να σ" 
εἶναι αἱ αφαιριµαί συντεταυμεναι τοῦ Μ. 
Εἶναι εὐιοᾶον νὰ ἀποδείξωμεν ὅτι ἐάν (χ,υ,2) εξ) μαί (κ,υ) 4 (00) μαὶ «40, τότε το 


στμεῖον (Χ,ν, 2) παρὶσταται μονοσωμάντως ὑπό οφαιριιῶν συντετανµενων. 


Διάφοροι εἰδιιαὶ περιπτώσεις: 

// Ἡ ἐξίσωσις ϱΞρ. εἰς σφαιριµἁς συντεταγµένας Ὦ ὁπερισοὀυνὰμως τὸ σύνολον: 

Α- {ρ,θ9):0”5Ρ.], παριστᾶ μίαν Έπιφανειαν θφαίρας. 

25/ Η εξίσωσις 56, εἰς τὸ ἀνωτερω σύστημα συντεταγμένων παριστᾶ ἔπίπεδον ὁιερχό-. 
µενον Φιὰ τού ἄξονος 07 μαὶ τεᾶος ἡ Εξίσωσις ΦΞφ. παριστᾷ μίαν πωνικην ἐπιφώνει- 
αν µορυςηΏς5 0(0,90) | 


/3/ Ἔσιωσαν αἱ ουναρτΏσεις: χ-ρσυνθ,υ-ρημθ,Ζ-2, Ένδα ρ20/Θε[ο}π) ναὶ ΖεΚ. 


τ ος ο ἡ Θ(ὰ.Ν2) 
Ζητεῖται νὰ ὑποάορισθη Ώ ο 
Λύσις: Είναι: 
ἂρ ᾱς χι | | 6υνθ Ξρημθ ο 
αι] Ἡ [5 πμθ ρονθο| -ρ(ουθ,ημ'θ).ρ 
1 ᾖο ᾖ 0 ο. 4 
΄ ν 
29/ Ἔστωσαν αἱ συναρτήσεις: χςρσυνθημφ,  η5Ξρομθημφ, Ζ75ρσυωνφ, 


ὅπου ϱ290, θε (ο,21) μαι Φε(οπ). Νὰ ὑπολογισὸῃ τα πο. 


λύσις: Εἶναι: | 


Χς χο χς |ουνθημφ - ρηµμθημφ ρσυνθσουνςᾳ 
ὃς ) . ’ { ’ 
δν”, ἡ, υ, Ἡ 5 Ιπμθπμφ :Ρσυνθπμφ ϱπµθ συνϕ στρ πμφ. 


΄ ΄ 
[νε 1 Ἔφ συνῳ ο -οΏημῳφ 


«33/ νά εὑρεδρ τὸ διαφοριιον τόξου ααμηὺᾶτις εἰς σφαιριικά» ουντεταγμένας. 


Λὺσις: Εἶναι γνωστόν ὅτι: ἀς'- αχ'ν 4μὶι α7' 


ναι 


Εἶναι δε ' 


«Ξρσυνθημφ, 


υΞρηµμθημφ, ΖΞρσυνφ. 


ἄχ --ρημθημφάθ/, ροννθσυνφάφ συθηµφάρ 


4υΞ φουνθτμφάθ»ρηµθ συνφ ἀφ ’ ημθημφάρ 


4 ἜΞ-ρτιαφάφ - ουνφάρ 


μαι ᾖ(45- ἀρ'ν ρ' ἀφ ερ' ημφαθ". 


Συμπᾶπρώματα μαὶ΄Ασιήσεις, 
4/ Εἶς Σμἁστων τῶν ἀμολούθων ἄσωπσεων χρποσιμοποιοῦντες το θεώρημα Ἱ-4-] 


Φείξατε ὅτι ἡ Ἐξίσωσις Φ(χ,ὴ)-Ο ὀύναται νὰ παρασταθῷ ὑπὸ τῶν µορφην )-φ (α) 


εἰΣ μίαν περιοχὴν τοῦ Φοῦθεντος σημείου (α., Μο). δώσατε μίαν πρόχειρον Υραφικἠν 


« ο 9 . ' . » - . ' 
παρασταοιν μαὶ υπολοφίσατε των Φ (Χο) εἰς εµαστην τῶν ἁ«ατωτερω Περιπτωσεων: 


α) 
ϐ) 
γ) 
6) 
8) 
σι) 
π) 
δ) 


1/Ὑποβοψίσατε την 


α) 


ὁὅ(σν) Ξ ατήφχημυ-0 (χο Ν9) 
(νι) - α)- αχ ὐχη)-]Ξ0, (ας) 
{ων9) 5 ακθ)-φ»1Ξ0, . ῦ.) 
ὁ (ιν) 5 αψεο(αν)-!5ο, {αεΨ.) 
49) π ασυναὴ-ο (αν) 
{αν) 5 Ἠαυ-εοφ(ρ”.νο””)”0 (1. 9,) 
ᾷ(ιν) 5 απυύσνχυν 5ο, (α,Ψ,) 
{αυ) .. 1χθῦευν .. 0, (αν 9ο) 

-ν ἆν 

ᾱχ ) ἄχ 


δαν) 5 ανν'-ϱ 


τοξο ϐ) 


(οι9) 

(οι1) 

(110) 

(1) 

σα) 

( θοφ νε !) 
(11) 
(ο-1). 


- ' π « -- ο . : 
3-3 πῆς συναρτησεως υΞφ(α), Ἆτις ὁρίδεται ὑπο τῶν Εξισωθεω/: 


δαν) 5 πχ ν/- 8χυΞο. 


3/ Εἰς ἑωάστην τῶν ἀμολούδων ἀσιήσεων εὕρετε τὰς διαφόρους πεπᾶεψμενας συναρτη- 


σεις τὰς ὀριδομενας ὑτιό τῆς ἀντιοτοιχου Ἐξισώσεως ιιαὶ εὕρετε τα στπµεῖα τῶς γρα- 


φικης παραστσόσεως, ὅπου νἩ α..υ.) - 0. 
Εἰν Έμασιον τοιοῦτον σημεῖον εεγξατε πότε εἶναι συγκρονως {ς α. ἡ))- ὃν (ας Φ9)- 0. 
(αν) 5 αλ 5ο. 

9). 5 αν) -θ(α-ψ)-ο. 


χθῖ-24 492590, 3) 


ῃ 


α) 4) 


ϐ) {αν αχἲ κ -- «ὐςθ, ὅ) 


. | ͵ ον, -- ͵ ῃ ͵ - ὰ . - 
4/ Έυρετε την εξισωσιν τῆς εφαπτομὲνης εἰς το σημεῖον (α. 9) τών απωνιαῶν τομῶν 
ᾱ [. 
Χ. κ ἡ «4 μαι η «αρα. 
5/ Εἰς ἔιάσιην τῶν ἀμολοὺθων ἀσιΏσεων χρησιμοποιοῦντες τό δεώρτιµα 11-λ-:β δείξδα- 


τε ὅτι ή Εξίσωσις ᾷ(«,Μ,2)-Ο δύναται νὰ παραοταὂτι ὑπὸ την µορφγν ζ-φ(κ.ν) εἷς 


μίαν περιοχΏν τοῦ Φοῦξντος σημείου (Χ.,ν.,7.). Νά εὑρεθδοῦν αἱ Φ;, (Χ.,3ᾳ), Φ/(ὰ., 99). 


α) (αι) Ξχνν 2) -Δαἡ9-45-0, (Χο Ψ,,τε) 5 (111) 
β) ὁίαι1) τς 9” 7'-αἳ ο, (ας ὐρ 19) - (110) 
1) { (1) Ἐ αοε7”» συνανἡ150, «αι ψο2.) - (091). 


ϐ/ Μά εὑρεθοῦν αἱ παραμωγοι απ: υαί 63) τάξεως τῆς πεπἀεγμέεντςσυναρτησεως ζ.φ (αν), 


ἦτις ὁρίδεται ὑπό τῶν υάτωθι εξισώσεων: 
α) {(χ1)Ξ κο κο-7-0, ϐ) Γ(αμ1)5 ε  πηµανυ-ε""ημτ-ο, Υ) Γα,4,2)5 1 -τ-αυημτΞθ. 


Ἱ Εἰς ἑιάστην τῶν ᾶμολσυδων ἀσιήσεων δείξατε ὅτι {΄(χ.,ἡ,,Ἱ,)-Ο υαὶ ἐξετάσατε πότε εἷ- 
ναι ὀυνατον νά Ειφράσωμεν τὸ Ζ ὡς μίαν συνάρτησιν τῶν αχ ααὶ 9 εἰς μίαν πέριοχήν 
τοῦ σημείου (χ.,Μ,,7.). Εξετάσατε ἓν συνεχεία Εὰν εἶναι ὀυναιον νὰ Εαφρἀάσωμεν τὸ ἡ ὡς 
συναριπσιν τῶν κ μαὶ 2 εἶ» μίαν περιοχἠν τοῦ σηιμείσυ (Χο, Με, 7.): 

α) {ίαυι)ς δα κδης σ)- 4χυ-4χζ2291- 450, πο 
ϐ) {ία 1) Έ 230 νζ τ4κυ 21179 4Η7- Ζ- 0, (ΧοιΜ.,29) 5 (4,-3,1). 


ϐ/ Εὔρετε την ἐξίσωσιν τοῦ ἐφαπτομένου ἐπιπέόου εἰς τὸ οημεῖον (χ.,4»,7.) τῶν πατωδι ἔπι- 


Φανειώῶν: (α,8,Υ 0) 
ος 4 (Ελλειψοειόδες) 
- ὑ λοειόες) 
χὰ η σ1 (Μονσχωνον υπερθο 
β) τα εάστ ὥοπστή (δίιχώνον Ν ) 


ι. 
γ) ο χ « «05 ρα”2ο (Ἐλλειητιιιὸν παραθοβσεῖδες) 
6) - . -ᾱ- Ξ 17 (Μπερθοᾶιιιόν παραθοἠλοειδες) 


(Νά γίνω µία πρὀχειρος σχεδίασις τῶν ἀνώτέρω Επιφανειών ). 


κ. ο. υξ αν πα .. Ο(αυ) 
4 Ἐάν πο ἵαὶ υΞτοξεφα «τοξεφ, νά ὑποδονισὸῃ η ἱααωθιανη δττο ) 
Ὁ. Ὁμοίως, ἔάν Ε(ιμυ)53μ1- μυ μαί α(ωυ)-ουν ευ) νὰ ὑποᾶογισδῃ ἡἠ ο : 


Π. Ἐάν Ε(αφτ)-αελι-σ (Χιπ) -2χ Σχ ααὶ Η(α,Ψτ)Ξ2τ-χὴ να ὑπολογισοτι Π 


2. 


« θίαά.Η) 
δ(αιῦ,τ) 


ὃς οτε ο Ὁ ει ως π ν ῃ 

Να ευρεὂῇ π εξίσωσις του ἐφαπτομένου ἐπιπέδου «σθώβ αὶ αἱ ἐξισωσβις 
- -- 2 ι 

τῆς «καθξτου τῆς ἐπιφανείας. 

ὃ) Ἄπτοξεφ εἰς τὸ σηµεῖον {0.0.0) 

.., ' ή - 

ϐ). χλγοτ οἲ φ9χυ- οὐκ νθ-ο εἶστο σημεῖον (- 192,1) 


τν χξυσυνῦ, νυ- πημυ,Σς 20 εἰς τὸ σωμεῖον (υ, υ)Ξ (2, ). 


| Εὐς ἑαάστην τῶν ἀιολούδων ἀσωαῆσεων ἐφαρμόξδοντες τὸ θεώρημα Τσ-2-! 6είξατε 


ὅτι ὑπάρχει µία περιοχή Τε Ἱχ-αο[κω, ή ὐι])πὩ, Μο] κ, υ- νι] κ τοιαύττι ὥστε 

ὁᾷα τὰ σηµεῖα (Χ,ὐ,ὰ, 0) τὰ ἀνἡιίοντα εἰς αὑτὴν την περιοχήἠν μαὶ ἐπαληδεύοντα τὰς 
Εξισώσεις Φίχιυι,υ)Ξ0, αφ, ν)5Ο εὑρίσμονται Επί τοῦ συνόᾶου τῶν σημείων τῶν 
Επαἀπδευόντων τὰς Εξισώσεις: 


μ-ά, αν), υ50, (9), 


ς. π σον ᾗ . ας ι . - ' 
ὅπου αἱ συναρτΏσεις ὅὗ, ααι ᾗ, εἶναι συνεχεῖς μαὶ ταραμωνίοιμµοι δια |αχ-χο]ςπ ααὶ [ὴ-ψ.)1. 


Νά εὑρεδοῦν αἱ τιµαί ὁς, αι δια, γω ΕἰΣ το σημεῖον (Χ., Ψ.).Ἑστω δὲ Ἐ, παριστᾶ τό (αχ. Ψ,,μ.,ὅ9). 
α) ᾖ-οχ-δήνα-υ-ο, (  χιλὴ κ ανλύ50, ὮΞ(0,000). 
ϐ) ὅσα-τηνμιυ-θ-ο, ασχιἩ -υμἱνυ) -450Ρ.Ξ (35121) 


ν) ἁσα)-υ ναυ-υ).2-0, -χηνυ)καυ-250, Ἐν Ξ (2135 1,2) 


. Νά ἀποδεικδῇ ὁτι τό σύστηµα: ὀ(χυ,)Ξχευνζ-6-0, αίχιυιτ) Ξ ανν" ζ'-10Ξ0 


ὁρίδει εἰς µίαν περιοχἠν τοῦ σημείου χι-0 Φὺο συναρτήσει» ἩΞΦ(Χ) ααὶ Ζ-σ(α) µε φ(ο)-4 


[ - { [ ' Ν , κ 8 - - . - 
μαὶ σ(ο)-2, τῶν ὁποιων ὑπάρχοιναϊ παράγωνοι αἱ ὁποῖαι δητοῦνται νὰ ὑπολονισδούν. 


(6 Δείξατε ὅτι όιἁ μάδε συνάρτπσιν { όὺο μεταθλητῶν κιν ἡ πεπάεγμενη συνάρτησις 252(Χ) 

ὁριδομένπ ὑπό τῆς εξισώσεως . ἡ(α”- ν υ-1)Ξο ἐπαἠπθεύει τὴν σκέσιν : 
2 ε.α χ.7 ος Ἐπηυ, 

{ Εἰς ἑιάσττν τῶν ιάτωὸι ἀουήσεων χρησιμοποιοῦντες τὸ δεώρηµα Ισ-- 3-Ι ιλαίὶ διά το 
ὁποῖον νὰ ἀπιοδειβετε οτι πᾶπροῦνται αἱ ὑποδέσεις του, Φειξατε ὁτι ὑπάρκχει µία περι- 
οχἡ : |α-χι]«ῃ, Ἱν-υ,]-«Κκ. Ιὔ-7.]« κ τοιαύτη, ὥστε: πάντα τά σημεῖα (κ, 1) ταὺ- 
τῃς τὰ ὁποῖα ἐπαθηθεύουν τὰς ξξισώσεις: 

4ι9,1)Ξ0, 4 (3.ν,τ)Ξ 0 

ἀνήμουν ἐπί τοῦ συνόἁου τῶν αηµείων ποὺ ἐπαᾶηδεύουν τὰς ἐξισώσεις 1ὰΞ6. (α) υαί 
254 (χ)͵ ὅπου αἱ ὁ,,{, εἶναι συνἐχεῖς μαὶ παραμωγίαιµοι όνα |χ-χε]-ς Π. Νά εὗρε- 
δοῦν ἓν συνεχείᾳ αἱ ἐξισώσεις τῆς ἐφαπητομενης τῆς μαμπύδηως τῆς παριστομένης ὕπο 
τοῦ ουστηματος τῶν ἐξισώσεων εἰς τό σωμεῖον (Χο ή,-ᾖ, (χ.), ζο- ὁ, (χο). 
Έστω ὅε Ρ, παριστᾶ τό σημεῖον (Χ.ὐ., 19). 

α) {ίαιν1) α 1χνυ- Ζ2432Ξ0,9(Χ 2) Ε χη1υν7-150, ο (14,1). 

ϐ) αυ) 5 α)νλη-7'-2-9, Φ(α1,2)52α-ἡνΖ- 150, ὂο σι ο: 

ν μμ) 5 ανν ντ) «3χψ2-1450 Φ(αἡ1)Ξ αν ἡντ-6-0 Ῥ (1511). 

δ ὁαν) Ξ πµ(α»ν)»2-α50, α(αν,ζ)Έτμ(χ-ὐ)”2-050. 


Π Ἐάν ἡ συνάαρτησις Ἔς«2 (χιν) ὀρίδεται µε πεπὀεμµενη µορφΏ ἀπὸ τὸ οὐσττιμα 7Ξσ(χ,), 


χαφίυ να), νὰ Εαφρασθοῖν αἱ ταν με τὰς μεριωας παραμώγφους τῶν διφ. 


(6) ᾿ Εὰν ϱ,ϱ,,, λα αἱ ρἰδαι τῆς ὡς προς ἐ Εξισώσεως αντ στην τε Ξ{ να αποδεἰξετε στι: 


ο(χ,η 3) ο (09.1) (Ρ.-βΒ) (6-8) 
08) (8-τ) (ά-9)ία-δ) 
γπ Ἠποῦ: Ἡ δοδεῖσα εξίσωσις εἶναιτρίτου θαδμοῦ ιιαὶ ἔμ τῆς οποίας, ὧς γνωστον, ἐῶν ἐλὸῃ 
εἰσ την ἀανονιιήν της µορφην ὁα ἔχωμεν: ΦΡΊΡ{Ρ)--(αιθεέ-κ-υ-τ) 
5}Ξ ϱρ:ΡἱΡ”0,9,: αθ θχνὅα -(θ.1)κ- (να) ν- (α.-θ] 


᾿ ρρρ,--αθς-θσχκταγυναθε 
Ευ τῆς σχεσεωΣ: μλὀ, 
Ὁ(δι,διις9) Ὁ (55154). ία, )  εὔιμολα ὑπολογὶ . οδό 
ΟίρµθµΘ) (χι 9) ὅ(β,8δ) ευκολα υποβοχιδοµεν την ἰαιώθιανΏ 


Κ, Νά ἀποδεικὸῦ ὅτι τὸ σύστημα: 
Ε (ατα) 5 χχυγζτνά-2-0 


Ε αυτ) απ να να"-- 6-0 


Ν 


καν τι) 5 αλνυντνα»-θΞο, 
ὁρίξει εἴςμίαν περιοχὺν τοῦ σημείου ι.-0 τρεῖς συναρτήσεις χ-κ (1), ν-υ (.), 
2-7(ὰ) µε Ει (Χ(ω), ὐ (1), ζ(α), .)Ξ9, ἱς 11,3 ααὶ μὲ χ(ι)-1, ν(1)Ξ-!, (3)-0, 
πῶν ὁποίὼν ὑπάρχουν αἱ παράμωγοι χ΄(ά), η (4), π() καὶ διὰ τὰς ὁποίας Ἰ- 
σκύου; κ΄(α)--έ, (4) σι, χ/1)5 1. 
Ὁ Λὶ δυο Ἐξισώσεις 2χ-υ--’ ααὶ νεα. ορίδουν τὰ α μαὶ υ ὥς ουναραισεις τῶν χ συ, 


«Ὁι ὃα 
Νά εὑρεδοῦν αἱ ος οσα νο 


λύοις. Παραχωχιδοντες ὧς προς Χ τας ὀνωτερω Εξισώσεις λαµθανοµεν: : 


1 ου Ἐν λα σιοτνς θνγυσς.. Ἄυολουθως επιλυοντες το ανώωτερω συστημα ὡς 
ὃυω θυ θα ον. ὃυ ο ς ! ἓ 
προς ὃς κα ευρισαομεν -ᾱὲ δα τον ν ος ταχυξε- Ὁμοιως πσραγώγιδοµεν 


τὰς σνωτερω Ἐξισώσεις ὧς προς 4 κ.τἍ., 


1 Έσωπα δρἰδεται ὥσσυναρτησις τῶν αχ μαιυ μεσω τῆς εξισώσεως: α-Είχιω, υι). ἠα 
θυω. δα 


εὑρεδοῦν αἱ μεριιλαί παραχωγοι ος τα μοι ον συναρτησει τῶν μερικῶν παραχώχων τῆς Ε. 
(Ώ]κὰ ἀποδειχδηή ὅτι: ἔάν Είχ,4) εἶναι µία θετιιώῶς ὁμομενὴς συνάρτησις πρώτου θαῦμοῦ 


ὀμοψενείας, τότε δὰ ϊσχύπ: 
“ 
αχ. Ει εἶπν ρα ο, 0. 


Φν χετξ(αυν), ν-α (αυ) μαὶ α.-{(ν 5), υ-α (5) ΣΠ (5), δείξατε Ότι: 


δᾳ), δαν) θµυ) «049) Ου) δα»), Ό(μα)., 
Ὄστιο)  δ(α) δες) δώ) δρ) δι) (5,5) 


Ν. Εξετάσατε ποῖαι ἔα τῶν μάτωδι συναρτάσεων εἶναι συναρτηοιαιῶς Εξηρτωμέναι και 
ἐν συνεχεἰα νὰ εὑρεδΏ ἡ σχεσις ποὺ τὰς συνόεει. 
ἱ ϕ «ασ -3αψτ, φ πΧ Ηή17, όν” πι 2 


ἵν 4 ς χι), φ παν τ 45 αχ 1χν-χ7 


0 4,5 αν 2, α πα), ας αχὶη’ 12 οὖν η) «2 
ἰ) 9 (αι) θ δι, (1,0)5 (ου μα” ν)Φ(α Ξα-υ φ (αι )σπη, φαν) α.οἳ. 
Με Ἐσιωθίαν, 2609)1) εἶναι τοιαῦται ὥστε ο ν -ρο ρετο ς ὅπου µ-ό(χν)). Τότε δείξα-- 
τε Οτι αἱ συναρτησει» {(χ.ν) ιιαί αίαιν, ὁ (εἶναι συναρτηαιαικῶς εξωρτΏμέναι. 
35. Προσδιορίσατε τήν παρὰμ ετρον λ οὕτως, ὥστε αἱ συναρτήσεις: 
Φ,(α, 1) 5 χι 2 αλα, 4 (αμ) Έκηύ7 ας (αι 1) Ξαπν ντ" -χν-υχ-2κ 


νὰ εἶναι συναρτησιαιώς Ἐξπρτημµεναι. 


16 Νἁ ἀποδειχδη ὅτι: ἂν αἱ συναρτῆθεις Φ(χ,υ), ὁ (12) μαὶ ᾧ (2,Χ) έΐναι συναρτησιαικὤ5 
ἐξπρτημέναι, τότε ἡ συνάρτησις 4 (χ,χ) εἶναι οταθερὰ. 
’ 


: ͵ γ/ , , 
Ὑπόόειξις:. Λάθετς ὑπ' ὄψιν την πρὀτασιν Ἱσ -4-1. 


31 θεωροῦμεν την Εξίσωσιν Ε(Χνυ- Σχ νυ’)ΞΟ ααὶ ἔστω ἐ-φ(Χ1) η νισοαις ἡ ὠρισομένη 
υπό πεπβεγµεντιν µορφην ἀπό των ἀνωτερω εξίσωσιν, Δείξατε ὅτ ͵ πηπρουµένων ὠρισμέ- 
νῶν µαταλῆπλων συνὸπι ὤν ὁισφορισιμότητος διὰ των Ε η συναρτησις ΖΞφ (α,ι) πΆπροϊ 
των γραμμιωτν ὁιαφ Ἐξισωσιν χ 5µ- δν ΞΧ-τ. 

Λὺσις: θετοντες .-χνυ-Σ, υ- χλνυ” ἡ Εξίσωσις γράφεται Ε(ι,υ)--Ο (1). Εἶναι 
δε,αμ -ἀχτάι-ατε ααὶ όυ- γχάχι-ηήαν και ἀπ52,άχν Σι ἄν. Ἐι τῆς (1) 
ἔχομεν: ἀξ-0 ἤ Ε,αικ- Ευ άνΞο () ἡ Πι(ἀπντάν-αχ)ν Ει (1χάχνιμάν)Ξὐ4) 
ἢ Κι(άπιναάν-ὰ αχ -ν 4ν) κε Εν (2κάκν2ήάν )- ο π 
(Ει- Ἐν ξω-2χ τρ) χα (Ει ψει νο Ε)αυ-ο (4). 
Ἐπειδὴ τα χ ιιαὶ νὶ εἶναι ἀνεξόρτητοι μεταθἠηταί Θά πρέπεινα ἔχωμεν: 
πυ ὄκΓων2Χ [5 0, ΕΣ ζω 29 ω5 ο (5) 


Ἐα τῆς Επι ἠὑύσεως τοῦ ο τω. (5) μαὶ ἔφ᾽ ὅσον ΕιΞ0 Δαμβαάνομεν: 


ἕ ου οσα Βι2ε ευ) . 
0θεν, σον ορ ή μια). υπ τκτν. 


1 . ͵ ς ῃ .- α) Π -- Π 
29. Δειξατε ὅτι ἡ λύσις τῆς διαφ, εξισώσεως κ ἕκνν-Σ,-έ, εἶναι Ὦ Ὅτιο ο... 


μῖνη µορφη ὁριδομΕενη συνάρτησις ᾱ-ᾱ (χ.ν) ὑποτῆς εξισώσεως Εις : 5) 50 


ΦΙ. 


35, 


36, 


Διό ι ἄσικῆσεις ἐπὶ τῶν Κεφαλαίων ΤΙ καὶ 17 
, μ. κό κ. ον 
Να εὑρεθοῦν αἱ ἀύσεις τῆς όιαφ εξισώσεως τοῦ ἱαρέασε στ ον ει ο .. -0 


τῆς μορφῦς ια ο(κν ων 21). 


ὑήπόδ: Θέσατε ρ'εα γη νο”, ὅτε μ.Ξσ(ρ) ον -χχσίρ) ὃν 


ῳ ῃ - Γ - - Π 
Δειξατεότι ἠσυνάρτησις σ-χηφ(ό-)κυ  σ(3-) ἱιανοποιεῖ ὁίοιασόηποτε συν- 
ϱ φις Ρα ᾿ 
! ᾿ 7 ᾽ 
αρτΏσεις Φφ ααι στην Εεξισακσιν΄ 


ιδια 


3 
τά ὰ Ὃ τε τ 0 ώος 


95, ὃς. ῃ: 
κ δι η. ᾱ. 


πχ. 


Νά δεικῆ ὅτι, ἡ ἐείσωσις αόυγ ών α-ἰ-0 δρὶδεί διὰ ιιάδε χφΟ μίαν τεπᾶεχμέντν 
συνάρτησιν ἔστω τν ν-Φ(3) ιιαὶ ἡ ὁποία εἶναι Φθινουσα. Αμολούδως ὑπο- 


| α {ἱ ει 
Άογισατε τα μμ. φία), τίτη 9 (α). 


Δίδεται ν- Ε{κ, ν), χε-σ (ον ὁ), ο -ο ο 
Λεἰξατε ὅτι: ρε νμ” ο λα.. ζς Ὑςα 


Ὑποδετομεν ὅτι ας Ε(α 3) ιαί σ-ὁ (κ, 9). Μα εὑρεδΏ ὁ τύπος ὃ δὶόων 
ο, δα 
(πῤδ: θὰ εἶναι --νε - δν ν Ἡν ο ο ας 


΄ 


ἀπο 9ρου» τῶν παραζὠγων τῇ Γ (δηλ ἀποτοὺς Ἡκ, ξῳ, ἔκα  τλ ). 


Δίδεται οτι͵ - (κιν), χ--θ συν, μ- ε ωμτ. 


σι ὃα ον (δι δα). 


στ δις δα. ὃν: 


Δείξατε ὅτι - 


ο ᾽ « ' ς Ὀ . ι ω ς π 
θεωροῖλ1εν την συναρτησιν Φίκχ 9), όια την οποίειν Ὀποθετο λεν πλ οπαρκουν 


αἵ μερικαὶ πιραχωχοι α της Ὁς προ; χ ο μὲ χοι δει ερος παιξει, ΑτλοΆρι]λος 


ει πο λαύμὲν τον ο οσιαίαἩ 5: σχσίρίκα- συντε ταγασνα . ητοι" χτος ΝνΏΜΙλῷρ, 


σα εν λ . κος αμα 
ΗΞΟΣ ην. ιφ Ἅτο ον ρϱ, ΌσΣ 2η. θσἱ3, αρ. οπ] ο δα οπολοχισὸΏ η Σωφρωασι 5 
ον. 
ὃν ον 
λ-- 


σὲ ασυξ σά σωἀρτηωσδεὶ τον φ,5, ϱ- 


Εάν δέσωμεν χ-ό(αν)η-ϕ (19) ααὶ αἱ συναρτήσεις ὁίω,υ),φία,ν) ἱκσνοπιοιοῦν τὰ 


ο Ὁφ ὃδ. Ὁφ. 
δι ου ὸυν δα Δειξατε ὅτι ὃα ἔχωμεν ει ταυτοτητος. 


αοῖ "ας" (ή ους) [0 69) 


συνόπωας --- 


ΙΚΕΦΑΛΑΙΟΝΥ 
ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΣΥΠΑΡΤΗΣΕΩΗ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΩΝ ΜΕΙΑΒΛΗΤΩΗ 


6!. ΤΟΠΙΚΑ ΜΕΓΙΣΤΑ ΚΑΙ ΕλΛΑΧΙΣΙΑ ΤΗΣ ΣΥΒΑΡΤΗΣΕΩΣ: { (3,9) 


Ἔστω ἡ πραρµατιαη ουνάφιποις ὁ (αι) ὡρισμἕενη εἰς ἕν ἀνοιωτὸν ὑποσυνοᾶον ὑς δὲ 64 
Δέγωμεν ὅτι εἰς τὸ σημεῖον (Χ.) ΕὉ Ἡ συνάρτησις { παρουσιᾶδει ἕνα τοπιμον µέγιστον 
(ἀντ. τοπιμόν Ἑδακιστον), ἐὰν ὑπάρχῃ Μία περιοχη Υ τοῦ σημείου (Χ.,Ψ,), περιεχομέντη ἐν. 
τὸς τοῦ Ὁ ποιαύτῃ ὥστε: διὰ υάθε (χι) εὖ- {ανν} να Ἐχωμεν: {α)){ (Κα. (ντ {(ν) λα) 

ενα τοπιιιὀν µεγιστον Ἠ τοπιιιὸν ἐλάχιστον τῶς συναρτήσεως µαλεῖται τογ/ιιῶν ἀιαρο- 
τατον Ὁ ααὶ σχετ/ιόν ἀιρότατον ταύττις. Ἂν τὸ σύμθοᾷον “κε, ἀντικατασταδή ὑπό 
τοῦ -Ξ, τότε ἔχομεν ἄντιστοιχους ὁρισμοὺς ὑπὸ τήν εὐρεῖαν Ἔννοιαν 

Ἡ µελέτη τῶν ποπικῶν ἀλκροτάιων μιᾶς συναρτήσεως δύο, τριῶν Ἡ περισ- 
σοτέερων μεταθλητῶν στηρὶδεται εἰς τὸ ἀμόλουθον θεμελιῶδες θεώρημα, τὸ ὃ- 


ὼ 5 1) 2 ' 
ποῖον οιατυποῦται ἄνευ ἀποφειξεως. 


! ͵ Π 3 Π Ἡ ε : 
θεωρηµα τΤ-!:1. Ἔστω ἕνα συµπαγες συνολον ΕσΙΒ μαὶ ὁ µία συναρτησις ὥ- 
ρισµενηΏ μαι συνεχΏς επὶ τοῦ Ε, διάφορος σταδερᾶς, τότε ὑπαρχει ἓν (τουλαχιστον) 
σημεῖον τοῦ Ἑ εἰς τὸ οποῖον ὦ { Δαμθάνει μεγίστην τιμήν άαι!. ἓν ((ουλάχιστον) 


σημεῖον τοῦ Ε εἰς τὸ ὁποῖον Ὁ ὁ λαμθάνει Ελαχἰστην τιµγτιν. 


ΠαραιηρηΏσεις: α) Τὸ θεώρημα -Ι-Ί εἶναι µία γενίµευσις τοῦ θεώρηματοςσ:52 
τοῦ Αι Ἰόμου. 

ϐ) Ανάλογα Θεωρηµατα δύνανται νὰ διοτυπωθοῦν εααὶ διὰ συναρτησεις τριῶν τεσσὰ- 
ρων Ώ περισσοτερων μεταθᾶττὠν 

1) Το μεγιστον Ὦ το εαχιστον δύναται νὰ παρωτηρπὸΏ εἰς τὸ σὖνορον τοῦ Ε. Οὕτω 
ὦς μαί εἰς τῶν περίπτωσιν συναρτΏσεως μιᾶς μεταθλητῆς, ὅπου τό Φιάστηµα πρὲ- 
πει νὰ εἶναι ἱῆειστον (Θλ. ΠαρατΏρ. σελ.236, Ἰόμος Αι) τὸ σύνολον Ε πρέπει νὰ περιεχῃ 
το συνορὼν του, δια νὰ | αχυπῃ το ουµπερασµα τοῦ ἀνωτερω θεωρήματος. 

Πρότασις Τ--{. Εὰν π πραχµατιαΏ συνάρτησις {-(κιν), ὠρισμέενη Ἐπὶ τοῦ ἀνοιμτοῦ 


3 3 οι ͵ ' ͵ . .. μα Ἡ . , ῃ 
ος, Ἐχῃ ἕνα ποπιιον ἄίκοΌτατον Εἰς το οηµείον 1 εαν αἱ πρώὠται µεριμαι οι 


ἠ5ς ὁ (Χ.ὴ) ὑπάρχουν εἰς τὸ σημεῖον α. ν9), τοτε αἱ µεριμαί παραφωγο. μπδενὶσονται εἷς 
τὸ σημεῖον τοῦτο, τοι : ωα .. 
πο. τη ος 
Ἀπόδειξις: Ἐπειδή ἡ συνάρτησιΣ { (αι) ἔχει εἰς τὸ σημεῖον (ο Μ) σχετιικον ἀαρότατον, 
ἔπεται ὁτι μαὶ ἠσυνάρτποις Φ(χ)- ὁ (αν) δά ἔχπ, προφανώς εἰς τὸ σηιεῖον Χο σχετικον ἀμρο- 


τατον' ουνεπώὼς Όα ἔχωμεν Φ΄ (Χ,)Ξ 2) Ξ0. Ὁμοίως ἀποδειανύομεν ὅτι οσο) - ο 


ο . ο. --- .υ, σίχ.ν, ω. ὃς . ἳ 

2 σημεῖον (χε, Μ,) δια τὸ ὁποῖον πω σος Ο Ώ οπερ ἰσοόυναμως αν (1.19)50, 
παβεῖται σζατ!ιὀν σηµεῖον τῆς {. 
ΠαρατηρΏσεις: /3/ Αἱ ἀνωτέρω συνΌΏιιαι εἶναι ἀναμιαῖαι ὅτν εἶναι ὅμως ιλαὶ ἱιαναὶ δια τὴν 


ὑπαρξιν σχετιιοῦ ἀἀροτάτου. Ἰοῦτο φαίνεται ἀπὸ τὸ ἁμολουθον παραδειµµα .Ἔστω ἡ συνὰρ- 
πΊσις {(χιυ) Ξ- χὶ-μ. Είναι δὲ ο). «ο 0) 5. Ἐν τούτοις ἡ ἀνωτερω συνάρτησις δὲν Έχει 
εἰς τὸ σημεῖον (00) σχετιιὀν ὀμρότατον, διότι ἡ διαφορα {(χν)- Φ(ο,ο)Ξ κ’- Ἡ’ εἰς παδεπε- 


ρισχήν τῆς αρχΏς εἶναι Όετινη δια |κ| 2 || μαὶ ἀρνπτιωὴ διὰ |χ]ς|Ν] 


3” Ἐμ τῆς ανωτέρω προτάσεως εξάγοµεν ὉὉ συμπερασμµα ὅτι τὰ σημεῖα αμροτῶτου μιᾶς 


: --..- | ο . πο.» . , 
'ναριπσεως ὁ (α,µ), ξάν ὑπάρχουν, πρεπει νὰ ἀναξστττιθοῦν μεταξύ τῶν ἀύσεων τοῦ συσέ- 


ἴατος : εν ςς.») -0 υαὶ «να-λν. Ξ0 


Δεν εἶναι ὅμως σημεῖα ἀιμροτάτου τὴς ἡ (α9)) πᾶσαι αἱ ἀύὺσεις τοῦ ἀνωτέρω συστήµατος. 


Παρα. ὀειψμα: 13/ ΚΔίδεται η συνάρτησις : δα η) αχ εη”-4χ31. 


ας ͵ : - π , : .. « " - - 1 ω 
ἐπτεῖται να ευρεθοῦν αἱ θεσεις, ξὰν ὑπάρχουν, τῶν τοπιιῶν ἀιροτάτων της. 


Λὺσι5' Εἶναι τη ΞΘθκχ--4 μαι ὃς τῷ. ᾿Επιβύοντες το αὐστημα Βχκ-4-0 ιαὶ 2Η5Ξ Ό 


εὑρίσμομεν την Δύσιν (κ-/α, 150). Ἠόπ ἔξετὰζομεν Εάν τὸ σημεῖον (40) εἶναιδεσις το- 
πιαοῦ ἀαροτάτου τὴς συναρτήσεως. 

Ἔχομεν ὁ (χιν) -ὁ (70) - 4αἳ κ -4χκλλ- ας κά 5ο (χ-ι) εν 20. 

Ἄρα εἰδ τό σημεῖον (1.0) Ἡ συνάρτποις παρουσιάδει τοπιμόν ξἀάχιστον 

2/ Ἔσιω ἡ συνάρτησις }(χν)- -χν ὠρισμενη ἐφ οΛσιᾶπρου τοῦ χώρου Ἐ. Ζητεῖται 
νά εὑρεδοῦν αἱ Όεσεις τῶν τοπιιιῶν ἀικροτάτων αὐτῆς. 


Λὺσὶς; τὰ σημεῖα εἰς τὰ ὁποῖα ἡ {{κ,ν) παρουσιὰδει ἀμρότατα Όὰ ἀναδττπθοῦν μεταξὺ 


τῶν ἀύσεων τοῦ ττ ποσα ο ώεὸ 

ος ύσεω Ὁ συστηµατος: -ὃ-ΞΜ-ο ιμαὶ κ 

09εν πι µοναδιαπ Άυσις τοῦ συστήµατος εἶναι ἡ (0,9) ᾿Εξετάδομεν (Ώ. ὁιαφαρᾶὰν. ζ(αλ)-ύ(ο9)-Χυ. 
Ἐὰάν «20,920 Ώαχκοιις ο, τότε ὁ (αν) 0, ενῶ ἐάν χ20,ψ «ο η χςοιυ 20,τότε ὀία,ὴ) 5 Ο. 
Ἆρα το σημεῖον (0,0) δὲν εἶναι Θεοι» τοπ; κοῦ ἀιροτάτου τῆς ὁ (χι) ΞχΧΗ. 

ο Εἰςτην πατωτξερω πρὀτασιν ὀιοτυποῦνται αἱ συνδήµαι ποὺ πρεπει νὰ πἀπροῦν- ᾿ 

ρω πρ ϱ ροῦ 

ται͵ ἵνα ἕνα σομεῖον εἶναι τοπιιιὸν ἀαροτατον. 

Πρότασις Σ --!-2. Ἔσιω { (αυ) μία πραγµατιωτι συνάρτησι» ὡρισμένη ἐπὶ τοῦ Ὁς 


μαι Έστω (κ. η.) Εε Ὁ. Ὑποὂετομεν ἐπὶ πᾶξον ὅτι ἡ } ἔχει μεριυὰς παραγώγους χε τὰ- 
..  ὈΜ[χΑ ο) ἍᾖὍἡ (χο 19) 


ξεως συνεχείς αμ. Οτι: τε τοσο Ξ 
0" (1. ὐ.) 915 (αχ. ας) 
ο. θχἲ σπδι 
Εστω Δ -- 


ο ΙΡ Ν θέχο ς)) 
Όχὸν δι" 


τοτε: 

) Ἐάν ΔΣ50 υαὶ δή4.39) ςϱ ἡ συνάρτησις { παρουσιαδει εἰς τὸ στιμεῖον («.,ὴ.) 
το Ὡως ποτ ος πιααρήσις ο παρ ισι εαν οι πας νεα αε 
τοπιμὸν ἔάάχιστον. 

Π ’ . Π Π ͵ ν .. 5 

ἵέ) Ἔαν Δ20Ό μαι σαν 3.) «ο, Ὢ συναρτποις { παρουσιαδει εἰ» τὸ σημεῖον (ὰ., Ώ.) 
τοπιαὸν µέγιστον. 

Ι)  Ἐὰάν Δςκο ἡ συνάρτησις  εἶσ τὸ σημεῖον (Χ.,Μ.) δεν παρουσιάσει τοπιτιόν ἀἀρό- 
τατον, (στιμεῖον σαγμια (05, 8λ.παθαιποτκτεις σελ. 11), 


Ὁ) ἛἘαν Δ-0, τότε δέὲν λαδα νὰ ἀποφανδῶμεν ἂν Ἡ { παρουσιαδη εἷς τὸ 


σημεῖον (Χο, ὺο) τοπιμόν ἀμροτατον. 
Ἀποδειξις: θέτοµεν ρα ον ον.) : ο αρ ααὶ ἐκ σδ), Εφαρμόσοντες τον τύπον 
τοῦ Ἰαψδογ (σεᾶὶς 63) εἰς την συνάρτησιν 4 (χι) διὰ ν-2 μαὶ εἰς τὸ στιμεῖον (χ«εΏ, ὐ« Κ), 


ὑποδετονῖες ὅτι τὸ Π.Κ εἶναι τοιαῦτα, ὥστε τὸ (χονΠ.υ,« κ) εὉ ἔχομεν: 
Φ(ΧοςἩ, νε κ) δα) Σ (ΓΗ κ2:9.Π. κκ") τί κ) (9), Ένδα 
. 


Γ(ῃ, κ) τη ον (χο: ΘΗ, Ψ 9) ν τν εν (α,ΘΗ 4.ΘΚ) ες ᾱ- όμμ (α.«θΗ, ἡ.. θ«) κ 


κὶ 
οτι τς δν (1.96. 9.«ΘΚ) 0-91. 


ὨἛξαν Όεσωμεν ρ5υ ην κ" ὃα εἶναι π, Κςο Πάσαι όε αἱ μεριιαί παρᾶμωνοι τριτης τάξεως 


.”... ταξ ο τω. µµκο 


, ς δε 3 - ΄ νο - 
{1 αραὀσονται. Ὁπο Ενο5 ἀριθμου Μ.) θα εχὠμεν προφανώς 


Ρ) ϱὸ «ΡΜ 


ϱ3 [ον 
κ κ κ η ας : 


Ρ μα κὶ 


᾿μότι ἂς ἀποδείξωμεν τὸ |): 


Συνεπώς, μμ Γ(Πκ) ο ὁπλ τὸ. νο, ααθώς τό (αικ) ---(οο). 


5 ια [ ας ς [ υ ͵ ͵ 

Εἰναι δ- | - . εγί-ς’}Σ0 μαι Γ20, συνεπώς ἡ πάτωθι τετραγωνιιάΏ μορφη γράφεται: 
1 . 3 κ ΠνΣ χ ο ' 

(την }δμκεἴκ')--- ο) «δρ 20 (2) ὁι οὔα τὰ (ΒΚ) (0,0). 


δεν, ἀριεῖ νὰ δεϊξωµεν ὅτι εἰς µίαν περιοχὴν τῆς ἀρχῆς αὗττ ἡ τετρανὰνιαΏ μορφή εἷ- 
αι μεμαᾶυτέρα τοῦ ὅρου τ(η,ζ). Προς τούτοις παρατπροῦμεν ὅτι ὑπάρχει Ὀετιιὸς ἀριδμός 
µ τοιοῦτος, ὥστε οἱ ὅλα τὸ (Η,Ε)Φ (20) να Ἐχωμεν: | 

ι γην 25πκφικ»μ (πε κ) (8) 
π (τμ) ηνλ5ηκν(1-μ) κ 0 (4), δ'ολα τὰ (ΠΚ) 4 (90), η 
(τμ) (ᾳ) 9 2.5 μ- »(:-μ)2ο (4). 

Ἡ ἀνωτέρω ἀνισότης εἶναι μονίμως δετιιΏ δί ὃὅᾷα τὰ µ. ἀριούντως µιωρά, ἑπομενως 
δὰ πρεπει να εἶναι: 

“4ὖμη : φ(μ)Ξ5-- (γ-μ). (1-μ)ςο, δι ὅλα τα μ. αριουντως µιαρα. 

Ὢ συναρτηδις Φ(μ) ὠς πολυνωνυμιιή εἶναι σύνεχΏης μαὶ Δαμβάνει των Αρνητικην τι ων -ΔςΟ 
ὁιὰ µμ-Ὀ, συνεπῶς ιαί εἰ» μίαν περιοχην τοῦ µ αἱ τιµαι τῶς πολυωνυμιιιΏς συναρτήσεως 
δὰ εἶναι αρνητν και, 

"Ἔστω τώρα τὸ µ εἶναι εἰς δετικὸς ἀριθμὸς διὰ τὸν ὁποιον Ἰοχὺει ἡ (3). Τότε Επειδη 
.. --- ο, καθως το (1, Κ) -----(00), ὀυνάμεθδα να εὖρωμεν μίαν περιοχήν Ν ταῦ 
σημείου (0,0) τοιαύτην, ὥστε: 

[τι )} τς -σ μμ (πὲν κἳ) (9) δίὅᾷα τὰ ()εΥν {(αο)] 
τει τῶν (1), (3) μαὶ (5) ἔχομεν τεβιαῶς: 
Φ (χμ Ὦ, Ὁν κ) -ὖ (Χο )) 2 τ μ (ην κ’) Ιγ(μ)| 2.9. 
δἳ ὅλα τὰ (Π, κ) ΕΝ ν{(00)]. Ἄρα ἡ ὁ Έχει εἰς τὸ σημεῖον (Χ.,Μ,) ἕνα τοπιιον ἐβάχιστον. 
Κατ’᾿ ἀναλοριαν ἀποδειμνύεται ιαὶ Ὢ ἰἱ) περίπτωώσις. 
Δια την ἀπόδειξιν τοῦ 1): 


:' Ἔστω Δςο μαὶ ἔσιω ϱΞ- ΥΠ εκ", συνθ»-ᾳ, υμθςς- 


τοτε, 
δ(Χ1π 9 Κ)- αν) ρἳ- [εσυνθν1 5 συνθημθ- ἔωμ'θΗσίρ,θ)] (6), ἲ 

όπου Εἶτη 5(ρ,6)Ξ0, διὰ αάδε σταδερον θ. Ἐπειόω Δετί- 5’ 0, δυνάµεδα νά εὕρωμεν ϐ,6, 
τοιαύτα ῶὣστε ἡ παράστασις Π(θ)Ξγουνθν25 συνθημθ-ῖτιμ"θ νά εἶναι θετιιι ὐ ὅταν Θ:6ι 
μαὶ ἀρνητιμΏ ὅταν Θ-6.. 

λόµω τὴς (6) ιαὶ τοῦ τεΔευταίου συμπεράᾶσματος ἔπεται ὅτι, ὁιὰ πολὺ μιµρὸν δετι- 
μὸν ϱ η ἔμφρασις Φ(χενρ ουνθ, ὐ» ϱηµθ)-δ(α. ή) εἶναι ΌετιμῃΏ ὅταν θ”56, μαὶ ἀρνωτιαη 
ὅταν Θ-6, μαὶ υατὰ συνέπειαν ἡ κ δὲν ἔχει οὔτε ἕνα τοτιμόν μἔγιστον οὖτε ἕνα τοπικὀν 
ελάχιστον. 

Διὰ την απὀὸδειξιν τοῦ ιν): 

»Επειότ γὶ-5"Ξ0 ὁ τύπος (1) γράφεται: 

όα.κ μι) όαωτς ΚὉτ (1) ντο) 

Εμ τοῦ τυπου (7) παραττιροῦμεν τὸ πρὀσημον τῆς Φιαφορᾶς }(χ.4 Ἠ, ο} κ) -ᾱ (. ὔο) ξ- 

ξαρτᾶται Έα τοῦ προσΏμου τοῦ ΥΓ ευαὶ τοῦ (η, ), Ότοι ἔα τοῦ προσηιµου τῶν παφρα- 


νώγων ἀνωτέρας τάξεως τῆς ῥ. 


Παρατηρήσεις: 13/ Ἔσιω Δςγῖ-5"Σ0, τότε αἱ ποσότηπες Υ καὶ ἐ ἄναι ὁμόσημοι, 
συνεπῶς ἐὰν θεωρήσωµεν τὰς συναρτΏσεις ὁ (αι) αἱ ὁ(α.ν) αὗται ὃὰ πρέπει να 
ἔχουν εἰς τὸ σημεῖον (Χ.͵ η.) τὸ αὖτο εἶδος ἀμροτάτου, ὁπλ. ἢ ἀμφότεραι νὰ παρουσια - 
5ου» τοπιιὀν µεγιστον Π ποπιικον Ἐλάκιστον (6Λ. Ίοµος Α’ σελις 4921). 

Εἰς την περίπτωσιν μαὸ ἣν Γκ ααὶ ἵ 20, (τότε 
μαὶ Λ-τῖ- 5 «ϱ) εὰν θεώσησωμεν "ὰς συναρτήσεις 
{(αν)) ααὶ { (χο) η πρώτη Εξ αὐτῶν στρεφει τά αοϊλα 


πρὸς τα µάτω, ἐνῶ ἡ δευτέρα στρεφει τὰ ἁοϊὰα πρόὀ5 


«2 τ Π ἀ - η κι ’ ͵ 
τά ἄνω. Ἐὰν αναφερδώμεν εἰς ενα τριοορὀογωνιον συ- 


Σκ. 


Ότηµα ἀξόνων οχν7 ααὶ Όεωρησωμεν τήν ἓν τῷ οχύ - 


ματι { εἶμονιδομεντιν Επιφάνειαν, αἱ διὰ τοὺ σημείου Μο διερχοµεναι ἁαμπύδαι (Υ,) και 


6 ῃ Π ͵ ; - « ͵ ͵ κ πες ε ϱ . ρ , το ν 
ϐι), Ἡ μὲν µία στρέφει τά μοῖᾶα πρός τὰ ἂνω, ἡ δε ἅλάπ πρὸς τὰ αάτω. Τό σημεῖον θε 
! - - ; 
τοῦτο δὲν εἶναι θὲσις τοπιαοῦ ἀμροτάτου, παδλεῖται δε τοῦτο σηµειον σαγματο. 


ς ὼ - 4 Ἆ - ῃ ωι ἀ ν ) . ο χι 
25/. Ἡ ἀναφερδεῖσα προτασις ἀφορᾶ την εὗρεσιν ἀμροτατων συναρτησεως, τις εχει 


µερικάς παραρώφους. Εέναι δυνατόν νὰ ὑπάρχουν τοπιιἁ ἀμρότατα μιᾶς συναρτὴ- 


σεω» χωρὶς αὔττι νά ἔχπ μεριιάς παραρώγφους. Ἡ ἀναδήτπσις τούτων γίνεται 6ά- 


: ἡ μας δν - 
.σει του ορισμοῦ. 


Παραδείμµατα: {3/ Δἰδεται ἡ συνἀρτησις: {(αχν)ς πχ νἡ νδαμ. 
Νά εὑρεδοῦν αἱ θὲσει» τών τοπιμῶν ἀιροτατων ταύτης. 
ἂ “ { { . . ον , ΄ 

λὺσις: η οὐνάριησις ἆ (χιη) εἶναι ὡὠρισμενη ιαὶ ἔχει µεριάας παραφώγους Ὑ5. τά- 


ἔεως ἐφ ὁήοιλήρου τοῦ χώρου Ε΄. 
Τά σημεῖα διὰ τα οποῖα ἡ { (χι) ἔχει τοπιµα: ἀιρότατα δά ἀναστιηθοῦν μεταξὺ τῶν 


Δύσεων τοῦ σύσιΏµατος.. 
2 ο 9χν 8ὃη-ο 


θχ 
μμ... 
δᾳ Ξθην ὄχΞ0 
το Ἐξ αὐτῶν ἀαμθβάνομεν τὰς φὺύσεις (0,0) μαὶ (-!ἱ,- 1) 
ε.α 5  - δἳ 
οοφἩ 


Ἐπὶ πἀέον ἔχομεν : Ὃ 5 6χ, δι 
μα, ο δ(0). (00). αι. ὃ (οι) 

. Εἶναι δὲ: ρα δας50, 5 τοι δες σδι--ο 
--4-«0. Συνεπῶς τὸ σημεῖον (00) ὁέν εἶναι δὲσιςΣ τοπιιοῦ ἁάρο- 


Επομένως Δξτῖ- 5’ 
Διὰ δὲ το σημεῖον (-1,-1) ἔχομεν: 
(1-1) ἁοὰ 


θύ (1) ας δὀί-υ1) ος κε. ὃ 
Γη δες 655 ὅπδ ὴδ ἐπ δυτ 


τάχου τῆς { (κ). 


Ἑπομένως Δετῖί-5- (-6) (-6)-3:5 2120. 
Ἆρα τὸ (-1,-1) εἶναι θέσις ποπιιοῦ ἀμροτάτου τῆς } (αυ) μαὶ ἐπειόπ Γ--θςο ἔχομεν 


µέχιστον. Εἶναι δε τοῦτο τὸ ϱ (-1,-1) τν]. 


ΧἨ/ Λἰδεται ἡ συνάρτησις ὁ (αι!) κ νυ (αχ Ἡ)”, 

Νά εὑρεδοῦν αἱ δέσει» τῶν τοπιικῶν ἀμροτάτων ταῦτης. 
Λνσις: Ἡ ὁ (αι) εἶναι ὠρισμένπ αἱ ἔχει µεριμὰς παραρώνους» ὝὙσς τάξεως ἐᾳ ὁᾷο- 
μΆήρου τοῦ χώρου Ε. Ἰὰ σημεία διὰ τὰ ὁποῖα Ἠὶ ουννάρττισις ὁ (αι) ἔχει ποπικα ἀμρο- 


τατα δὰ τὰ ἀναςητήσωμεν μεταξὺ τῶν ἀύσεων τοῦ συστήµατος: 
ὃς 9χ᾽-3 (ο νκκν). Ξ0 


Όχ 
(9) 


4 ὶ 
ου 3υ-Α(ίνχεν)- ο 


Ἓα τῆς Επιλύσεως τοῦ συοτηµατος (1) Δαμθάνομεν τὰς αὰτωδι ρίδας 


να κο το 


Εαν λὰ ες Ἡ δια . ον 
Επι πᾶσον ος, ο μὲν 6119), -θαδα Ξ-θ6(1ήχν ψ)σδης Ξ-θ(11χ) 


Εἶναι δε: 


ος ο ον λιας «κ εσσα τικ δές 5 κος 


δχ3 θο ἃχδυ 
«Επομένως Δεγί-5'---Ι2 ΣΟ. Κατα συνεπειαν τὸ σημεῖον (--τ, ο) εἶναι θέσις τοπιμοῦ 
ῃ ῶ - Π - ι ' [ 
µερἰστου της |, εἶναι δε τοῦτο ἴσον πρὸς ὀ(-σσιτ-ς) η. 


ϐ) πω Ξ6, ΓΞο μαι Δειῖ-ςς-- ἃς--ο, 


Ἆρα τὸ (-1.-1) ὁξν εἶναι θεσις τοπιιοῦ ἀμροτάτου τῆς ὁ. 

Ὁμοίως ἀποδειινύεται ὅτι αι τὰ σημεῖα (158) και (-ἲ {) δεν εἶναι θέσεις τοπικών αωρο- 
τἀάτὼν τῶς ζ. 

33/ Διδεται ἡ συνάρτηοις: ὁ(χιν)- αν η” 


μα εὑρεδοῦν αἱ ὀέσεις τῶν τοπιιῶν ἀμροτόάτων ταύτης. 


Λλύσις: Ἔχομεν ιν ν πηχ ὃν Ξ4Ι᾽ Τὰ σηµεῖα δια τὰ Οποῖα ἡ συνάρττισις ὁ(κ,η) Έχει τοτι- 
ς 
ια ἀμρότατα ὃα τα αναζπτησωμεν μεταξὺ τῶν ἀὐύσεων τοῦ συστήµατος: ο Ξ0 Ξ 0Ο. 


» δν 
τοῦτο δε Έχει τὴν µοναδιμην ἀύσιν χ5 ως ὀ. 


Ί ον ως ο κα μα καδό (00) δἱ(οο).. 8'ὁ(99) 0 
Εἶναι ὁτ δα. 3, δα» "0, οψ "1Η οί τη δαι ὅχου ο ἓμ δη 


Εἶναι δε ααί Δ.γέ-ς'-ο. Πιδανῶς λοιπον τὸ σημεῖον (0 0) νά εἶναι θέσις τοπιιιοῦ ἀἀροτὰ- 


Ξὼ}λος-ος--- 


του. Προς πούτοι5 ικαταφεύγομεν εἰς τὸν ὁρισμὸν. | 

Ἐξετάδομεν ξὰν ἡ ὅιαφορα {(ὰ,ν)-4 (9/0) - αν)” διατπρΏ πρόσηµον εἰς µιαν περιοχήν 
Ύτου (0,0). 

Πράμματι, δια μάθε (κ9) ΕΥ» {(ο0)} εἶναι { (κ) -ὁ (90) 0, όπλ. (κιν). 2 (0,9). 


Συνεπώς τὸ σημεῖον (0,0) εἶναιθεσις τοπιμοῦ Εαχὶστου. 


62. ΤΟΠΙΚΑ ΜΕΓΙΣΤΑ ΚΑἱ ΕΛΑΧΙΣΤΑ ΜΙΑΣ ΣΥΜΑΡΤΗΣΕΩΣ ΠΟΛΛΩΗ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΗ 
Εστω ὁ πραγµατιαΏ συναρτησις  ὡρισμένη εἰς ἕν ὑποσύνολον |) τοῦ χώρου Εἰ 


θα Δεγώμεν οτι εἰς το σημεῖον Χνς ς ανα ξιλεὺ ή συναοτησις ὁ παρουσιά δει ἕνα 


τοπι ιστον (αντ. τοπιμον εΛαχιστον}, εαν ὑπάρχπ µια περιοκΏ Ν τοῦ σωμειου χ 


περιεχοµέενη Εντὸς τοῦ {9 τοιαύτη ὥστε. 
Χ. Ξ (α,,Χι,..., Χη) εΝν [α.) να ἔχωμεν. 


ὁ (α) κ) (α.) (ἀνι (κ) 24 (49), 


Ἕνα τοπιμον µέεγισιον Π τοπ!μὸν ἐὰάχιστον τῆς συναρτήησεως μµαδεῖται ἀαὶ το- 


όια Ώσθε 


΄ ” ΄ ᾗ 
π/λκον αιροτατον τανττς 


Ἔάν ἡ πραρµατιικΏ συνάρτῃσις { ὠρισμένπ ἐπὶ τοῦ ἀνοιωτοῦ [λε Εὶ ἔχπι 
Ελ) Εὐ μαὶ ἐὰν αἱ πρῶται µερι- 


Πρότασις π --1-/. 


ο ! , . , μ. 
ενα τοπινον αµρότατον εἶς τὸ σημεῖον ἍΧν-(ξωξΕ..... 

ι ' -- ι ἡ ο σα ας , 
μαι παραρωγοι τῇ» ; υπάρχουν εἰ το σημεῖον χο, τοτε τὴ «ο δια κάδε 


1511... 4 
Ἀπόδειξις: Ἐπειδή Ώ ὁ ἔχει ἕνα ποπιιιόν μέγιστον Ώ ξάάχιστον Εἰς το Χο, δια 
σεν. 4 ἡ πραγµατιωΏ συνάρτησις ἕ--νᾗ 6. εἴ-9ι), μὲ πεδίον ὁρισμοῦ τὸ συνο- 
ἂον τῶν πραυματιιών τιμῶν τοῦ ἕ άια τὰς ὁποίας Χςς τ.6ς εἰ) Έκει ἕνα τοπιαὀν µέγι- 
σιον Ὁ ἔλαχιστον διὰ {Ξ- 0.Ἔστω 4 (ας) τοπιιιόν µεχιστον - ἀναλόρως ἔργαξδοόμεδα ἄν {{ὰ,) 

3 [ 


εἴ αι τοπιικὀν ελάχιοτον--τότε ὑπάρχει περιοχη ἁ{κχ.) περιεχοµένη εντός τοῦ ὐς,Ε τοιαύ- 
τη, ὥστε νά ἰσχὺη: {(χον {-θι) Ξ4(α.) διὰ μάθε {51,3,... 4 μαὶ ἀάδεῖ μὲ αονὶ-θε (χο) «Εω 


ποῦ ὁρισμοῦ ὅμως τίις µεριιῆς παραχὠγου Έχομεν 
Θ4( χο) - Θη 4{(α.«ὰ9)) -4(αο) Ξ θίπι {(αοκλε) - 4 (χο) 5: ίπῃ 4(χοτλε|)-ὄ(α9) δώ μάθε (ΞΙ} 4 
πχ] λ-νσ Ἀ λ-φο0-ο λ λ-»δος λ 1 ο αμ 
᾽αᾷα: ἐἶπῃ ο. 205) α 0 ααὶ βίπη κ νεο Ξ0 ἁά ιάθε]-ιλ..,4. Όδεν: 
λ-.ο-ο Αλ”. «0νο 
«Θήᾷο) .. ος ....Εφ) . ρ {(χονᾶει) -{ (Χο) ο 
ου “ο 
ει ττῖς ο... προτάσειως ἔπεται ὅτι, ἐὰν ἡ { ἔχπ πρὠτας µεριμάς παραρώρους εἰς 
η αφ)δια 


κ. - - 4 ῃ η « ῃ 
Εµαστον σημεῖον τοῦ 09 Κ, τότε προιμειμὲνσου να εὑρωμεν τὰ στμεῖα (ὰ. αι, 
, Μ 


τὰ οποία ἔχομεν τοπ!ιον ἀμροτατον τὴς συναρτήσεως ὁ ἀριεῖ νά εὕρωμεν τὸ ουνο- 


ον τῶν ἂνσεων τοῦ ουστηµατος. : 84 ζαναω-ωχς) . 
96 (αι Χν, 2 χι 0 
Ὄχα 


μαὶ εἰς τὸ σὐνοήᾖον τῶν λύσεων αὐτῶν Θὰ ἀναδητησωμεν τὰ σημµεῖα εἰς τὰ Οποῖα Έχο- 


μεν ἕνα τοπιιὀν ἀαρότατον τῆς -ύ. 

Διά νὰ δυντηδῶμεν ὅμως νὰ ἀποφανθῶμεν, ἂν µία Δύσις τοῦ ἀνώτερω συστΏµατος 
- 9. ῃ ε , ς ’ ͵ : ο ὃ 3 , 
εἶναι θεοις ἀμροτάτου ια τὴν ὁ, ὃα πρεπει νὰ ἀάθωμεν υΠ οΨιν µας μαι τὰς µεριμας 


παραμώγους ὀευτέρας τάξεως. Κατωτερω ὀιδοµεν, ἄνευ αποδειξεως, µίαν πρὀτασιν 


(ἑωανὴν σύνὂπιατην) τοπιιοῦ ἄμροτατου τώς ϕ. 


Προτασις ὙἹ -2-27. Ἔστω π πραγµατιωτ αυναριίτσις δ (αια,,.. .Χφ) 4339 ὠρισμε- 


νΏ ἄπί ἑνόὸς ἀνοιιτοῦ ὑποσυνοᾶου υς βὶ τως ιἧς οποίας ὑπάρκχουν ἐν |) μαι εἶναι συνε: συνε- 


χεῖς αἱ µέριµαι παρθγωγοι μὲ Ἐ} μαὸ δευτέρα: τάξεως μαὶ ἔατω το σωμεῖον 


ο ΕΕ ος |) Ε υ τὸ ὁποῖον εἶναι Λὺσις τοῦ συστήµατος τῶν εξισώσεων: 
ΟΡ (Χν το... πι) : 
πο Ῥπ στ θήρα 
« 9 (ε,Ε... Σε) --- . 
θετοµεν αι) Ξ στ δα ὃκι ( ίσχυει αιι/-αι), 


μαί ὅια ΡΞ1,...,4 ἔστῳ ἡ ὀριδουσα : 


ιά 


αν. αρ τρ 
Δρ μ αι, αι, . αρ 
αρι αρι τῷ ᾱἳ ὅ αορ 


τοιαυτὴ, ὥστε: Διξαι. Τοτε: .. ο πα κα: 


σον μ 


-- ο σσήπη, .. , π. ον ” ͵ . . ε --- 
α) Ἵνα ἡ ὁ ἔχη ἕνα τοπιὀόν Εἀάχιστον εἰ» το σημεῖον «ιο, δα ονώοσα ολ 


ᾱ, ο Ἀκν ες 


Ἵνα Ἡ Ἡπ 3 ἔχω ἕνα τοπιμον µεγιστον εἰΣ το πὸ σηματῖον. κος, αρμεῖ αἱ ανωτέρω ὁρι} 
σουσαι να ἕἶναι ἔναλλαξ ἂρν Ὠτιιλαὶ υαί θετιἁαι {(ἠτοι ἡ συν ἁρτησις--) να παρου- 
σκηση ών πνππτηρν τικ ακλωκξ κος εν 


Δα νὰ εἶναι πᾶσαι θετιικαι 


σιάδ,ηι τοπιμὸν Εἰάκιστον) ο ο. 
Παρατηπρησεις: Ι5/ Ἂν διὰ τὸ σημεῖον Χο δεν πἀτροῦται µία τών ἀνισοτπτων τῆς περι - 
πτὠσεως α) Ἡ ϐ) ὅξεν δὰ πρεπει νὰ συμπεραϊνώμεν, ὅτι τοῦτο δεν εἶναι Όεσις ἀάρο- 
τάτου. Εἰς αὐτὴν τὴν περίπτώοιν Ἠ τεΔιαἠ διαπίστώσις θὰ γινεται τή θοτηθεία 
τοῦ ορισμού (βᾷέπε κατωτέρω παρἀδειμµα) 


3/ Εἰς τὸν περἰπτωσιν τριών μεταθλπτὠν }ίαιν,1), (α,ν,2)εὐςΚ Ἠ ἄνωτερω ἵμα- 


ΤΝΤ Ουνὸθατ τοπιιοῦ ἄαροτάτου εἰς ἓν σημεῖον (κ.͵ὺ., 1.) ΕὉ) διαιυποῦτα!ι ὧς κάτωθι: 
α) Διὰ τὸ ξάάχιστον : 


ὃς (ία. Ψ, 29) Ξά (αι νο) ὃς (αν. 2. -0 


ναι . 
--- ο νι .. 
ἀκ δα. α)λ2Οἱ 2ο, κ ἂν ὃν] 20. 
--. τνα 


4“ ΄ 
(αν. Σ9) -« τά 4 χτ (α. Ἡ, 19) 


ο «ϐ). Διά το µενιότον : 
{. (Χων,1ι)Ξ δν (χω Ν. 1) 5 ὃ, (κ. ντ.) ο 


-α .. Ες 
. π κκ. πα . ο 
τόν (αἩμτ οἱ, ο 2ο ἂν δν νο. 
ὃν ὃν 


(ας 19) ἕλά οπή αν . ῶ 19) 
Παραδειμμα: Να εὑρεδοῦ» τα τοπνιὰ ἀμροτατα τὰς συναριησεώς: 
(αντ) «απ νυ ε7εχψς 207 131χ 


Λύσις: Ἐπιλύομεν τὸ σὐστιµα:  ϐ - Δχ994932750 


ότι 
ᾗ 


50. 37919χΞΟ 


ιἅ 


Τοῦτο δὲ ἔχει τὰς λύσεις (00,0) αι (-2,-1,-1) 


87 ΥΗΑΧΗΔΗΞ-Ξ 0 


Ἐν συνεχεία εὑρίσικοµεν τὰς μεριαὰς παραγώγους 6ὐ -ταξεως τής ο. Λύται εἶναι: 
ξάν-θαχ,ὧι” 6Η, δς «67, όν δι 53, 
α) Εἰς τὸ σημεῖον (9,0 0) ἔχομεν τὰς τιμὰς τῶν μερικών παραγρώρων: 
αν ο ο κα α 


Εἶναι δε: ο ᾱ-ἳ 
ο 31. κ. 
Δ,Ξ0, δι 30 Ξ- 95, δν Ξ- 3 Ὁ 3 - 54 
98 8ο 


Διά το (0.00) παρατηροῦμεν ὅτι: Δι-4.. -Ὁ, Δι, δς 20, αρα δεν εφαρµόδονται αἱ 
ἵμαναὶ ουνὸδβιαι εαὶ ἑπομένως ἡ πρότασις Ἡ -2-!ἵ (θλεπε σχετικῶς μαὶ ἀνωτερω πα- 
ῥατήρησιν !) δεν μᾶς πἀπροφορεί ἂν τὸ σημεῖον (9,00) εἶναι ἡ ὅεν εἶναι δὲσις ἄλιρο- 


τάτου. θὁ Εξετάσωμεν τοῦτο τῇ θοηθεία τοῦ ὁρισμοῦ θά εξετάσωµεν ὁπβαδή ἂν 


ϱ) οἱ οσφήποτε τῶν συμθοβισμοῦν δν η τς, ς δα εἶναι ὁότιιμοι τκαί δά πορησιιοροιᾶτα, ᾠδιαιαρίτω., 


ὑπάρχτ περιοχκω ν τοῦ σημείου (9,00) ἔντός τῆς ὁποίας η όιαφορα: 
δ(α2)- ὀ(90/0)5 αν εζσ νΌχη Άσε 
: διατηρή προστιµον. Εἰς οἱανόΏωποτε ὅμως περιοχΏν τοῦ (000) ὑπάρχουν σημεῖα (ὰ.,39,9) 
ααὶ (Χς,ὺς, το), ὡστε να ἔχωμεν: 
6 (ία. 7.) -δ(ο90)20, Φί1.,ν.72.)- (90) «0. 
'. Ἆρα ὦ διαφορα ὁὲν διατηρεῖ πρὀσπµον ιμαὶ τὸ (00 0) δὲν εἶναι Ῥέσις τοπικοῦ ἀνιροτάτσο 
τής ᾖΓ. 
ϐ) Εἲς τὸ σημεῖον (-2,-2,-2) ἔχομεν' 


ξιτόν ΐαι Ξ--12 μαὶ ια κα 


Εἶναι δε: κ ἃ 
ια 
Δις-Ί2ςο, Δι5Ξ α.. 1ο 0, Δν5ί 3 τι 85Ξ-ι8δος0. 
3. 38 τι 


.ς ͵ « . ' σα αυ πα ͵ . 4 
Συνεπώς, ιικατὰ των προΏωμουμένην πρὀτασιν, εἶς τὸ ἓν ἂόνω σηυμεῖον (-2,-2,2) Έχομεν 


τοπιιὸν µενιστον. Εἶναι δε τοῦτο ὁ(-2.-2,-2)Ξ 19. 


55. ΤΟΠΙΚΑ ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΣΥΜΑΡΤΗΣΕΩΣ ΔΙΔΟΜΕΗΗΣ ΥΠΟ ΠΕΠΛΕΓΜΕΗΗΗ ΜΟΡΦΗΗ 


1. ἴοπιωα ἀμρότατα τῆς συναρτήσεως ἁ(χιη)Ξ ο. 

Ἔστω ἡ Εξίσωσις ἔίαιυ)-0ο (4). Ὑποδετομεν ὃτι ὦ συνάρτησις } (χι) ἔχει συνεχεῖς 
παραμώνους μέχρι ἀευτέρας ταξεω». 

θεωροῦμεν τό σύστημα τῶν εξισώσεων: {(χ,υ)Ξ0, κα Ξο (1) 


μαὶ ἔστω (αχ,,ὐο) µία ἆύσι» τοῦ ουνστηµατος (1), διὰ τὴν ὁποίαν ὑποὂετομεν --.. 0ο 


Ἐπειόη ὁ (χιὺ.)-Ο μαι ον δ.) 3. συμφώνως πρὀς τὸ θεώρημα Τ --Ι-] τῶν πεπδεή- 
µένων συναρτΏσεων, ἡ Εξίσωσι5 (1) ὁρίξει µία µόνον συνάρτησιν εἰ μίαν περιοχτν 


τοῦ (χο, Ώς), ἔστω την η -φί(α), παί δια την ὁποίαν Έχομεν η ΞΦ (κι). 


Εἶναι ὁε τὀτε: πο 
’ ’ «ας ο 14 Ἕ 
ὄκοαντ ο (αστρα ν 


μτοι, τὸ σημεῖον (Χ.,ἡ,Ξ Φ (χ.)) πιδανὸν νἀ εἶναι Όξοις τοπ/μοῦ αμροτάατου. 


Ἡ δευτέρα παράγωφρος τῆς ἡΞφ (κα) δίδεται, ὧδ γνωστον (8λ.σελ. 81 )ωπὸ τοῦ τύπου: 


ο σάραχος (99) ὃς. -ὂ ὁκ ὃν ὀςνο(δς) 
ή πφ) αρ] 


σε εδ) 


«ου. ἝιςΣ 


“Επομένως: {3/ Εάν φ' (αι)  0--»θ(α. νι) δν (α. ή) ς 0, τότε το σημεῖον Χ. εἶναι 
θὲσις τοπιιοῦ Ξλαχίστου τὴς υςΦφ(χ), ἡ δὲ τιµηΏ του εἶναι Ἡ.ι, - Φ (χο) 5 Ἡς. 

σ8/ ἘἜαν ϱΦ’(χ.)ς« Ος--νἡ”. (2. 3.) «δω (Χ. ΝΟ) 20, τοτε τό σημεῖον κ. εἶναι θέσις τοπιικσῖ) 
μερίστου τῆς Ἡ- φ(χ), ἡ ὁξ τιµπ του εἶναι Ὦ α«5Φ (αι) Ξ .. 

86/ Ἐάν φ’(α))- Ου--- ός,(α.Μ,)Ξ 0, τότε δὲν όυναµεθα νὰ ἀποφανδῶμεν διὰ τὰ ἀμρό- 
τατα τῆς συναρτΏσεως | ΞΦ(κ) ααί οὕτω ἐργαξόμεθα μὲ τὰς παρσμώμους ἀνώωτέρας 


Εἶναι ὃξ λόνω τὴς (1) 


Σ. Ίοπικά ἀἁροτατα τῆς συναρτησεως ᾱ(α,,τ)Ξ0. 


Ἔστω τι Εξίσωσις: Γ(χ,21)ΞΟ Ἅ({(ἱ) «Ὑποδξτομεν ὅτι ἡ συναρτησις {(χ.υ, 2) ἔχει µερικάς 
παραμώγους µεχρι δευτέρας τάξεως συνετχεῖς. 
θεωροῦμεν τὸ συότηµα τών Ἐξισώσεων: 
86 
6α1)- ο, ο Ώκο 3} -ο {) 
. ο θέ ζω. 9,2.) 
. η . , η ἂν Ἀ « « . . ΄ Χ», Φ, -υ 
μαι ἔστω (χ. ἡ,Ζ.) µια Λύσις αὐτοῦ, ὁόια τὴν οποίαν ὑποὂδετομεν ο ο. ο, 
{ 
Συμφώνως πρὀς τὸ θεώρημα Ἱ -2-! τῶν πεπὰεμμένων συναρτήσεων ορί5εται µία συ- 
νάρτησις ἡ Ζςςᾳ(α,ν) εἰς μίαν περιοχην τοῦ σπµείου (Χο, Ἡ. 2.5 Φ (χι, Με). 


. κ . 
νο : ᾿ ' Ι ὃσ ο ὃὂ2 ος τὴ, ς 
Εν συνεχεια ὑποδογίσομεν τὰς µεριμας παραγώβρους πι “ὅπου δη εἰς την θεσιν (ὰ. :). 


Εἶναι τι --ᾱ- μαί 
| ος  «ς) ὁμ-14ς ὃς δεν (0) ὃς 

δα» (4. }) 

Εἰς δε τὴν Όεσιν (χε υ. 2.) θὰ ἔχωμεν, ἀσνω τὼς (1): 


δ7 ος δαν (χο, ὃς 79) 
Όχἳ Ί ή.) ὃς (Χ. Ἡ., 29) 


Ἀναθόγως δε εὑρίσκομεν: 


δἱ ο δα (αλ το) (3) 
Ὀχὂυ](αν αι) 4, (Χο, ν. 79) 


θε ος ραδιο 
Ο93 με) ὃν (χο Μν,ζο) 


Συµφώνως πρὸς τὰ ξωτεθέντα εἰς την 6 1 αἱ συνδῆμαι,ῖνα εἰ» τὸ σωμεῖον (Χ.,3ε) τι 
Ζ-φ(χ,ὴ) Ἔχη. - 


Ι4/ Τοπιμον Σδάχιστον εἶναι : 


ο Όξ 
9χ. Όχοὸυ . 92 
ο 20 μας δι ” ο 
ὃχδη δην | (4.99) αι, 
Αἱ ἀνωτέρω συνὸΏιαι, ἂόρω τῶν (3), ἰσοδυναμοῦν µε τὰς αάτώδι: 
ἕ ὃν 
”-- 50 μαὶ ὃν ὃν] «ο 
ο] Π, (ο Ἡς 29) (Χο 3» 19) 
2/ ἹΤοπιωόν µἔγιστον εἶναι : 
4 ’ 
αχ» ὃν [ , 
. 2ο μαί {μὁ. 20 
ὃν [ασ σσ 
33/ Ἐαν 
δν ος . ἤ ῃ 3 ͵ 3 « ο." 
Ξ0, τοτε διά τὴν εξαµριθωσιν αμροτάατσυ χρειαδοµεθα. 
τα υν ή 
τὰς µεριμάς παραρώφους ἀνωτέρας τάξεως τῶς 4 (α,2), ἐῷ ὅσου ὑπάρχουν αὗται. 
Παραδείμματα: Ί5/. Ψποδορίσατε τὰ ἀμροτατα τῶν συναρτήσεων, αἵτινες ὁρίδονται ὑπὸ 


τῆς ξξισώσεως: ὁ (αν) - θα. α.ΞποΟ {1) (0λ.Σαχ.1) 


Λύσις: Εἶναι: 
ὃς 
ος Ιδκ να), τα τ«ν) 


τὸ σύστημα ; 


4 (α(υ)ς ο, ὃν Ξ0 ἔχει τὰς Δύσεις: | (Απμνίσμος) 
ν5 . ς 

(χα, υσ ή ας (ακ-ν ους), (α--ς ο ο η 5 μαίὶ (ΧΞ0,υΞ0). 

Διὰ τὰς τέασαρας πρὠτας ἠὖσεις εἶναι «ὃ .] 


τς, : 
ανν 
Ἕπομενως εἰς τήν περιοχὺν ἑμάσττις τῶν τεσσάρων ἀνώτερω ἀύσεων ἀντιστοιχκεῖ ἅαι 
µία, συνάρτησις ωξφ(χ). 
. 2 ῃ η . 
»Εν συνεχεια εξειάδοµεν τα µατωθι: 


0 ρα ος οἱ 96 ὃ 
Η οχι 19ΗΧ μαι ντ ὃς 2ο. 


(.ξ,9 απ) 


δ] 
αχ 


κ 


κ. , ο , - . - - 
Όδεν,το σωμεῖον (4, 5) εἶναι θέσις τοπι μού µεφὶστου, εἶναι τούτο ὕρακ” , 
Ὁμοίως εὑρὶίσμομεν διὰ τὰ σημεῖα : 


(5ο) δὲσις ἐΔαχίστου µε ἵωῃ ως ο- 

(--τ. 9) δὲέσις μεγίστου με Ίο. --ᾱ- 
4 ών η . ͵ ή .. ντ 

ολ 9) θεσις ελαχίστω µε Όροι ---ᾱ- 


τὸ οημεῖον (0,0) δὲν εἶναιΌεσι» ἀμροτάτου. 


24/ ποᾶονίσατε τὰ ἀμρότατα τῶν συναρτήσεων, αἴτινες ὀρίδονται ὑπὸ τῶς Εξισώσεως : 


(αι) ανν 27911410 (1) 


ἵ ο πα με μμ ώε δε. 
Λὺσις. Εἰναι!: ὃς ση 1νγαοσ-51 ν4τ., πι σι 1, Όχου ο 
σι) : ο ία {ο 96 
τὸ σύστημα: . δίαυ2)Ξ Ο ας ο,-ᾶν Ξ ο μὸστ ο 0ο (1) 


» π : έ 
εχει την µοναδιαην Δὺσιν (κχ.-0, Μ.Ξ 0, ζες-{). 


ῦδεν, ἡ Ἐξίσωσις (1) ἐπιδύεται µονοσημάντως εἲς μίαν περιοχήν τοῦ σημείου (Χ.50, Ψ,Ξ), 


ἔοτω δὲ Ζ-φ (χι) ἡ οὕτως ὁριδομὲντι πεπἀενμένη συνάρτησις τοιαῦτη, ὥστε Τες φ (0,0)Ξ-4{. 
Ἐξ ἄλλου Έχομεν; 


ω.. α 
χ" αφ . / 
«420 αἱ δει ὖι Ξ3320. 


/” 4“ 
δν ἐν. ιο.) (ος͵-τ) 


Ὅδεν τὸ σημεῖον (00) εἶναι Όέσις τοπιιοῦ µεγἰστου τῆς Ζ-φ{χιυ), εἶναι ὁξ τοῦτο: 
Ζαν” φ(0,0)- -!. 


64. ΑΚΡΟΤΑΊΤΑ Υπο ΣένθηκαΣ 

Εστω µία πραγµατιιὰτῃ συναρτησις ἆ (αι, Χε,..., κκ), 4Ξ 1,9... ώρισμεντ εἰς ἓν ἀνοιιλτὸν ὑπο- 
σὐνοᾶον {9 τοῦ Β', τῆς ὁποίας αἱ µεταβθπταὶ δὲν εἶναι ἀνεξάρτητοι, ἀλλὰ ἐπαδτπδεύουν 
τὰς ρ Εξισώσεις (ρα): 

Φι (αχ... κ)” Ο, Φι(αι,Χ.,... Χς)0,..., ϐρ (ας αν. ας)Ξο, (3) 

ἔνθα αἱ πρανµατιιιαὶ συναρτῆσεις φϕ,,ῷ,,...,4, εἶναι ὠρισμὲναι ἐπὶ τοῦ συνοᾷου υςο κἳ 

Ἔστω πο σὐνοᾶον: 

ασ εξ]: Φι(αι χι, Χα) 0, 151 1, ϱ) 


μαί ἓν σημεῖον Χο 5 (Ε,,ξ.,...ξι) ΕΟ. - 


Διάφορα προθάήµατα ὁδηγοῦν εἰς ἀναξήτησιν τῶν ἀαροτάτων τιμῶν µιᾶς συναρτηΏσε 
ως, ὡς ἀνωτέρω ἡ ᾗ, ὑπομειμένην εἲς μίαν Ὦ περισσοτέρας ἀπὸ τὰς δεσμευτιιιὰς συνὸτν 
ας (1). Εἰς τὰς περιπτὠσεις αὐτὰς Δερμομεν, ὅτι πρὀµειται περί Φεσμευμένωών τοπικών 
ὀμροτάτων (ἀιαροτάτων ὑπὸ συνὸηµας), ἓν ἀντιδιαστολή πρὸς τὰ ἀωρότατα τὰ ὁποῖα δις 
πρανματεύὂδηµεν μεχρι τοῦδε ιαὶ τὰ ὁποῖα, προς Φιάμρισιν, ιαδοῦνται ἐλεύθερα ἂμρόοταια 

Διά νὰ ἁαταστΏ σαφὴς ἡ διάμρισις μεταξὺ τοῦ Ελευθέρου ααὶ τοῦ ὑπὸ ουνδήκην άμρο 
τάτσυ, θεωροῦμεν τὴν συναρτησιν: ᾗ (α,ν)Ξ ν-οῦ-υ" με πεδίον ὁρισμοῦ τὸ σύὐνοᾶον : 

[αι εξ αυτ]. 
19 μέγιστον τῆς } εἶναι τὸ σημεῖον Ῥ. ἓνῶ τό 
µεγιστον ταύτπς υπο τὴν συνὸὂφωην : 
υ-β, όπου ΌΟςβς 
εἶναι το στιμεῖον δ (βλ. ἕναντι σχΏμα). 
Γεωμετριαῶς τὸ στιμεῖον Ῥ, εἶναι ἕν σ- 


μεῖον τῶς µσμπυδτις Τ, τὸ ὁποῖον ἔχει µεγἰ- 


στην αματηγμένην. 
πο 
Κατωτερω. ὀἰόομεν τον ὀρισμον τοπιιοῦ ἀμροτατου μιᾶς συναρτΏσεως ία χ.,, εννο χφ}) ὑπ. 
συνθήκιτιν ιαὶ ἓν αυνεχεἰα ὁιατυποῦμεν, ἄνευ αποδειξεως, µίαν ἀναριαὶαν συνὸπωων ἀάρ" 
τὀτου ὑπο συνδήωην. 
ι [ , ͵ κ. , - / - ; ͵ 
Όρισμος ᾗἩ-4-4. θα Φεραωμεν ὁτι τό σγικεῖον (ἔ,ξ.,...,ἔι)Ξ κ. ΕΙ). εἶναεμια θεσι" 
(πσπιασῦ) µερέστου, ἀνιιστοϊχω» (τοπικοῦ) ἐασιχίστου, τῷςσυναρτήσεως {λος Ε --ᾱ ὑπό τὰς συνδήιιας: 
᾿ Π , ΄ ΄ ιο τ ΄ ͵ - ΄ 
Φ (αν Ἅνριιι Χα) ΞΟ}Ξ11,,. ο Ὦ, ΤΟΤΕ ται µονον τοτε αν υΠπαΩρχΏ ΠΕερίΟοχ7 Υ που σηπκεισι) 
χοΞ(ἔμξ.,...,ξι) τοιαύτη, ὥστε: δια κάθε χε νΩ ο νά ἐσρκύτη: 
δα χωνκη) Ἑ {{ξιΕ.,..ἒς), ἀντισιοίχως Φίχ,χ.,... χε) 5-4 (Εμξε,... Εκ) 
Ἡτιμπ {(ξΕ,..οξς) παδεῖται τότε ἓν µέγιστον, ἀντιοτοίκως ἓν ξἀάχιστον, ὑπὸ τὰς 
συνόήινας τας καθοριδομενας ὑπὸ τῶν: Φ,(Χμχ.͵..,χ)ΞΟ µε {Ξ11,...,Ρ. 
Το πρὀθᾶτμα τὸ ὁποῖον δὰ μᾶς ἀπασκοᾶπστι εἰς τὴν παροῦσαν παραχφραφον εἶναι τ 
ἀναδητησις μαὶ εὗρεσις τῶν Όεσεων τῶν ἀμροτάατων τιμῶν τὴς συναριΏσεως ὀ{α,χ.,.. αι 
ζ 4 ’ . , ἤ ͵ Γ - 
ὑπομειμενων εἰς τας ῥεσμευτιιάς συνόπωας τὰς ναθοριδοµενας ὑπο τῶν: . 
Φ, (χι Χ.,... χα)Ξ 0 12.... Ῥ, (054) 


Μία μέθοδο» διὰ τὴν ἀντιμετώπισιν προθᾶημάτων τοῦ ἀνωτερω εἴδους εἶναι Ινώστω ὡτ 
|) Τό Όδος χι αν, .- χαφ) ΕΗ1: Φ,(χινχε-' κο, 5 11... 2) 


μα 


Μέδοδος τῶν ποὰθαπᾶασιαστῶν τοῦ ἰαᾳγαηφθ (ἀναχμαία συνδήιτι ἀμροτάτου 
ὑπό συνόπιας). Αὔτη ἔχει ὧς ἑξῆς' 

Ἔσιω µία πραρµατιιή συνάρτησις  (αμχ.,..., Χα) ὠρισμένη ὡς ἀνωτερω τῆς ὁποία5 
ὑπάρχουν ἐν Ὦ) αἱ. µεριμαί παραχωγοι τ-- εν ας] καί εἶναι συνεχεῖς ααί αἱ πριν- 
ματώιαἰ συναρτήσεις φΦ, (ΧιΧ.,..,Χκ), |), . Ρ µε Ρςα, τῶν ὁποίων ὑπάρχουν ἐπίογις 


ιν Επ ρνις Ίχαν Εἶναι συνεκεῖς. ΣχηΏματιδοµεν τν ᾷοτι- 


ὃν Ὁ) αἱ μεριιαὶ παράγωροι --- ντ ορ 


Όπτιωπν συναρτησ.ν 
Ρ 
Ε(α μαι. αφ λυλν, η) 5 δίανχι, κκ) η) λίΦΙ(αιχν.υχς), 
η] 


ὅπου ο ΑΜ. προσδιοριστξοι πραχµατιμοιὶ ἀριθμοι (- ποᾶΔαπδασιασταὶ τοῦ ἱασγα- 


Ώφϱ) μαί Δαμθάνομεν τὸ σύστημα: 


δε 84 | 
δαι Ἡ δα κ λ, ον θα, 3ος ἐπ. αρ. 
Φ, (ανγ2)’ 2Χ9)50, 15 2 Ρ 


͵ ι [ Ξ [ ν ' 3 ͵ ͵ ῃ 
"Ἔσιω τώρα ὅτι ἕν σημεῖον α.π(ἒ,Ε.....,ἒι) Εὺ εἶναι δεσις µεγίστσυ ἢ τὰαχιστου διά τὴν 


{ ὑπὸ τὰς συνθηλµας: Φ/(α,χ.,... ἂς) -ΟύΞ11,... ρ. τότε ὑπάρχουν πραυμµατιµσι ἀριδμοι 


(Σ) 


λ.,ἂν,..., λν τοιοῦτοι ὥστε τὸ στιµεῖον (Εμ εν- ος νά εἶναι µία λύσις τοῦ συ- 
ο (Σ). 


ΠαρατηρΏ σεις: 3: Τὸ σύστηµα (Σ) ἀναδυτιιώτερον γράφεται: 
86 λ δάς}09.,.,κλ, 03... ϱ 


δα. Όχ,  ὃχ Όχι 
85 ὂφ. Όφι Όδ, 

ο, οι ον ὃτ. ο. δχ. " 

(Σσ) 
8 θ9. ὂφν .. 
. «λαο λδος ο λα " Ὁ 
Φ (ανα... χς)ΞΌ, Φι(Χιχι,. κ):0,..., 4ν(ΧιιΧι, χε) 0 
Τὸ ἀνωτέρω σύστηµα (Σ’) εἶναι ἓν σύστηµα μὲ 493Ρ ἀγνώσιου Χ,Χν,..., Χφνλυ λε)... ὃν ψαὶ 


4.Ρ Εξιοώσεις. Ἐὰάν (Ε.ξ,,..., Εε,λι, λε... ἀ.) ἕἶναι μία ἀὺσις αὐτοῦ, τὸ σωιαείον (Εξ... ξφ) 
“ { . -- Π .) . αἲν | , , ν) η ᾽ “ 

εἶναι ἔνόεπκόμενον να εἶναι δὲσις ἀμροτάτου τῆς ὁ. Ἂν τὸ σύστημα δεν ἔχπ λύὺσιν, τοτε 
ἢὶ ᾗ δὲν ἀαμθάνει ἀμροτατας τιμὰς εἰς το σὐνοᾶον Ἱ). Εἰς τιν πρᾶξιν ἀπαδβείφομεν του5 


ἀννὼστους λ,,|τί1, .,Ρρ μαὶ δύομεν ἓν σύστηµα µε ᾳ ἔξισώσεις μαὶ ἀγνωώστους τους χι Χι,..., Χα. 


45) Εἰν τὴν πρᾶξιν ἐργαξομεδα ὡς εξῆς' Ἔσιω ὅτι θελομεν νἁ εὕρωμεν τὰς ἁμροτα- 
τας τιµάς (μΕγιστα ιαὶ ἐὰάχιστα) µιᾶς δυναριήσεως ὁ {αι,Χ.,... Χα) ὑποιμειμέντιν 
εἲς τὰς δεσμευτιιὰς συνδῄιας τὰς µαδοριξοµένας ὑπό τῶν: 


9, (αι Χιν.. χα)Ξ 0, Φαν χε... κκ) Ξ ο,. 9} 8, (ας, Χνν... Χφ)Ξ0ο 


τότε: ᾱ) Σχτπματὶδοµεν την συνάρττισιν : 


Ε (αι... Ἕψλι - - 5 ὁ (αν Χν, χ) λιφι λιφιν'  ὰρφ, 
με παραμέτρσυς Άιλ.,...͵λ». 


ϐ) Μηόενίδοµεν τὰδ µεριιάς παραγώγου» τῆς Ε ὡς πρός τὰςα»ρ µεταθλη- 
κ πα ο πω ως 
δΕ δΕ 


. : ΓΕ οϱ ὄξτᾳο-ο θε κ« ὃς οϕς 
σαι ο, ρα 0 δι. ὃν 0 ο οκ ο. 9-0. 


') Ἐπιλύομεν μετὰ ταῦτα τό σύστημα τοῦτο τῶν 4νρ εξισώσεων μὲτούς 4» Ρ 
ἀγνώστους :. χι, Χς,..., Χφιλιλε,... λρ. 


ὃ) Ἂν Χο 5 (ΕΕ. ξκ,λι λεν... 1ν) Εἶναι µία λύσις τοῦ συστώµατος τσυτου,το- 
τε τὸ σημεῖον (ξ,Ε.,...,.Ἐα) εἶναι ἔνδεχόμενον νὰ εἶναι µία θὲσις ἀμροτάτου τῆς 


{ ὑπὸ τὴν συνθήιων (1). Άπομενει θεθαίως ὁ Ἐδεγκος τοῦ ἐὰν ἕν ὧς ἄνω εὗρε- 
ὃὲν σημεῖον εἶναι ἡ Όχι ὂεσις τοπιιοῦ ἁμροπτώτου ιμαὶ εἰς ματαφατιαἡν περὶ- 
πτωσιν ποῖον τὸ εἶδος τοῦ ἄικροτατου. 

Ἐπειόη εἰς τὰς ἐφαρμογάς συνἠθως παφουσιάδονται αἱ περιπτώσεις (453,52), 


υ ͵ υ ῃ ο έ ο. 
(α-3,Ρ-1) ἀναφέρομεν ματωτερα), ἄνευ ἀποδειξεως, ὁὺο σχετιμάς προτάσεις αἱ ὁ- 


ο θρς δο 


ου 


. 3 . ' . α . . - . - κ . - “ 
ποῖαι ὁϊΐόουν ἱαανὰς συνθηµας ἵνα µία Δύσις τοῦ συστήµατος (2) εἶναι θεσις αροτα- 
τσυ τὴς 2. 


. , , ε . ω« 3 
Πρότασις Ὑ- 4-{. Ἐσιωσαν η πραχµατιαὰη συνάρτησις ύ(χ,η,2) ὠρισμεντπ εἰς ἓν ἆνοι- 


υτὸν ὑποσύνολον / τοῦ Ε΄ µὲ µεριαὰς παραμώγους συνεχεῖς ἐπὶ τοῦ Ὁ ιιαὶ αἱ συνὸΏ: 
κα. Φ, ία υ,7.)Ξ0, φ, (χι 2) Ξ ο (σ) 


θεωρούμεν τὴν συνάρτησιν: Είαυ,Σ,λι,λι)- 4 (αντ) { λιφι (α,ν,ὔ) «λιφι(αι,ζ). 
"Εστω : 


.. ον ξΕκς .. Φις 
η Εν δε φω Φιν ἵ 
ἂπ. {Εξ ν Ἐν. 4 Δι 


ϕ, α. Φιν Φι 0 0 


Φι, δν Ότα 0 9] 
μαι ἆ.38 (α. 3, λι,λι) Μία λύσις τοῦ συστήµατος Ει-ο͵Ε .«ΟΕΞΟ ΗΞΌ Ἠπο. 


ταν σος --- ” 


ποτε: 
ι) Ἐὰν ΔΣ0 ὁιά μίαν λύσιν τοῦ συοτΏµατος, τότε ἡ Λὺσις είναι δὲσις ἐλαχί- 


στου διὰ τὴν ὅ. ἳ 
[) Ἐαν Δς«Ο ὅδιά µίαν λὺσιν τοῦ συστήµατος, τότε ἡ Δύοις εἶναι θέσις µε χίστου 
δια τὴν {Γ. 


εν Ἐφαρμογη: Νἁ εὑρεθοῦν τά στιμεῖα τὴς ἁαμπυᾶης 
φαν 1) Ξ χζγ 720, 4 (χ,ἡ1)Ξχη-Ί1Ξ0 


.. - ῃ . ῃ Γ . » Γ 4 3 υ ' 
τὰ ὁποῖα ἀπέχσυν ἀπὸ τὴν ἀρχην (0,00) τὴν Εἀαχίστην Ώ μεγἰστην ἀπόστασιν., 


λύσιςσ: Πρέπει νὰ εὑρεθοῦν τὰ ἀμρότατα τὸ κα νν νσ ὑ τῆς {ίκυτ)- ανν 23, 
ὅταν Φ, (α,9/1)-0 υαὶ Φ (χυ,1)Ξ 0. 
Σχηματίξδοµεν τὴν βοποπτιιιήὴν συνάρτησιν΄ 
Ε(αιώτλιλι)παόνη ν 2), (χσν Ηστ) κ λι(χη-1). 
Πιδαναί θὲσεις ἀμροτάτων τῆς { εἶναι αἱ ἀύσεις τοῦ συστήµατος: 
κοκ Π.Ε -οιπςο 
Τό σύστηµα αὐτὸ δεχειαι τὰς μάτωδι λύσεις: 
ο) αξιυθι  ζ--α, λξ{, λιΞξ- 4 
ϐ) χκξ-ι υ--!, 54 λ:- {, 1-1. 
θά Εξετάσωµεν τώρα τὸ πρόσηµον τῆς ὁριδούσως Δ, ἡ ὁποία ἀναφέρεται εἰς τν 


ἀνωτέρω προτασιν διά μάθε λύσιν. 
Διά τῶν λὺσιν α) εἶναι: ΔΞ24720 μαὶ συνετῶς τὸ σημεῖον (143) εἶναι δέσιςτο- 


πικοῦ Εαχίστου. Τὸ τοπιιὸν ἔλώχιοτον τλς { εἶναι 3 μαὶ τῆς νά κ 2 εἶναι ν». 


Ὁμοίιως ἐργαξςόµενοι εὑρίσιιομεν ὅτι μαὶ εἰς τὴν δευτέραν λύσιν ἡ συνάρτησις πα- 


οουσιάδει τοπι αὸν ἐλάκχιστον : Σ (1-11) 5-38 


Προτασις Ἡ- 4-2. Ἔσιωσαν ἡ πραχματιικὴ συνάρτησις {(αη 2) ὡριαμένη εἰς. 


ν Π ι ͵ 3 3 ' ι « ας .. -- 
ἓν ἄνοιμτον ὑποσύνολον 0 τὰς ΚΚ μὲ µεριιάς παραγώγου» συνεχεὶς ἐπί τοῦ Γ) 


μαι ἠσυνοπωπ: Φ (αν, τ)- 0. 


"Εστωσαν αἱ ὁρίδουσαι:. 


η ζω Γι 4, | 
ν νι 
Δ ω. δε ον τν Φι Ε Ε 
η ;) ΔιΞ/ η ει Όε 
. 


Φ ϐν 8ι ὃὂ 
μαί («ο,Μ,Το,λ.) µία λύοις τοῦ συστήµατος: Ε;θ, Ε0Ξ0Ο,Ε:Ξ0,5:-0.᾽ 
Γ) Ἐὰν δια μίαν λὺσιν τοῦ συστήµατος εἶναι: Δ. «ο, Δι «0, τὸτε Ἡ λύσις εἶναι δὲ- 
Ἱ σις ἐλαχίστου διὰ τὴν α. . 
ἵ) Ἐάν ια µἰαν ἀὖσιν τοῦ συστήµατος εἶναι: Δι,ς«Ο, Δι20, τότε ἡ λὺσις εἶναι δὲ - 
σι» µεχὶστου ὅιὰ τήν 4. 


Ἐφαρμογη: Ἠά εὑρεδοῦν τὰ τοπιμά ἀμρότατα τῆς συναρτήσεως: 
{αν ο)- αἳ η ντ], (Χι9,7)ΕΡΒ’, 
ὑπό τὴν συνὸδήατν Φ(α ἡ Ἱ)ΞατυκΖζν1Ξο0. 
Λὺσις: Α΄τρόπος. Σχηματίξδοµεν τὴν θοποητιικὴν αυνἀρτησιν: 
Ε(αω 2, λ)ς ανν ντ νλ(χ κ ε2»1}, 
ὅπου Λ προσδιοριστέος πραγµατιιός ἀριδμός ιαὶ δεωροῦμεν τὸ σύστημα: 
/ Ε3-ο Ει-ο, κο, ΕΞ 0, 
ῆτοι τὸ σύστημα : 1χ4Ξ0, 249150, 2751150, κΦ4γζ91Ξ ο. 
Τὸ σύστημα τοῦτο δέχεται τὴν µοναδιικτν λὺσιν: 
| απ τνυσ-ς να ξ,λ.ς 
Συνεπῶς τὸ σημεῖον (--τ, -τε, τς) εἶναι πιδανὸν δέσις τοπιιιοῦ ἀμροτάτου τᾶς ὁ. 
Πρός κμαθορισµον τοῦ ἂν τὸ ὡς ἄνω σημεῖον εἶναι θδὲσις ἀμροτάτου ικαὶ εἰς ια- 
ταφατιαῶν περἰπτωσιν πρὸς μαδορισµὀν τοῦ εἶδους τοῦ ἀμροτάτου δα ἐξετάσωώμεν 
τὰ πρὀσηµα τῶν ὁριδουσῶν Δ, καὶ Δ., αἱ ὁποῖαι ἀναφξρονται εἰς τὴν ἀνωτέρω πρὸ- 
τασιν -ᾱ4-λ. .. 


Εὐιόδως ὅμως εὑρίσμομεν: ΔιΞΊὸλκο Δ.ιΞ-4 «ο. 


Ἄρα τὸ σημεῖον (-ᾱ,-πι,- Έ) εἶναι Όέσις τοπικοῖ, Ελαχίστου. 


«Ἡ ἀπάντησις ὀύναταινὰ δοῦΏ μαι μὲ ἔφαρμοχη τοῦ ὁρισμοῦ. Προστουτοις σχηματίΣομεν 


ι ͵ . α. 
την όιαφοραν : σα, (-τ,τ, τς) αὐμι)-ς παν ναἳ ο 
ὦ ψ α ου 7" χνυ 21 
«“ ' - νά . 4 
08εν : αχ νυν 7" -- ο «μμ Ξ-ς 
ἊἎρα : {αλ)-ό(-τ,-ς.-τ)Ξ0 
λ”., 3 ” 3 . 3 -- ’ 


ὅπλ. τὸ σωμεῖον (-σιττιτς εἶναι δέσις ΕΔαχίστου διὰ τὴν { ὑπό τὴν συνὸδηικπν: 
ανημ-ζς-4 
4] . 
πα Β΄ Τρόπος. Λόγω τὴς ἀοθείσης συνθήατς ἔχομεν : 
δα 1)Ξ-δ(1ν -κ-ν-')Ξ 1 1ῃ 2η 1χν 14 
ρμεῖ ὅθεν νἀ εὕρωμεν τὰ ποπιιιὰ ἁἀιρότατα τῆς συναρτήσεως;, 
αα9) 5 Ὢω 1 2χυν1χὴηννΊ 
Ἔχομεν: αχ 13, «--δ αυ. 1χνὰ. 
Τὸ σύστημα : 4-ο, ἄ,-Ὀ δεχεται τὴν µοναδιωήν Δἂνσιν: (α--ς, υ--ς) 


Ἐξ ἆλᾶου εὐαδάως εὑρίσιομεν- 


ΓΞ Ὃ ν «432»οΟ, ο-.ὁ Ξ- 1ε- τὰ Ξ 4- 
ο ον) ςγ.-5) 04.4) 
Ὅδεν: Δετί-ς5 ςε!ι2λ0. 


ἸΕπεόω Δ720 μαὶ Γ- 93055. 430, συμφώνως πρὸς τὴν προτασιν Ἡ -ἰ--2 
(θλέπε σελ.!09), ἡ αυνάρτησις Φ(χ,4) παρουσιᾶδει τοπιιόν ελάχιστον εἰς τὴν δὲ- 
σιν (--ξ, -ς) ααὶ αατὰ συνέπειαν Ἡ 4 παρουσιάδει τοπιμὀν ελάχιστον εἰς τὴν θὲσιν 
(-ς νσς» --ς) ὑπὸ τὴν συνθηκΏν: ΧνἠνΖ«1Ξ0, εἶναι δε: 

όν (πι το 5) πο ει 
55. ΑΠΟΛΥΤΑ ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΜΙΑΣ ΣΥΜΑΡΙΗΣΕΩΙ ΠΟΛΛΩΗ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΠΗ 


Ὁριομός Ὑ- 5-{. Ἡ πραγµκατ!κ συναρτησις δ(αιαι,... Χχς) ὡρισμεντι εἰς ἕν ὑπο- 


σύνοᾶον ἰ) τοῦ Εὶ δἀ Δέγωμεν ὃτι ἔχει ἓν ἀπόᾶυτον µέγιστον (άντ. ἀποᾶυτον ἕ- 


Δάχιστον) ἐπί τοῦ συνόᾶου Ὁ, ἐάν ὑπάραη ἕνα σημεῖον Χο- (Ε,ξ.,...,ξς) τοῦ 
τοιοῦτον, ὥστε διά τιάθε κ-(χ.κ.,... χε) εὖ νά ἔχωμεν: {(α) ςό(α.) (νι ὁα)λά(9). 

Τὰ ἀπόλυτα µέριστα μαὶ Ελάχιστα ὀνομὰ δονται, μὲ μοινόν ὄνομα, ἀπόβυτα ἄκροταπα. 

προφανῶς ἓν ἀπόβυτον ἀιαρότατον εἶναι συγκρονως ιμαί ἕνα τοπιµον ἀαρότατον 
(σχετιιόν ἀιρότατον). Ἡ διαφορα μεταξύ ἑνός ἀπολύτου ἁιροτάτου μαὶ ἑνός τοπι- ᾿ 
ασῦ ἀμροτάτου μιᾶς συναρτήσεως εἶναι ὅτι τὸ μὲν ἀπόῄυτον ἀιιρότατον εἶναι μία 
ἰδιότης την ὁποίαν παρουσιάξει (πιθανόν) ἡ συνάρτησις ἀναφερομένη αὖτη (ἡ 
ἰδιότης) ἐς ὁλοιιδήρου Ἰοῦ πεδίου ὁριομοῦ τῆς συναρτύσεως, ἐνῶ τό τοπιμόν ᾱ- 
αρότατον εἶναι µία ἰδιότος τῆς συναρτύσεως ἀναφερομὲένη εἰς µίαν περιοχην ἑνός 
σημείου τοῦ πεόἰου ὁριομοῦ τως. 

Ἀναφοριμῶς μὲ τὰ αποἆνια ἀνκρότατα ὁιατυπσῦμεν αασδῶς, ἄνευ ἀποδείξεως, 


την πἁπωδι προτασιν. 


κ. ς , 4 . η { 
Προτασι5 τ- 5-4 Ἐν π πραγµατιμΏ συναρτπσις ἆ εσας εἶναι συνεχτις επι 
ς « τ ͵ α 4 ͵ ι 1ι 5, } . ο. ὧ 
ενός» συμπαγούς συνοᾷου τοῦ Ε΄ ποτε ὦ ἆ Έχει εν απο ΆΊυτον µέεγριστον μαὶ εν 
͵ ώ” ῃ } . - . . 
ἀπόλυτον ἐλάχιοτον Επὶ τοῦ Ὁ. (8λ. σχετικώς Ίομος Α'6ελ.4!5). 
Δὲν δά ἀσκοληθῶμεν ἐωτενέστερον μέ τὸ ὃεμα τοῦτο, Παραπέµποµεν τὸν ἀναγνω- 


στων εἰς τὸ θιθᾶἰον {ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΑΜΑΛΥΣΕΩΣ, τεῦκχος Γ΄ τοῦ Δ.Α. κληπου) 


“ | ο , ὃ -- ’ λ « ώ η : 
Ἓφαρμογη: μά εὑρεδοῦν, ἂν ὑπάρχουν τὰ ἀπόλυτα αἀρότατα τὼς συναρτησεὼς: 


Είιν,τ)-κὴτ, ὁριδομένης ἔπὶ τοῦ συνοΆου ξ {αντε ΡΕ): αν ψς{ αχενντςοὶς Εὸ 


Λὖσις: Τό σύνοβον Ὁ εἶναι συμπαγές, ὅθεν, κατὰ τὴν ἀνωτερω τιρότασιν, ὑπάρχουν 
ἀπόλυτα ἀμρότατα τῆς συνεχοὺς συναρτήσεως ὁ. Πρὸς τοῦτοις ἀριεῖ να εὔρωμεν 
τὰ ἀωάρότατα τὴς συναρτήσεως: ὁ(χιη,2})ς πιΖ 
ὑπό τήν συνθήατν τὠν ααδοριζοµένων ὑπό τών: 

Φ (αν 2) αεἡ 150, Φα. ἡ1)Ξχννν2- 0. 
Ἐνταῦδα ἔχομεν 4-3, ΡΞ3, ὅτε ἐρμαξόμεδα ἀναλόψως πρός τὺν ἐφαρμορην τῆΣ προ- 


τάσεως  --4-. 


Ε(Χι τὰ, λι) ΞἘπυσνελι (κκ η - 1) κ λι(αννν ζ) 


θέτοµεν: 
ααὶ δεωροῦμεν τὸ σύὑσιμα; ΕΞ, ςΞο πΞο δν» ο, Ξ 0. 
τοῦτο εἶναι ἰισοόυναµον πρόὀς τά ιιάτωθι αυσιώµατα: 
η -κςξο 7-2λ,5 0 
υ7τ1λ/Χγλ,Ξ0 μ79 Άλι χηλ.Ξ0 
) α) { χυκλ.-ο : ϐ)ὁ αλλ. Ξο 
απ ῑν ἡ)-150 αν -15-0 
χο -τΞ-0 χε 25 0. 


Αἱ ἀὖσεις τοῦ πρὠτου συστΏµατος εἶναι : 


..-ᾱ 
οποιο μπω , 
να 
μυ 


Αἱ ἀὺσεις τοῦ δεύτερου συστηµατος εἶναι: 
νδ(ηνξ) "(ην Ε) νδ } νς .- 
τας ἕς. ο νε. λιττ- 


6 μμ εως δὸ 
νἩ (4 νξ νδ(ηνς ν5 νΣ 
ο ας ἀιἙν λνπτς- 


«νβδανν), , νἳδ(-νξ) αν }λ. ο ους 
σος ο ο κ 


4 νξ) - πο τω σ-- 5 λ ο”. λι-- 
6 6 ἡ 82" 6 3 


Αἱ ἀντίστοιχοι τιµαἰὶ τῆς ἡ εἶναι" 
να ΜΦ 
Ε(3 3 νε) --ᾱ - ,} (3 -Ἕννα), 


(ανν) νδ(-ηνξ) 5) - 
6 ; 6 34” ο 
1ο τεναν ο νδ(.νβ) νι. ν 

6 : ς ὁ 5” 3 


νς(ν) νδ(1-ν5) «ον ον 
ἑ(πευ πο κ ο α- 


ο. 


Εἶναι τώρα εὔμολον νὰ συμτιερὰνωμεν ὅτι το ἀπόλυτον Ελάχιοτον τῆς 4 εἶναι ἡ τιµΏ 
ες ο -νβ}, τὸ δὲ ἀπόλυτον Κέγιστον 3 τιμη: πας (-ᾶ Χ-- ντ). 


{. 


ο 


Συμπληρώματα μαΐ Ώσιῆσεις 


ῃ . -- τ μ : Π ἤ - Π , 
Να ευρεθοῦν τὰ τοπιµα μέγιστα ιιαὶ ἐλάχιστα τῶν μάτωδι συναρτΏσεων΄’ 


α). (αν) - αν οχ-μ]-4μ 93 

ϐ). ξίαιν) 5 α)νυ)-Δχ- 1420 

γ. {αφ - αὖνςν-ὲ- 

δ. {αν) -υνΏησεχντν δια χ»-{ μαὶ ν»-4 
ε), {αν) 5 αρα -οχ μυ" 

σι). έν) - (ανν -9). οἳ ον) 

5). {ν) - α-ψ»ζοᾳ νά κ ν5ιοξεφ,κ 20 

η), {αν) - πμχπμηηα(χκεν)͵ (κ) ε[οπ]κ[οπ]. 


ῃ ᾳ ͵ , ᾽ - ἤ - 

δείξατε Οτι ἡ συνάρττσις ό (αιν)Ξ (αἲ» ψ’) - δα (αἲ εν") 1" μὲ πεδίον ὁρισμοῦ τὸν κῶ- 
νυν « β ε ἤ . ῃ . ῃ αν ὧμ Π 

ρον Κ ἔχει ἐν . ελάχιστον ἐπὶ ειἁστης εὐθείας όιερχοµενης διὰ τῶς ἀρχῆς, ὁὲν ἔχει 


ω ω 4 - ' ω ͵ 
Ομως ἕνα εἀάχιστον εἰς την αρχήν. 


Κιθώτιον σχΏματιος ὀρδομωνίου παρα ἀβτιάεπιπέδου ἀνοιωτόν πρὸς τὰ ἄνω Έχει ὄγ- 
η ᾱ- , Π - « ͵ ο. Π ' 
μον 33 ἀπὶ Ποῖαι πρέπει νὰ εἶναι αἱ διαστάσεις τοῦ ὥστε ἡ ὁλιαή του Επιφάνεια 


να εἶναι ξΔαχίστη; 


. { . ῃ ῃ Π 8 / ῳ ς ͵ 
Νὰ υποΔοφισθοῦν αἱ σταθεραἰ α και ϐ εἰς τροπον ὥστε τι συναρτησις: 


{(α)- κ {ημκ- (αχ) θα) «κ 


νὰ γίνεται εἀαχίστῃ 


(πο. ᾿Επιὰύσατε τὸ σύστημα : κο. Ξ ο, ορ -- 06 μ1τλ) 


Ἰὁ ἄθροισμα τριῶν ἀριδμῶν εἶναι 3. Μὰ εὑρεδοῦν οἳ ἀριὸμοί εάν τὸ χινόμενόν των 


εἶναι ελἁ χιστον. 


Δείξατε ὅτι: ὁ ὄχγμος τοῦ µεγίσιου ὀρδομανίσυ παραᾶληδεπιπέδου τὸ ὁποῖον Φύνα- 


ο. - ν. ο.) ͵ Σ . - 
ται να Εγγραφη εἰς το εἠδειψοειδες -ᾱ- ἒς μας -{ εἶναι σαχ 


[ο 


σδ) 


Δείξατε ὅτι ἡ συνάρτησις {(χ,ν,τ)- ανυχ (1-κ-η-2) ἔχει ἕνα οχετιιιόν (τοπιωόν) µί-- 


γιστον εἰς τὸ σημεῖον (39, Ἡν, 9). 


ᾷ 
ἵα εὑρεὂη, Π Ἐλοχιστη ἀποστασις τῶν εὐθειῶν: (Εν)! 5 μα. ΜΗ (Ε1): ξ-- τπτ .5 ι 


Εὕρατε ἩἩ ὀμρόιωτα τῶν συναρύισ εων: ο) {(αν,)- αν εσ”-2χ-Ί. ϐ) δα) κ Δχ- 129 


Ἱ ͵ , κ 5 Π . ω . : ἵ 5ςἌ ' 
ὑποήδνίσατιε τὰ ἀμρότατα τῶν υπἁτωδι συναρτήσεων, αἴτινες ὀρίδονται ύτπο ἕα- 


σττς τῶν ἀμολσυθων Ἐξισώσεων: 


α) {ίαν) πχ) χηΞο ϐ) (αυ) ταν λυ- λυχ'-0 
|) ήσαν)” ος 9 ο ο 
ε) {αφ τς ἂς τος τς -450 σι) ἑίατ)- σχ" δη σαν 2χτν4)τ- 150 


(Μία λύσις τὴς ἐξισώσεω» εἶναι ἡ (Χ. Ψ»,ζ9)5(4,-35,1)). 


Εὔρετε τὴν ἐὰαχίστην ἀπόστασιν ἀπό τὴν ἀρχὴν μέχρι τῆς ὑπερθοδῆς: 
χγδχυν1υ-02025,25-0 
Νά ευρεδήΏ τὸ ἐάαχιστον τῆς συναρτήσεως {(χιν)5 “αν πμ αἲ (χςνυ). 
Εὔρετε τὰ ἀιρότατα τῆς συναριἠσεως: {(α,ύ,1)- ανν 2), (κ,υ,1) εξ 
ὑπό την συνδἠιαπν τήν ικαδοριδομέντν ὑπό τῶν: 
Φ(αἡ1)χευ-250, 4 αμ) σνἩ. «Ξ -1Ξο 
’ . 5 25 ι 
Εὕρετε τὰ ἀωρότατα τῆς συναρτήσεως (χι ἡ,1) που 2, ὑπό τὴν συνθἠωτιν: 


αχνθυν 2 ᾖ. 
Ὁμοίως τής συναριήσεως 4 (κι) 5η, ὑπό την συνὸηωην : φ(α) «χε ἡ «150. 


Ὁμοίως τῆς συναρτήσεως ϐ(χ,ὴ,1)Ξχυ2 ὑπὸ τὸν συνὸπιατν :Φία; 3)-αϕι(ηνκ).η-ο. 


ΕἘνν φία)- ΚΟ, φ(α)Φο μαι οἳ χω, ἱνανοποιοῦν τὴν σχὲσιν: φ(α) -ϕ(ν) :ϕ(5)- κ”, δεὶ- 


ιν ς [ι ) [4 - 
Έατε ὅτι ἡ ουνάφρττισις ὁ(α)-ό(ν) «4 (2) ἔχει ἕνα µεγιστον ὅταν εἶναι χ-ι-σ-α ὑ- 


πό τον ὅρον νά εἶναι ὁ(α). ας- ση 28 


(5) Ὁμοίως τῆς συναρτήσεως: ὁ (χι) - ατα χυς5υ ὑπό τὴν συνθῄἠατν: 


1. 


φίχυ)- κιν κυ- 4Ξ0. 
(έπόό. θέσατε κ-2 αυν{, νΞημῖ, ΟΞ5ἐ«2Π ιαὶ ἀμολούδως εὗρετε τὰ τοπικα ἀιρὸ- 
τατα τῆς ουνόξετου συναρτήἠοεως: 


4(4)5 4 (Ἰουνῖ,ημῖ)Ξ 4 συν ἐγδημ’ἐ- ημεσυνῖε, ο {5 2π). 


Εύὗρετε τὰ ἀμρότατα τῆς συναρτησεως {(χι9)- ση. ἐπὶ τῆς περιφερείας μὲ εξἰ- 


σώσιν. ανν 54. 


ι . 3 . 3 , . ι ι ι ς { Π ῃ ῃ 
Εὔρετε τὰ ἀπόδυτα ἀμρότατα τῆς (Χιυ,τ)Ξ χὶνυ" 2" υπὀ τὴν συνθήτιν τὴν µα- 


δοριξοµένΏην ὑπό τών: φΦ αν,2)-χννν2-0, Φ (αυτ) χν4υ 4 (7'-1)50. 


Εὗρετε τὰ ἀπόλυτα ἁμροτατα τῆς συναρτήσεως:. ὁ (χ,η,τ)ς κ νυν τ)--1χ-4 


ὑπό τὴν συνδῄιπν «φ(χι,1) Ξπὶν ἡ «27-25 0. 


Μά εὗρεδη σημεῖον τοῦ Επιπέδου ἔ- χευ τοιοῦτον ὥστε τὸ ἄθροισμα τῶν τετραχὠνων 
τῶν ἀποστὰσεων αὐτοῦ ἀπό τὰ σημεῖα Α(:{/{) μαι Β(-2-2 -λλνά εἶναι Ἐδάλιστον, 
Ἔστω ὅτι ἡ θερµουρασίἰα εἰς αάθε σημεῖον (α,υ, 2) τῶς σφαἰρας: χ’νι)εε”-{ εἶναι ἡ 
τιµή τΏςσυναρτπσεως { μὲ τυπον: ὁ(χιἡ,1)- κ- 1-19. 

Νἁ Εξετασὸτι ἔὰν ὑπάρχουν ἐπὶ τῆς σφαϊρας πηγαί δερµότητος ααὶ ἀμολουθως 
να εὑρεδΏ ἡ δερµοµρασία εἰς αὐτάς. 

Ὑπὸδ. Αἱ πηγαὶ δερµόππιος εἶναι αἱ Όΐέσεις ἀιφοτάτων Ἰῆς συναρτήσεως: 


ο 
ξ(αιυἙ)- χκ-ουν2ὲ, οταν πνή νδ-ΊοΟ, 


Μὰ εὑρεδοῦν τὰ ἀμρότατα τῆς συναρτΏσεως: Φ(χ,ύ,2)Ξ- χέοφ κ Ἡ- (οφ υ» το 


ς ͵ ᾽ ᾽ 
υπο των συνόηµτν: κγήγα-α͵, 40. 


͵ ς - { Γ ͵ - ͵ 
Να ευρεθοῦν τα σχετικα αµροτατα τῃς συναρτησεως' 


3 . . 
ὀσ) παν (α2ο9,920,4290). 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ντ 
ΠΕΡΙ ΤΩΝ ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΥΣΩΝ 


6ἱ. ΑΝΩΜΑΛΑ ΣΗΜΕΙΑ ΜΙΑΣ ΕΠΙΠΕΔΟΥ ΚΑΜΠΥΛΗΣ 


κ. ο ! ας [ υ ι ' « 
"Έστω η Εξισωσις μιᾶς τιαμπυᾷης ὑπὸ πεπὀεμμενων µορφτν Είκ,ν)-Ο. Ἕνα 
ο ο ς μα « αν ο ο! { - α 

σημεῖον της Ἱ1αμπυθης παᾶεἴται ομαβον, εὰν εἰςΣ αὖτο το στιµείον εἶναι Εσου) ο. 

υ] Μ { ος { . μα ἤ . 2 { ' ' . 
Εἰς των περισχΏν τοῦ σηµεὶου αὐτοῦ δυνᾶμεθα να Επιυσωµεν των Εξισωσιν ααι 
} 2 ε ι η ἳ ὁ [ ͵ -. -- π ῃ 
νά Επιτυχωµεν μιαν µοναδιἁάτν ὁίαφορισιμον λὺσιν τῆς μορφῆς η 5ό(κ). Ἔπίι 
! ς Π -. 3 / ὼ ' ' . -- 

πᾶεον Τι αδίσιςτηΏς εφαπτομενης τὴς ἁμαμτυβης εἰς το θεώρηθεν σημεἰον 
- - ι { - : -- 
εἶναι ώστε »(61 σχετικώς Κεφ. Ἱπ, ἃ 0) Ἀναθόγως το σημεῖον ὃα κα /λῆται 
{ 
ὅμαλον ἐὰν Εε (κ, 9) 4 0, 
Καλοῦμεν ἀνκωμαᾶα ἢ ἐδιάδονζα σημεῖα τῆς πα μπυᾶης αὐτα δια τὰ ὁποῖα ἰιανοποιοῦνται 
συγκρονως αἱ ἐξισώσεις: 
ἓ(κ,φ)Ξ-ο, Εν (κΝ)Ξ0 () 
Εὐς ἕνα ἀνώμαᾶον σημεῖον ὁεν ὀυνάμεδα, εν γένει͵νἁ ὑποᾶοχίσωμεν τὴν μᾶϊσιν 
’ Εος -- ιά . | 
υςττς τῆς εφαπτοµενης. 
Ένας σπουόαϊῖος τυπος ἀνωμαλου σημείου εἶναι το ἆεγομενον πο βαπᾖοῦν ση- 
- , , - .. - : 6 π ͵ [ 
μεῖον τὶ Ἡωόμθος, ὁπ], τὸ σημεῖον Φιὰ τοῦ οποίου ὀιξρχονται ὁὺο Ὥ περισσοτεροι 
μλάδοι τῆς κπαμπυῦτις, Πχ. Το σημεῖον (0,0) εἶναι πολΔαπᾶοῦν σημεῖον τοῦ Λημνί- 
α . « ͵ 
σµου (αζ κ") --2α” (χ)-υ")ς 0Ο (6λ.Σχ.Ί ἔπονιενηις σελιόος). 
"]να Έχωμεν ἕνα πολλαπ/Λοῦν στμεῖον, αἱ συνθήµαι Ε.-θ, ξαΞ0ο εἶναι ἂναγικαῖαι 
᾿ ϱ υ , 1 ᾗ ι -- ! τ Π Ἰ Π ω κ. , 

: ἀλβα αὐτὸ δὲν σρμιαένει ὁνε εἶναι ωοῦ Γιαναί διὰ την Όπαρξιν ποδῆαπλοῦ σηµειου, 
Π.χ. Ἂν δεωρΏσωμεν τῶν ἁαμπύᾶην υ- κο, Δια το σημεῖον (90) Έχομεν Ειςδω50. 
πο . [ / “ ο. 1 « 

Ἡ Εξίσωσις τς μαμπύῇῆτς γράφεται υ-κὸ Παρατηροῦμεν ὅτι: (-χκὺ.- κ. ο9εν 

ο / ς Π Ξ - ᾽ - 

αὗττι εἶναι συµµετριµη ὡς πρός τὸν ἄξονα τῶν 9. Εἶναι δὲ υΞ 3 κ συνεπώς 

5 { { αν - - π , ῃ - . ͵ 
π ιαμπὺᾶπ ἐφάπτεται τοῦ ἄξονος τῶν πε εἰς τὸν ἀρχὴν τῶν ἀξόνων. Η ὄευτε- 
. - . ο , », αν ./ . ᾗ ο. 

ρα παράρωρος εἰς τῶν θὲσιν (0,0) γίνεται ἄπειρος. Όθεν αν και µηόενιΣωνται αι 
- κ / « υ [ ͵ : π ͵ : ο ὦ - 
πρὠται µεριααί παραγώγοι εἰ» τῶν ἀραὴν ἓν τούτοις εἰς τῶν Περιοχτιν αὐτοῦ του 


σημείου ἡ ιαμπύβη εἶναι ὅμα Άτι τιαὶ ἔχει Έναν αλὰδον, 


Ἓνα ἀᾖλο παράδειγµα εἶναι ἡ παμπύᾶτι, ὃτις ἔχει εξίσωσιν (υ-χ)-0. Αὐτπ 
εἶναι εὐθεία γραμμµὴ διερκομὲνη διά της αρκχΏς (ὁικοτόμος τδ γων. 0χι). Παρα- 
τηροῦμεν διὰ τὸ στιμεῖον (0.0) ὅτι εἶναι: Ε. Ξ ξι- Ο, ὅπου Ε(κιυ)5(η-κ)” Ἆποι ἄν 
μαὶ μτιδενὶδωνται αἱ Ες, Εν εἰς τὸ σημεῖον (0,0) ἓν τοὺτοις ἢ ἁαμπιυᾶτ εἶναι 


ς 4 9 Ν ως , - 
οµαδη εἰς τὴν περιοχἠὴν τοῦ σημείου αὐτοῦ. 


. 
αό; 
ο χ 
ληιμνίσμος 
(Δύο ἐφαπτόμεναι διά τοῦ 0) ( Μία εφατιτοµένι διά τοῦ 0) 
Σχ. Ζχ 2 


Ἑν αβὰ ͵ ” . . α . ᾶ υ ΄ . 4 κά 
ας αθάος τύπος ἀνωμἀάαθων σημείων εἶναι αι ἄξμομεναι ειόρυφαι͵, Καὶ εἰς αυ- 
τὰ τὰ σωµεῖα ἄμοφοτεραι αἱ µεριµαι παραγμωροι Ε, Ει µηδενίδονται. 
ϱ ϱ ϱ α, Ἡ 
͵ ᾿ [ η α . « Ὑ 4 . 
"ἒνα καραιττριοτιιὀν παραδεινµα εἶναι π ικαμπυᾷτι,ηιις ἔχει ἐξίσωσιν 
3: κ. . η . -- , 
υἱ-κὶξο η υσχ (61. Σε 2). Παρατηροῦμεν,οτι τὸ σημεῖον (0,0) είναι µία κο- 
. ος ΄ . [ ἃ .., ΄ 4 ἑ . 2 
ϱωφη τὴς ἓν ἄορω καμπυβης, Ῥτις ἀποτεβεῖται απὀ δὺο αΔἁάδους, οἵτινες Έχουν 
ιοινὴν Ἐφαπτομενην (τὸν ο} εἰς τὸ σημεῖον Ο. Τὸ σηµείον τοῦτο μαβεῖται 
στικεῖον ἀναικαικφεως αν εἰόους, ὅταν αλαδοι τής . 
υαμπύδης μεϊνται ἑάατόρωδεν τῆς ἔφαπτομένης. Τὲ- 
λε ἡ τ- 
ᾷος ἄν θεώρήσωμεν τὼν Εξἰίσωσιν: 


(η - κὶ)- «ξ- ϱ - 


το σημεῖον (0,0) εἶναι ἀνώμαᾶον σηωμεῖον. σκ.3 
Π [ Ἴ . Π ε ς ώς 3 . . : ας 
Η γραμμη ἔχει ὁύο ἁΔἀάδους ν κὶ-- ν/χ: δια κ 0, οἱ ὁποῖοι εΦάπτονται τοῦ οκ 
εἰς τὸ σωμεῖον 0 καὶ αεῖνται πρὀς τὸ αὐτὸ µέρος ὡς πρός τὸν ΟΧχ«(0λ.Σκ.3). Τὸ σημεῖον 


τω 5 -- . , ὁν ο. 
τοῦτο ιμαβεῖται σημεῖον ἄναικαμψεως β: εἰδους. 


χ η] 3 , .. “ - υ , { . ῃ 1 μ 
χµόπ ἂς Σξετάσωμµεν τὸ ἄνω θεμα τῶν ανωμµάλων ὄπμείων ἁἁτως Εωτενςδ- 
στερον. Ἔσιω Ε{Χ,υ)Ξ0 ἡ ἐξίσωσις τῆς μαμτὺάᾷτης (1), ὅπου τὸ σημεῖον 
Μ(,υ) εἶναι ἀνώμαλον σημεῖον ταύτης, ὁπλ. Ε,Ξ Ἐῳ-Ο. Ἀναπτύσσομεν των 


Ε(α,υ) ἅατὰ Ἰαψέου εἰς τὴν περιοχήν τοῦ σωµείου Μ(κ,ν) αὶ Ἐχομεν: 
Ε(ΧΧΑΧ,ὐΥΔΙΗ)ΞΕ(Ν) ΕΕ Αχνἒν Δϕντ- (Εἰς Δ.χν1 ΕνΔχΧΔΗ χα δη’) Αν {() 


Ἐπειδὴ τὸ σημεῖον Μ(ΧΞΔΧ, 9 »Δν), Εξ ὑποθεσεως, κεῖται ἐπί τὴς μαμπύλτης μα 


ἐπειότ Ε(αν)Ξ Ες (αιή)Ξ Ει (α,ν9)Ξ0, ὁ τύπος (1) γράφεται: 


Εν λξων κε Εν 5) ο (3) 


Ἐὰν τὸ οημεῖον Μ΄--Μ, ὅτε ιαὶ Δκ, Δυ--- Ο μαὶ Λόψῳ τοῦ ὅτι ὃ Κ. περιξχει 
όρους τουλάχιστον εἰς την τριτην ὀύναμιν ὡς πρὀς Δα, ΔΗ, ὁ τύπος (2) µετὰ τήν 


Αῆψιν τῶν ὁρίων, ὀΐδει : 
Εν » 2. Ἐν .. Εν υ/ -ο (3) 


6 , [ [ ῃ ως ς ν : 
Ίνα Δοιτιόν εἰς το θεωρτιδέν ἀνώμαᾶον οσημεῖον Μ (χ͵,ὴ) ὑπάρχουν Εφαττόµεναι 
τῆς παμπυλδης, ἀρμεῖ νὰ ὑπάρχουν πραυμµατικαί ρἰδαι τῆς (3) ὡς πρός η. Πρός 
, λε ͵ ᾳ . ( Π ή 

τούτοις Έστω Τι ὪΟ πμαί ουτα) σιαμρινοµεν τας ἁώτωθι περιπτώσεις 

ι , . ς 1 [ [ κα ι Γι ο 
] Εάν η ὁιαἀφρίνουσα τῆς (3) ὅπλ. ή ο εἰ ξ 2ο, διά τοῦ σηµειου Μ (όιπᾶο Ἡ 
Ἴό0μθος) διερχονται δύο ἔφαπτομεναι, 9ιόιι ἔχομεν εὰ τὴς (3) ὁύο ὀιαφορετικάς 
τιµάς τοῦ υ΄ Ἐπειδή ἡ Ἐξίσωσις τῆς ἔφαπτομένΏς εἶναι: 


. Ὑ-ν 


ο πόσα ος 


ἀνιιικαδιστῶντες εἰς τῶν (35) ἀαμθάνομεν τεδιαῶς: 
(Χ-α) Εὖ αχ (Χ-κ).(ώ 0) Εν (1-9): ξω-ο (5) 


Ἡ (5) όΐδει τὰ δὺο 5εύρη τῶν Ἐφαπτομένων. 
Π.κ. Ὁ Λημνῖσιος (α εν") -1α"(κ--μ")-Οο Ὁ ἡ στροφοειόη5 (ννη)(αχ-λα) ναἲκ-ο 


σε ͵ - ε , Π , 3 ͵ 
Έχουν το σηµεῖον Μ (0,0) διπᾷο µε Φὺο διαφοφετιικᾶὰς Εεφαπτοµἒνας. 


ο Ν 


.- , κ ή --.. 3 να νο] ' 
π. "εάν Ἐν - Ες Εξ, Ξ9, τότε δὰ διἐρχωνται ὁιὰ τοῦ ὁιπᾷοῦ σηµεἰου ὁύο συμπὶ- 
πτσυοαι Σφαττόμεναι όπλ. οἱ ὁύο «κ Αἀάδοι τῆς μαμτιυᾶωης ἐφάπτονται ἀλλῆλων. 
΄ 
Εἶναι ἡ περίπτωσις τῶν γωνιαιμῶν σημείων. Εα τῆς (9) Δαμθάνομεν τότε: υ τν. 


Κων 
η .. [ - 2 , - 
Π ὁς Σξισώωσις τῆς Εφατιτομµδνης εἶναι: 


, ὉὙν ν κε’ . 
κας Ἡ Εν (Χ-α)ν Εν (Υ-ν)-ο (6) 


"ν 
ΠΠ. Εάν Ε.- Εν) Εν «Ο εἰς αὐτὴν τὴν περίπτωσιν δὲν Έχομεν πραγµατικἠν έφα- 
πτομµένην ιαὶ τὸ σημεῖον κα ἀεῖται τοτε μεμονωμένονυ σημεἴον, 
Π.χ. Ἔστω ἡ ααμπὺᾶπ (α”-αἳ) κ (μ- ϱ') - ανν β', Ἡτιμη αξυ- 0 ἱικανοποιεῖ τὴν ξ- 
Εἶσωσιν τῶς καμτύᾶης, ἀάδα πᾶσαι αἱ ἅλλαι τιµαί τῶν κ.ἠ αἱ ἀευμεναι Ἐντός τοῦ 
χωρίου |χ]ςαν., |υ|«« βν2 ιαδιστοῦν τὸ ἀριστερόν μέᾶος τῆς Ἐξισώσεως µι- 
ἁρότερον τοῦ δεξιοῦ, ἄρα τό σημµεῖον Μ (0,0) εἶναι µεµονώμµενον σοημεῖον τὴς 
υαμπυλτις. / 
Γ τέλος παφαΔείπομεν τὴν περἰπτωσιν ὁπου πᾶσαι αἱ µεριαί παράγωγοι όευ-]- 
τέρας Ἠ ααί ἀνωτέρας τάξεως μηδενἰσονται εἷς ἕνα σημεῖον. Η περίπτωσις 


{ αὕτω τῶν ἀνωμάδων σημείων χρΏδει περαιτέρω ΦιερευνΏσεως. υσάο 


Ἐφαρμορή: Νά διερευνπθοῦν τὰ ἀνώμαῖα σημεῖα τοῦ Απμνίσιου (αν υ") - 
-αἳ (χ"-υ") - ο. . 

Λύσις: θέτοµεν Ε(κ,ὐ)Ξ (αἲν υ’)-- αἲ (αἲ-υ). 

Εἶναι δε, Ε.- 4 (αλ νυ")κ- 1α’χ, Εις 4(αἳ ευ) ψνσαὶν . 

παρατωροῦμεν ὅτι τὸ σύστημα : ΕΞ0ΒΡοΟ, ἀληθεὺει διἁ «αΞώΞΟ ααί ὅτι ἡ τιμά. 
αὐτὴ δϊΐδει Ε(0,0)Ξ Ο. Ὅδεν τὸ σωμεῖον Μ{(0,0) εἶναι ἀνώμαᾶον σηωκ«εῖον τῆς 
μαμτιυᾷως. | 

Λαμθάνομµεν ἓν συνεχεία τὰς ὀευτέρας ταρανώφους τῆς Είκ,υ). 

Ἔχομεν ἕ, Ξοχ 4 -1α), ΕΞ θΧχΗ Εν 2η οκ κλα". 

Εἶναι δὲ Εν Εξ | 5- ο- (-1α"). (ωα”) - 4α:2 ο. 

(9) 


ρα τὸ Μ (0,0) εἶναι διτιΔὸ σωμεῖον τὴ» ἁαμπύᾶπς. 


Γ 


Αἱ ἔξισώσεις τῶν ἐφαπτομένων εἰς αὐτὸ εἶναι : 


Χ-(-24)ν2ΧΎ ΟΥ (2αἳἱ)-0  ἢ 
Υ - Χὶ - 


62. ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΥΣΑ ΜΙΑΣ ΟΙΚΟΓΕΜΕΙΑΣ ΕΠΙΠΕΔΩΝ ΓΡΑΜΜΩΗΒΗ. 


Ἄς θεωρηήσωµεν τὸν μονοπαραμετριιἠν οἰιογενειαν τῶν ἔπιτπέόων χραμικῶν 


Ε(αιν,ς)Ξξο, οτςοςο,. 


Ορισμός π-2-4{, ία Τρακκαὴ (γ) θά τιαθῆται περ!θάδουσα τὸς οἴτιο- 
Ζενείας τὸν νραμιι«ῶν Είαιυς)Ξο0, ξάν τάδε σημεῖον σῖς (γ) εἶναι σημεῖ- 


όν ἐπαφῆς αὐτὸς κ«έ τ(κάποια Ῥρακιμή τῆς οἰιιομενδίας εαὶ τιαάθε μραμμή τῇς 
οἰιιορενείας ἐφάπτεται τος (3) τουβάχιστον, εἰς ἓν σωιεῖον. 


ΠαραΦειμµα: Ἡ οἰιιονένειοι τῶν τκὐ- 
πλων (κ-ο) 5 ρ-ω-«ς «39ο ἔχει ὡς 
περιβά ᾖἂσυσαν τὰς εὐθείας ων -ρ (6λ. ΣΧ.) 


.) 


Εξίσωσις τῆς περιθαβᾶούστς. 


Ἔστω ἡ οιιοφξνεια τῶν παμπὺλων 
Είχιυς)Ξ0 {(ι), ὅτου ς παράμετρος. Σχ. 
“Ὑποθέτομεν ὅτι αὐτω ἡ οἴιιομένεια ἔχει μίαν περιθἀΛλουσα, τής ὁποίας ἡ ἔξίσωσις 
τίθεται ὑπό τήν μορφήν Β ζκ,η)-0. Ἔστω Μάαυν) ἕνα σημεῖον τῆς περιθαβλούσης. | 
Τοῦτο τὸ σημεῖον Ὁ’ ἀνήιαπι ἐπίσης εἰς µίαν ὠὡρισμένων μαμπὺᾶην τῆς οἴικοψε- 
νείας ((). 0θεν αντιστοιχεῖ εἰς αὐτὴν τὴν ιαμπὺήην µία ὠρισμέντη τιλΏ τη 
παραμέτρους, Επομένως δι μάθε, στιμεϊον(ακ) τςπεριθαλλούὺσης Έχομεν μαί μίαν ὠριομένπν 


! -. - . . - : -ῶ 2», 
τυκην τῆς 6, συνετιὼς τὸ ο ὀύναται νὰ Θεώρτιθη ὡς συναρτησις των (ας, ὴ}) Ὠτοι: 


ο- ο (κι). Ἆρα δια τιάντα τὰ σημµεῖα τῆς περιθαλδούσης θά ἔχωμεν: 
Γαυςαιν))- ο. ϐϱ) 


μ μ ι . ” Π , 
Ὑποδετομεν Οτι η συνάρττσις «(χ,1) εἶναι παραρωρίσιµος εἰς ἕνα ὡρισμένον 
διάστωµα μαί ῥιάφορος σταθερᾶς εἲς αὐτό. 
Π 5 . . ͵ κ) ; “ 
Ας ὑποβομίσωμεν τὸν συντεᾶεστὴν μα” υθννοκα της ἐφαπτομενης τῆςσπερι- 


θαᾶ Δούαγις τὴς διάομένης ὑπο τῆς (2) εἰς τὸ σημεῖον Μ (Χ,ὴ) αὐτῆς. Διὰ τοῦτο 


ἀρμεῖ νἁ εὕρωμεν τό μ΄ αὐτῆς. Πρός τούτοις παραγμωγίδοµεν τὴν (2) ὧς πρὀς αχ. 
μαὶ Ἀαμθάνομεν: 
’ ΄ , ΄ ΄ , 
ΓΕ Ην Ε [λος Ψ]- ο (3) . 
ὙἩ [ Ὑ , 2 ἅ [ - ] ὃ« εν, 
Ας θεωρήσωμεν Ὠόη τὴν ἀντίστοιχον ἁαμπύᾶην τῆς οίικοµενειας (1), ητις 
ὀιέρχεται διὰ τοῦ σημείου Μ(Χ,υ). Ἰαύτης ὁ συντελεστὴς ιιατευδύνσεως τῆς 


ἐφατιτομἔνγις της εἷς τὸ στμεῖον Μ (η) δά παρξεχεται ὑπο τοῦ τύπου: 
/ τ΄’ ο 
Επ ανα -ὲ ο (4) 


ἸΕδῶ τὸ ς εἶναι οταΘερον. 
Ἐπειδή ἡ περιθάλλουσα αι ἡ ἀντίστοιχος ααμπύζη Ἐφάττονται εἷς τὸ σημεῖ- 
!. ῃ Π ή , 1 Π [ι 
ον Μ (Χιυ) θὰ ὄχουν ιλοινὴν Εφαπτομένην ἁαί ὡς ἔι τοὐτου τὰ η΄ τὰ διδοµενα 
ὑτιὸ τῶν τύπων (3) ιαί (4) Θα τιρέπει να εἶναι ἴσα. Ίνα συµθαινΏ αὐτὸ Θά πρὲπει 
νὰ ἔχωμεν 
/ ΄ ; . 
Ε.[ατοιυ]-ο (5) 
ῃ ι Π µ ͵ -. ᾿ - ! : 
᾿Επειδή διὰ την περιθἀἂλουσαν ς πε οταθερᾶς 9ά εἶναι και ο,» ου 40.. 
τὰ σημεῖα Μ(χ,ὴ) τῆς περιθαᾶθοὺσπς5 ὀφειᾷουν νὰ ἐπαᾶβπθεύσυν ααὶ την 
» . / 
εξισωσιν - Εξ. ΞοΟ (6) 


αυ { ὅς ῃ - Π ἤ 3 ͵ ι ᾿ 
09εν, τα Μ{α,ν) τῆς περιθαΆλουσπς ΟφειΊουν να επαάηθευουν το συστη- 
µα πῶὼν εξισώσεων : 


Γία,ιυ,ς)Ξ ο 
ο Ε( ου, οἳ. 
Ὁς, 
᾿Εάν Ἑ(αχιν)Ξ-ο (8) εἶναι τὸ ἀποτεβεσμα τῆς ἀπαθειοῃς τὠς ς μεταξὺ τῶν 
ξξισώσεων (7), τότε τὰ σημεῖα τῷ» περιθα ἀΔούσης δὰ ἐπαᾶηθεύουν τὴν ἐ- ’ 


Σίσωσιν (8). 


(1) 


"Ἠτοι αἱ σχέσεις (7) ἀτοτελοῦν μίαν ἀνανιμαίαν συνθδήατην ὑπάρξεως πε- 


. ριθαἈ Δούστις. 
9 Έστω Ἠ οἴκομένεια τα". ια μπυᾶων Είαις)ΞΟ. θεωροῦμεν τό σύνολον 


ως ἤ Π [ ͵ -Ἡ 3 Π - ας . « 
εὖν σημείων, ἂν ὑπάρχουν τὰ ὁποῖα ἐπαἀτθδεύσυν συγχρονως τάςτρεῖς εξισώσεις; 


1 


ο ας μα ΘΕ(χινς) . 
Ε(ανς)Ξο0, ο ττλας Ξο, πω ο (9) 


τὰ ἀνωτέρω σηµεῖα ααλοῦνται ἀνώκιαβα Ώ ἰδιᾶδοντα σηκεῖα τὸς οἰικογενείας 
Ε(ίν,ς)Ξ-Οο ιαὶ εἶναι τὸ αὐνοᾶον τῶν ἀνωμάλων σημείων πάντων τῶν παμτὺ- 
Δών τῆς οἰιομενείας Είχιυο)ΞΟ. Εἰς αὐτὰ τὰ σηµεῖα ὅὲν δυνάμεδα νά ὁρίσωμεν τὴν ἕφαπτο- 
μέντιν τῆς μαμπυᾶτις τῆς οιμορενεία», διότι τὸ υ. Ἡ όεν ὁρίδεται ιιαίώς ἔια τούτου ὁὲαὐτά τὰ 
σημεῖα δὲν ὀυναμεθα να ὅμιλησωμεν περὶ ἐπαφης τῶν μαμπυλων. 

Ἐργαδομενοι ματὰ αμριθῶς ἀνάλοχον τρόπον ὅπως διὰ Ὁγν περιθάλλουσαν εὑρισιομεν ὅτιο γ.τ. 
τῶν ἰδιαξοντων σημείων τῆς (!) ἂα επαΆπὂευη Έξισωσιν τῶς μορφΏς (2) συνεπῶς υαὶ Έξισω- 
σιν τῶς μορφη» (3). Όδεν δοχω τῶν (9) ὃὲ ἐπαἈηθευη ανν Εξίσωσιν ΕΞ0.Ἠτοι ὃ γτ. τῶν ἰδιαδον- 
των σημείων δὰ ἐπαληδευη τὰς Εξισώσεις (7), ουνεπῶς μα την Κ{αιυ)- Ο. 

δεν, ἡ ἐξίσωσις Β {(κιὴ)-Ο πού προωύπτει ἔω τῆς ἀπαδοιφῆς τοῦ 6 μεταξύ 
τῶν Εξισώσεων (4) ὀρίδει, εἴτε τὴν περιθἀλλουσαν τῆς οἰιιογενείας (1), εἴτε τὸν 
γ.τ. τῶν ἰδιαδόνταν σημείων τῆς οἰιιοψενείας (1), εἴτε ἕναν συνόυασικον τῶν δύο 
ἀνωτέρω. 

ο Ἠόδη χγεννᾶται τὸ ξρώτηµα νά εὑρωμεν τὰς ἱμανάς συνὸι ας, αἱ ὁποῖαι πρέπει 
νὰ πληροῦνται ἵνα ἔχωμεν περιθἀλλουσαν. Έστωσαν α«Ξ χκ(ς),υΞ- ὐ (9) αἱ παραμᾶ- 
τριιαὶ Εξισώσεις τῆς ἁαμπυδης, ἥτις Φϊίάεται ὑπὸ τών ξξισώσεων (9). 


ας . Ν Π . 
Προφανώς 9ᾳ Εχωµεν χας ταυτοτητας: 


Ε(κ(ςο), υ(ο),ς)Ξο, [ («(ο)ιυ(9).«)- ο (ιο) 


Ἡ ὀευτερα τῶν (10) χράφεται;: 


Ε’ άκχ ε' αν ο (1) 
Ὑμ (49) πᾶπροῦται ἀτιὸ πάντα τὰ σημεῖα τῆς παμπυᾶως «κξκχ (9), Ὁξ η (ς). 
3 


άν ΕχΕ 4ο ααὶ (4) (3) -εο (4) 


.. ω - ζ , . ι α ’ ' ͵ 
εἰς ἕνα σημεῖον Μ («χ.ἠ),τότε ή περιθά/ᾖλουσα μαί Ώ ἀντίστοιχος υαμπύᾶπι 


ν 3 ” ͵ ͵ μα Π η ͵ 2 , μι ς Π - ν 
Έχουν εἰς αυτο το απημµεῖον ττν αυτην ἐφαπτομενηων, Ὠτις Ορίδεται πῶήρως. 09εν, 
ς ͵ ο Ὁ , Π - ΄ ν { οι , 

ἡ περιθαᾷλουσα ιαὶ ἡ ἀντίστοιχος παμπυβηω τῆς οικογενείας πτις διέρχεται 


, - - . 2 ' ῃ 
δι αὐτοῦ τοῦ σημείου, ἐφάπτονται ἀθἈηλων. 


Ἆρα, αἱ συνόθααι (7) ιιαὶ (12) εἶναι ἱιαναὶ διὰ τὴν ὕπαρξιν περιθαλἸούσης. 


Παραδείμμαια |’ Νά εὑρεδῆ Ἡ περιθαλλουσα τῆς οἰικογενείας τῶν εὐθειῶν: 
χσυνανγωηµα-ρ5Ξο (1), ὅπου α παρᾶμετφος. ς υ 
Λύσις: Παραγωγὶδοντες την δοθεῖσαν Εξὶ- 
σωσιν ὡς προς α Δἠαμθάνομεν: 
-πὭμα ωσυναΞξο (1) 

Διὰ νὰ ἀπαδβείψωμεν τὴν παρὰμετρον α πολ. 
Δαπᾷασιαδομεν τὴν (1) Ἐπί ηµα ααὶ τὴν (2) 
ἐπί συνα͵ υπαὶ προσθέτοµεν, ὅτε βαμάανομεν: 

ΧΞρσυνα (3) 
Δύ αντιιαταστάσεως εἷς τῶν 2) λαμθάνομεν: 
νΞρηµμα (4) 


Δύ ὑψώσεως τῶν (8) υαὶ (4) εἰς τὸ τετράμωνον εὑρίσμομεν: αἲνι- ϱἳ (5).Η (5) 


εἶναι Ἡ ἐξίσωσις τῆς περιθαᾶλούσης, ἥτις εἶναι περιφἑρεια πύμλου (6λ.Σχ. 1). 

025/. να εὑρεθῦ η περιθαᾷῆουσα τῆς οἰαορενείας τῶν ἀὐιλων. 

(κ- ας)" η -«Ξ0, ο παράμετρος 

Λύδις; Διαφορίδοντες ὥς πρός ο 
τον ὁοθεῖσαν Δαμθβάνομεν: 1χ-ὰς -0. 
Δια ἀντικαταστασεως τῶς τικῶς 

ασ εἰς την ξξίσωσιν τῆς οἵωο- 
Ῥενείας ἔχομεν τὴν Εξίσωοιν τῆς τε- 
ριθαβλούσης : η ἥτις εἶναι αἱ 
εὐθεῖαι: Ξ ος κ. (Σε). 
{ Ἡ ἀρκη τῶν ἀξόνων ξξαιρεῖται | 


͵ Ἡ - ο σι 2 « λκ. Σκ.2 
μαδοτι Εικεὶ ὁεν έχομεν ἐπαφὴν. 


ι - 3 -- ’ .. ' ο οὐ) 
85/ Νά εὑρεθδῆ ἡ περιθάήλουσα τῶν εὐθδειῶν ἐπὶ τῶν ὁποίων οἱ ἄξονες 


3 , [ε) - ͵ « ν ᾽ 
2χ,Οονἡ αποιόπτουν ἕνα µπιωος Ίσον προς την µοναφα. 


1 


Λὺσις: Εάν αξς εἶναι ἡ γωνία ἡ ΦειἀνυομένΏη 


ος ἡ π τ απ , ον ͵ ς |! 
εις το Σχ.Ί, τοτε αὗται αἱ εὐθεῖαι Φίόονται ὑπο 


ο ετας ----. ς ΕΜΗ Δ 
η5 ΕξΕισώσεως: να πας {) (διατι;) 


Δια ταραμωγἰσεως τῆς (1) ὧς πρός α λαμθάνομεν: 


Ὥμα. συνα - 
συνα ἅ ρα ο 5) 


Εα τῶν (1) αι (1) Δαμθάνομεν την Εξίσωσιν 


τῆς περιθαᾷΛλούστς ὑπὸ παραμετριικἠν μορφήὶν, Ἡ- 


τοι ππσυνλα, νΞπμ)α. Ἔι τῶν τεβευταίων ἐξισω- Σκ{ 


έων Δομθάνομεν: «νι σ-{. Αὕτη ὦ ααμπὺλη ὡς γνωστον, ααβεῖται ἀστεροειόής 


ανν . 35 κ. ' δν ͵ - 2 ' ' 
«4Σχ.2)ιικαί εἶναι επισης ἥ περιθάλλουσα τῆς οιιορενείας τῶν Ελλείψεων: 


Ἂν μα 
ιν, μ (- ου» | 
αν Σχ 3), 
ν 
ο ωὸ ρο-------- κ, 
χ 
σος 
Σκ.2 


Σχ 3 


Μο 


δή Νὰ εὑρεδῃ ἡ περιθἀ λάουσα τῆς οἰιομενείας τῶν ἡμι- αυθιμῶν παράθο- 
υν υἱ- (χκ-ςο)Ξ-ο, 


Λλύσις: Παραμωγὶξοντες πρὀὸςσς τὴν 
«είδαν ἀαμθάνομεν: 2(χ-ς)Ξ0 Ὦ κτς/ 


ἀ 4 μ ͵ - ο . 
ο ἀπλείφοντες Ὃν ς μεταξὺ τῶν δὺο ἆ: 


"ωτέρωῳ εξισώσεων εὑρίσιομεν: 


ο] να. 


γ.τ. τῶν µπ ὁμαλῶν σημείων 
υΞο κ 4, 


. .. αἱ - ς ὃ "ο - ο - ν 3 ’ 
0 αξων τῶν «κ είναι ὁ ιτ. τῶν «4 ὀικα λῶν σημµειων της ὀρθείσης οιι«ονεγειας. 


Πράγματι, ἐάν θέσωµεν Ε (χ,υις)Ξ )- (κ-ςὺ; ἀρμεῖ νὰ εύρωμεν διὰ τποῖα ση- 
μεῖα ἐπαβηθεύονται αἱ ἐξισώσεις : 2 
Ε(αινις)Ξο, ΕΞ ο, ΕΞο͵, Πητοι αἱ Εξισώσεις υ)-(χ-ς)-ο͵-2(κ-ς)Ξθ,3-0. Αἱ τρεῖς 
τεβευταῖαι Εξισώσεις δΐόουν τήν ἀαμπὺλτν ὑπὸ παραµετριατιν μορφην α-ς, υ-ο, 
όηλ. τόν ἀξονα τῶν κ. ασ 
' » ͵ αν ῃ ο τε ” Π α-- - πτ τς ο ω 
{.  Ἆρα δεν υπάρχει πςοιβάλλουσα τῶς ὁοθείσης οιασγχενείας πιαίὶ ο γ.τ τῶν µῃ οὁμαλῶν 
ῃ ! 


, ͵ ς 1 - | 
σημείων εἶναι ο 1ξων τῶν πχ. 


6ο/ Νὰ εὑρεδΏ Ἠ περιθάλλουσα υαὶ ὁ γ.τ. τῶν μὺ ὁμαβῶν σημείων τῆς οιαογενεί- 
ας (η-ς)- Ξ (κο) Ξ ο (1) 
Λύσις: Διά παραγμωγίσεως ὡς πρὸς ο των δοθεῖσαν ἀαμθάνομεν: 
-2(υ-ς) Ἄλίκ-ο) Ξ ο Ἡτ 
υ-ς- (α-ςο) Ξο (1) 
"μόνυ ἀπαδείφομεν την ο μεταξὺ τών (1) καὶ (1). Πρὸς τούτοις ἀντιιαδιστῶντες 
εἰ την (1) α-ο - (κ-ο)" ἀαμθάνομεν: 


(α-ο)”- Ξ (κ-ς)-ο ᾖἨἩ 


(κ-ο) [εκ-ς)- ὰ]-ο : (2). 
ἛἜα τῆς (3) Δαμθάνομεν τὰς Λύσεις. 


-- 


εἲκ ἤ εΞκ--ς (4) 


3 
ΔΙ ἀντιιαταστάσεως εἰς την (1) τῆς πρὠττς τῶν (4) εὑρισμομεν: 


υ-χ-(α- κ)Ξ- ο, Εξ ὃς υπχ (5) 


Δί ἀντιιαταστάσεως τῆς Φευτερας τῶν (4) εἰς τήν (Σ) Δαμθάνομεν: 


υ-χεξ - (χ-κκς) Ξ ο, εξ ἃς υσχ-α (6) 


ς. ᾿ υ . 4 
Οὕτω ἐπιτύχαμεν όνύο εὐθείας µ-κ, υσκ-ς . 


Ἡ πρώτη εὐδεῖα ὁ τ.τ. τών.µη ὁμαλών 
σηµεἰών αἱ ἡ ὄεντερα. ὰ περιθάλλουσα. 


τῆς οἰιοχενείας(6λ Σχ. !) 


69. ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΥΣΑ ΜΙΑΣ ΟΙΚΟΓΕΗΕΙΑΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΩΝ 


1. Περιθαλλουσα μονοπαραμετριιΏῆς οἰκοχενείας ἐπιφανειῶν: ἅ 
; Α5θεωρησωμεν μίαν µονοπαραμετριάην οὐιοχένειαν ἐπιφανειῶν ΡίαμἜς)- ο (1) 
'οπου ς παραμετρος µεταξαΏομένω εἰς τὸ διάστηµα Οι«ςοςο,. 
Ὀρισμος π-3-4. Θά δόρωμεν ὅτι µία ἐπιφάνεια Ἐ εἶναι περιδἀἈἄουσα τῆς οἱ- 
μογενείας (1), ἐὰν αὗτω ἐφάπτεται ἑυιάστης ἐπιφανείας τῆς οἰκογενείας 
(1) κατά µζμος μιᾶς ὁδοιῶθρου καμπύδης τκαί ξάν ἐπί πδέον οιὗταί αἱ 
παμπυβαι τῆς ἐπαφῆς σαημιστέδουν κκέαν κκονοπαραμετρ)ιιήν οἰικομένειαν 


, ε / ας 2 , ε ς ο, Π , , 
καμπυῦων ἐπί τὸς ἐπιφανείας Ε, αἱ ὁποῖαι καδύπτουν πᾷπρως των Ἑ. 


ν αν μας : - - ἃ α ες -- 
Παρα δειρµα :. θεωροῦμεν την οιμογενειαν τῶν σφαιρῶν «ευ τί Ξ-ο)--4, αι ὁποῖ- 
- 3: ἐ ι { . ἷ ! « - - 
αι ἔχουν ἀμτῖνα ἴση πρὀς τὴν µονὰδα μαὶ τῶν ὁποιων τὰ παέντρα μεῖνται Επί τοῦ 
χι ς - ' Π 3 4“ 
ἄξονος 03. Ἡ περιθάλΆουσα τοὐτὼν εἶναι ἡ πυβλινόριμΏ Επιφάνεια µε εξίσωσιν 
πλ υς 1. 
μη ; µ / κος -- 3 Π α - ῃ ὧν 
ποδειννύεται ὅτι: τά σημεῖα τῆς Επιφανεἰας͵ Ὠτις Εἶναι περιθάλλουσα τῆς 


8 -- ͵ ἤ 9 ͵ 
οἰαορενείας (1), ἐπαᾶηδευουν τὰς υἁτωθι Εξισώσεις : 


Εα,ς)-ο, τς) - ο (1) 


-Ῥβ]. ἀποδειξιν » Πρόπχειρες Σπμ.᾿Ανωτ. Μαὸ, Τόμος Ν.κριτιαοῦ σεᾖ.310 9474. 


ο μη 


ων 2 ν - - - 
"Ἔστω ο (α,2)ΞΟ (9) παριστᾶ τὸ ἀποτεβεσμα τῆς ἀπαδοιφῆς τῆςς µεταξύ τών 
ἐεισώσεων (2). Ἀποδειινύεται ὅτι,ἡ (8) θὰ παριστᾶ εἴτε τών πε (θα Άλουοαν τῆΣ 
ομομενείας (1), εἴτε τὸν κ. τ. τῶν ἂνωμάᾶων σημείων τῶν Ἐπιφανειῶν της Οἱνιοχε- 


νείας (1) ὁπλ. τῶν σημείων τῶν Ἐπιφανειῶν δια τὰ ὁποῖα Έχομεν ΕΞΟ υοι ΕΡΕ) «ΕΞ πο, 
εἴτε ἕναν συνδυασµον τῶν δύο ἀνωτέρω. 


Δια Ἔ«Ἑςς αἱ Ξεισώσεις Ε αιῳ5ιο)-ο,ς ορ ΞΟ (4) 9ὰ παριστοῦν µιαν 


µαμπυᾷτν(η) μειµένην Επί τῆς περιθαζλούσης Ε, αατὰ µβιιος τῆς ὁποίας θά Ἐφα- 
πτεται ἡ ἐπιφώνεια Ε(Χ,υ,3,69)Ξ9 τῆς οἰωογενείας (1). Ἡ γραμμη (Υ)) Ὁσᾶεῖται 
χαρακτηριστική γραμμή τῆς οἰκογενείας διὰ τῆν τιμήν Ἔπσο. 


Ἡ περιθάΆβουσα μιᾶς οἰκορενείας ὀύναται νὰ Θεωργθὴ ὡς ὁ Ὑ.τ. τῶν χαρακτη: 


ριστικὦν γραμμῶν ὅταν ἡ παράμετρος µεταθάλλεται εἰ ς τό. ὁιαστημα ο,σοτςς,. 


Ἐὰν δεωρήσωμεν τὸ σύστυμα τῶν μη Εξισώσεων : 


δα ο,«ς-α., τοῦτο ὁρίδει μίαν Ίραμμην μειμένηω ἐπί τῆς περιθαλλούσης, μαἱ 
ἡ ὁποία να ἀεῖται γραμμ ἀνακάμφψεως τῶς περιθαλλούσης, Φιότι ματα µῆνος 
αὐτῆς ἡ περιθάλλουσα ἀναφδιπαοῦται. 

Προφανώς αἱ (5) ὁρίξδουν μίαν χραμμην μειμένην ἐπὶ τῆς περιθαλλούστις, 
9 Ἄς δέσωώμεν: ΕΓ(χ 02,9) Γζο). 


:. "δη δεωροῦμεν δύο γειτονιάς χαραμτηριστιας: 


ο . 
Εζ9ο)- 0 ὃς Γζο”- 0 (6) | 
1και Ε(6ο-δς)-ο, ᾱ-- Ε(ςικδς)-ο σ) 
Ἀναπτυσσοντες τὰ πρῶτα μµεᾷτι τῶς χαραιτηριστιιΏς (7) τκατα Ίαμξογ -- 


Δὶς 409, Ίομος Α΄) µε Π- ἂς ἀαμθανομεν: | 
ὡς ιο» 
ἂς, ΘΕἜ Δς  Ε(ζὸ, όξ(ς ὅ εζς κ τοι 
Γ(ζο)ν-ης. δεν ορ δε ν-ο, ο) νδς, δε ο το 61 -μα 
Αἱ καραωτηριοτικαί (6) μα (7) διὰ Δςε--νΟ0 ἔχουν Ὠοινά τὰ σηυμεῖα τα πιᾶτι- { 
ροῦντα τὰς τρεῖς ἐξισώσεις 
ος Όξείζο. ο 9 Ε(ζο- ἳ 

Ε(ω- ο," ρε το, ες -ο 

Ὅδευ, ὃ ντ. πῶν Ἀνωτερως θυµειων ων, ,ααδώς τὸ 6 μεταθάλλεται, εἶναι πγραμμο ἀναιάμψεως. 


Παράδειγμα. 4’. κά Νά εὑρεδη ἡ ὁ περιθάΆλουσα τῆς οἰμορενείας τῶν ἐπιπέόων: 
Δς χ-βουνα-ο -ο {(1) . 

Λύσις: Ἡ παράγωφος τῆς δοθείσης ἐξισοώῴσεως ὡς πρὸς ς, εἶναι: 

Ν 
θεχ-λδυ-δς-ο (3) 
Άριιεῖ να ἀπαδείψωμεν την 5 µεταξύ τῶν (1) καὶ (2) Ὥ μεταξύ τοῦ ἶσο- 
-.. 

Ίεκ-υ-ς Ξο 

(3) 
ο χκ-αςυ»Σ-Ο 


ὀυννάμου ουστωµατος: 


τοῦτο μᾶς δίδει: 
μα υ-χτ)- εἳ ω-α) 
( ον (4) 
(υ-χῖς Ξ σπα 


Τελιιώς Έα τοῦ (4) Δαμθάνομεν: 


4(α )(ν1-χα)-(αυ-ε) το 5 
ὅπλ. µία ἐπιφάνεια 49’ θαὸμοῦ. 


Διὰ νὰ εὕρωμεν τὴν χραμμὴν ἀναιιάμψφεως τς περιθαλλούσης ἀριεῖ νά ἀπαλεὶ- 
Ψωμεν τὸ ς μεταξὺ τῶν Ἐξισώσεων (1), (1) ἀαὶ τῆς παραρώγου τῆς (1) ὡςσπρός ς, 


όπλ. τῆς ἐξισώσεως χ-σ-ο Ἅ{(6). 


Τελιιῶς εὐρισμομεν: χξουξς' σ-ς) 


25/ Νὰά εὐρεδΏ Π περιθάλλουσα τὴς οἰιορενείας τῶν ἐπιφανειῶν : 
αηευν"- Ας (ὰ-ς) {(ἱ) 
Λύσι5: Ἡ (ἱ) παραμωφιςομὲνη ὡς πρὸς ο δίδει : 
-ΑὐτνθςΞξο (3) 
Δί ἀπαθοιφῆς τῆς ο μεταξύ τῶν (1) ααὶ (2) ἄσμθανομεν : 
χουν -ᾖἳ (3) 
ἵἩ (3) παριστᾶ µιαν ὰωνιμὴν Ἐπιφάνειαν ἔω περιστροφῆς!) μὲ ἄξονα τὸν 03 μαὶ τῆς 
οποίας ἡ γενέτειρα σχηµαιἰδει μὲ τὸν ἄξονα 03 γωνὶαν 5’ | 
Π. περιθαλλουσα διπαραμετριμΏς οἰιιοχενείας ἐπιφανειῶν, 
Θεωροῦμεν την Εξισώσιν : 
Ε(αυ5,ΟιΟι)ΞοΟ ϐϱ34) 


π , ορ ᾽ [ . . η 1 . ' . 
ἡ οποια παριστᾶ ἔπιφανειας 5 εξαρτωµενας απο όυο παραµετρους Οι ται Οςς 


α. 


Δὲν ὑπάρχει γενιιώς Επιφάνεια ἐφαπτομενη πασᾶν τῶν Επιφς γειῶν αὐτῆς της οἱ- 
µοχενεὶα5 ματὰ µηιος µιας μαμπυλης ὕραμιμῆ». θὰ ἀναδητησωμεν ἔκαν Όπαρ- 
τι μία επιφάνεια Ε Εφαπτομὲνη ξικάστως τῶν Επιφανειὼν τῆς ουμογενείας (0) εἰς 
Ένα σημεῖον καί ὄχι κατὰ μΠιος μιᾶς μµαμπύυλης. 


Ἐξ ὁρισμιοῦ, δὰ Λέχωμεν ὅτι µία ἐπιφάνεια Ἐ εἶναι. ἡὶ περιθάλλουσα τῆς οπὰς 


ραμετριιαῆς οἰωοχενείας τῶν επιφανειών (4) εαν εἰς µαῦθε σωμεῖον ῥ τῆς Ἐ ῃ 
. λ κ [ ο, 3 λ - . ν . ῃ το 
ἔπιφάνεια Ε εφάπτεται μιᾶς ἐπιφανεὶας τῆς οιιιοχεγείας (1) εἰςτροπον ὠστε 


ο 


4) αία ων ἐπιφάνεια μέ ἀρχήν το Ο (ο οο : Φύναται να παιρασταὸ» µε Ἔων Εξίσωσιν 
Ε(αώσ)Ξ0, ὁπον ἡ Ἑ ὁμογενης συναρτησις ὡςπροςσ αυ, 


μαθὼς το Ρ αινεῖται ἐπὶ τῆς Ε αἱ παραμετριιαὶ τιµαὶ Όσα ἀντιστοχοῦσαι εἰ 
τὴν Επιφάνεια Εφαπτομὲνην τῆς Ε εἰς τὸ Ρ μινοῦνται εἲς ἕνα χωρὶον τοῦ Οζ, ἔ- 
πιπέδου μαὶ Επὶ πᾶεον εἰς διάφορα σημεῖα (ς,,6,) αντιστοιχοῦν διάφορα σᾳ- 
μεῖα ΡΒτῶς Ε. 
ε 2 { ῃ . Δ 4 1 ς - ἡ -... 
Μια Έπιφανεια τοτε τῆς οἰμποχενείας ἔφαπτεται τῆς περιθαλλουσης εἰς ενα 


ας. κ τι ος - .- 4 ' 
σημεῖον ιιαὶ ὃχι Ἱατα µηµος μιᾶς οὔομβηρου ααομττλγις 


.] Γ α) η - .᾿ ο - » [ - - ἐ 
Αποζειινυεται οτι, το σημµεῖον επαφΏης τῆς επιφανείας τῆς οἰμοχενείας µε- 
Π μα Π μ «κ ως ᾽ Γ 

τα τῆς περιθαλλούστις5 πρεπει να (αανοπο)ει τὰς Εξισώσεις. 


Ε(αὐτ,οιιοι)-ο, Ες, (ανεοιιςι)-0, Ἱς (φβιοις.) ο «) 
Διάπαβοιφῆς τῶν παραμξτρων Οι μαὶς, μεταξὺ τῶν Ἐξισώσεων (2) ἔχομεν εἴτε την 
την Εεξίσοασιν τῆς περιθαλλούὺσης ἡ ὁποῖα ἓν χὲνει εἶναι μία ἔπιφανεια είτε τον ο τ.ιῶν ἐδιαδόντων 
σημείων τῆς οιιογενείας ὁπλ,τῶν σημείων δις τα ὁποῖα, ἔχομεν: ΕΞΟ; ΕΞ ΕΞ πο 
Ἂπο τὰς εξισώσεις (2) ὀυνάμεθα χενικῶὼς να ευρωμεν ο. τον Επαφῆ 
ξιιάσττις ἐπιφανείας χώριστὰ δίδοντες τὰς ἀντιστοίχους τιµὰς εἰς τάς παρα- 


Ι 
µετρους ϱ,6.. 


Παρα Φειχµα. Ἡ οιιοχένεια τῶν σφαιρῶν με µοναδιαῖα αατῖνα ικαὶ τῶν οποι- 
ὧν τὰ αἔντρα εὑρὶσαονται ἐπι τοῦ αυ --Έπιπεδου δίφεται ὑπὸ τῶς εξισώσεως. 
Ε(αίν,οσι)(χ-οι) ε(η-ο)  Έ) ιο (4) 
Διά νὰ ευρωμεν τὸν περιθὰ ἆλουσα ἀριεῖ νὰ ἀπαθείψωμεν τὰ Ο,Ο. μεταξυ 


τῶς Εξισώσεως (1) τα! τῶν εξισώσεων «ος ---ο(κ- 6ι)Ξ0 μαι ο -2(υ-ς)Ξο. 
{ 


Ἡ ἀπαξβοιφὴ δίδει ἆ--ᾖ ἡ ζ-3{ Πτοι ἡ περιθάλλουσα εἶναι δύο Επίτιεδα ταρὰλ- 


ἄτλα πρὸς τό επιπεδαον ΟΧΙ. ο ὁ 


Συμπᾶηρώματα υαί ἄσιησεις: 
. μἁ διερευνηδοῦν τὰ ἀνώμαᾶα σημεῖα τῶν κάτωθι ααμπυδλῶν μαὶ νὰ εὑρεδοῦν 
αἱ εξιοώσεις τῶν ἔφαπτομενων εἰς αὐτά' 
αἱ Εκ)  αχ)κθν΄-σαυ-ο, ϐ) Εαν)ς(ινο”)υ-α-ο 
υ) Ἑαυ)ς(ν- 1) -χδξο0 ΝΑ. ὁ) Ε(αιν)- υἱ (1α-χ)-χ΄Ξ 0 
ε Είαυ, υ-οκχ) - χο, σι) ΕίΧχιν)- (αυ) {κ-ια)καἲκ-ο 
ϱ) Είαιν χδν μ3)) -- πες υ")-ο, ὃ) Ε(ίαιν) Ξαλνυευ.-χι)-χυ”-ο. 


ο, 


Ὀρδῆς γωνίας ἡ ωορυφή αινεῖται ἐπὶ τοῦ οὐ μαὶ ἡ μία πᾶευρα ὁιέρχεταιδιὰ τοῦ 


σταδεροῦ σημείου Ε{(α,0) τοῦ οκ. Νὰ εὑρεὂῃ ἡ περιθαλλουσα τὴς ἄλλης πλευρᾶς. 


Νά εὑρεθδῷ ἡ περιθἀ Ίλουσα τῆς οιμσμενείας τῶν εὐθειῶν: χσυναφύηµα-{α)-Ο 
οπου (α) δοθεῖσα συναρτησις τῆς γωνίασα. 

Ἐφαρμοίτ: ό(α)- 6ηµασυνα. 

Νἀ εὑρεὸῃρ ἡ περιθάλλουσα τῶν απὐὑιὰῶὼν μὲ μοναθδιαῖα ἀμτῖνα Φιερχομένων Φιά 
τής ἀρχῶς τῶν αξόνων τῶν ὁποίων τὰ μέντρα αεῖνται ἔπί τῆς περιφερείας πόνυ΄-Ί. 
Μά εὑρεὂη ἡ περιθἀλλουσα τῆς οιμογμενείας τῶν παραθολᾶν: ἱ) (χ-ο)]- 2190, 


) υἱ-τ(Ον1)κης--ο. 
Νά εὑρεὸρ Ἡ περιθάλλουσα τῆς οἰαοχενείας τῶν ἁαμπύθων: (χ-ς)΄-υ-- ο. 


μά εὑρεὸβ η περιθάλλουσα τῆς οἰιαμενείας τῶν εἀδείψεων: 
Ε(χυα,θϐ) -κ"θ νυ"α- αἲθ'-ο 


΄ ο ... ΄ 
Ὦ οταν παθ-ς; |) Ὅταν ατθ-ς 


Νά εὑρεδὴ ἡ περιθἀλλουσα τῶς οἴικομενείας τῶν ας 
στροφοειόών: ως 
[αῦ..(9-ς) Γκ ηλνκ-ο (6Λ. 2χ.1) 


- 
ο[ 


(Άπαντ Ἡ ευδεῖα αςο ὅπλ ο ἄξωντῶνιι εἶναι ημὀ- 
νΏ περιθαλλουσα τηςοἰμοχενείας. Ἐνῶηχ-ί ὁἰεο- ε, 
χεται διὰ τών διπλῶν σημείων τῆς οἰαοχ. τῶν ααμπύλων). 

Μα εὑρεθδΏ ἡ περιθἀβΆουσα τς Οιιιοχενεία5 τῶν ταφαθο- Σε 4 


ο : 
ἀῶν υτ--Ἡσπεστσας Χεφξ. (Έ:παραμετρος,”,ᾳ σιαδεραὶ) 
ὁ 


(Άπαντ: υΞ--- μαι. παραθολη ἀσφαλείας ). 
Α 


Ἔστω 05 {(ὰ) µία Επἰπεόος γραμμ αὶ τὸ οΏμεῖον Μ ἐπ) αὐτῆς. Έστωσαν ΜΠ 


υαί Μ9 αἱ προθολαὶ τοῦ Μ ἐπί τῶν αξόνων 9χΧ,ου ἀντιστοϊχως. Να εὑρεδῃ τὶ περι- 
θάλλουσα τής εὐθείας ΠΡ (παράμετρος νὰ ἀτιφὸη τό κτοῦ σημείου Μ). 


/. 


12. 


Νἀ ὁρισθη ἡ συνάρτησις Λ(6Θ) εἰς τρόπον, ὥοτε ἡ εὐθεία κσυνθγυημθ- Ρ(θ)νά ἐφά- 
πτεται πάντοτε τῆς μαμπύᾶης (ή) τῆς ἐκούσηως ἐξισώσεις. χςξ, υΞ 3. 


(Ἀπάνι Ρ(0)Ξ45συνθ/139µ6θ), 


ἘἜστωσαν χΞΦ(4), ’ΞψΨ(4) αἱ παραμετριμαί ἐξισώσεις μιᾶς Επιπξόου ἁαμπύλης 
(3). Καλοῦμεν ἐνειλιμμένην τῆς (Υ) μίαν υαμπὺᾶτν (3), ἅτις εἶναι τὶ περιθά]- 
Ίουσα τῶν υαθέτων τής (γ). Η δὲ μαμπυ Ἅη (9) ααδεῖται ἐξειδιμμένη τῆς (ν"). 

Ὡς χνωστὸν αἱ µάθετοι τὴς (Υ) ὀΐδονται ὑπό τῆς Εξισώσεως {κ-φ(ε)]- Φ(8) -- 
ε{η-φ(ϱ}. Ψ(9Ξ0 (4) Εὶ παράμετρος. ο 
Παραγωγίδοντες τὴν (!) ὡς πρός ξ ἀαμθάνομεν : 


[κ-φ(ϱ] «(0 {0} Ψ΄(9)- (0) -  ὢ-ψ-ο. (2) 


ὧ - , 7 " " . 2 ; 
Εα τῶν (4) και (2) Επιτυγχανοµεν τὰς πατωὸι παραµετριωας ἔξισωσεις 


τῆς περιθαλλούσως : 


φ'"ν Ψ,Σ 


υ“- 
ο ο κά παρ πα τὶ Ξ Ξ 
κ. (τα σψ κά αφ 


: Φ ψ" Ρ 
- ξ τν τος τησ .. 
υπ ψθηφ(ϐ ὁφ-φῳ-ν πατνρτ 
εν φ' 
φφ’- φ' ν΄ 
αἱ ὑτόὸ παραμετριὰἡν µορφήν εξισώσεις τῆς ἐνειδιγμένης τῆς χΞφ({),υΞφ (9). 


(3) 


ὅπου ρ- ὁπᾶ. ἡ ἀμπίς ιαμτιυβότητος τῶς παμπύβης. Αἱ (3) εἶναι 


Συσχετὶδοντες τοὺς τύπους (3) µέτὰ τῶν τύπων ποὺ δίδουν τὰς συντεταγβιενας 
τοῦ αέντρου μαμπυλότητος μιᾶς Επιπέδου ααμπὺᾶτιςσ(ῷλ.Ἰόμος 1,σελ.587) παραττι - 


. α .. , α . « -- « ι - « 
θοῦμεν οτι, τη ενειλιρμενο της (γ) ὀυναται να θεωρπὸτι ὠωςσο ὙΥτ.των νεντρώων» 
μµαμυβοτητος ταυτης. 


νά εὑρεὸδη ἡ περιθἀἀήουσα τών Ἐπιφανειῶν: 
ὗ υ-2-2ο(α-ς)-ο. ἵἰ) κσυνϊῖςυημίέ:Σ-ὲ,{: παράμετρος. 


Νά εὑρεορ ἃ περι ἑάλλουσα της οιμογενεὶας τῶν Επιπεδτων χηµα-υσυνα»ξΞο 
υαδώως τα ἡ γραμμή ἀναυάμφεως τῶς περιθαἈλούστις. 


Δείξατε ὅτι π περιδαλλουσα τῶν ἐφακτομένων ἐπιπέδων μιας επιφανείας 
εἶναι ἡ ἴδια. ἠ ἔπιφανεια. 


Μ. 


8 


- ἃ- Π α- ᾽ ͵ ώς ῃ ῃ ω ῃ ͵ ... 
Νἁ εὑρεὸῃ ἡ περιθἀλλουσα τής οἰάογενείας τῶν επιπἐόων τῶν οποἰών πο αΌροι- 


οµα τῶν τετραγώνων τῶν συντεταγμένων ἐπὶ τὴν ἀρχὴν εἶναι σιαδερὀν.' 


πἁ εὑρεὸΏ η περιθἀ ἄλουσα τῆς οἰαογενείας τῶν ἘλΛειψοειόῶν ἐιι περιστροφΏς 


οἀγναἵ (νε) --αἲ 6’, ὅταν αἱ παράμετροι α μαὶ βσυνδεωνται διά τὴς οχέσεως: αἲ »θ'Ξ κὶ 


ας υ ͵ ας - 
Ἓστω Ἡ οἰμομενεια τῶν σφαιρών: 


(κ- ασυνφ)”: (υ- απμφ) - Σ'-κΞΟ 

ἡ ὁποία ὀρίζεται ὡς τὸ σινολον τῶν σφαιρών σταθερᾶς αωτῖνος β τῶν ὁποέων 
τά υέντρα εὐρίοκονται ἐπὶ τὴς περιφερείας χ΄ευῖ -αἳ, 4-0. Νά εὑρεὸη νὶ πε- 
ριθάλλουσα τῶν ἀνωτέρώ σφαιρῶν (9: παρἀμετρος) παθώς καί τὶ γραμμη 

ἀναιάμψεως ταύτης. 

(Ἀπαντ. Ἡ περιθάΆλουσα εἶναι (χὶν ὴ'α 2’ καἳ - α' ὃς Δαἲ (αν), Ἆτις εἶναι μία, 
σπειροειόής ἐπίφάνεια. Ἡ γραµµή ἀναιμάμφεως εἶναι ατα] -κ'Ξ0, ὁπλ.ἡ γραµ- 
µη ἀναιάμφεως ἀποτεβεῖται ἀπό δύο σηµεία πραγμµματικά Ὁ φανταστιιάᾶ, ααδ᾽ 


ὅσον τὸ [ας Ἀ Ἡ |α|» β). 


νά εὑρεὸη ή περιθάλλουσα τῆς οἰμορενείας τῶν επιφανειών Είχε ,οι)Ξ 0, 
ὅπου Ο,,Ο, συνόέονται διὰ τὴς σχέσεῶς: φ (6,,ζι) Ξ 0. 

Λύσις: Ἡ ὁοθεῖσα οἰωομένεια δύναται να δεωρτιθδώ ὡς μονοπαραμετρινΏ µέ 
παρὀμµετρον πὼν 6 θεωρσῦντες τὴν Ο, ὡς πεπεμμενην συνάρτησιν τής Οι 


ὁριδοµένων ὑπό τῆς ξξισώσεως Φφίς,,ζ.)Ξο. Όθεν ἡ περιθἀθάουσα δά ὁρὶδε- 


ας. 


[αι Π 
ᾱ-- αὲ ἴειξ 0 (1), ὍτιΣ προαυπτει 


ται ἀπο των Εξίσωσιν ΕΞ Ο (1) παὶ ἀτιὸ τῶν ο 
ἑα τῆς (1) διὰ παραγωγίσεως ὡς πρὸς 6.. 
Ἐξ ἄλλου ἐπειόπ ο(ς, 6) Ξ0 δὰ ἔχωώμεν διὰ παραγωγἰσεως ὡς πρὀς 


ἄςι τν 


ο, 89 ᾱς- Φα. (3). Ἁπα Δείφοντες μεταξυ τῶν (2) ααι (Α)τὸ -αγ'- 4αμ- 


θάνομεν : κ φ- ον 4 50 (4). Ἡ περιθάλλουσα ἃοιπον δρίδεται ὑπό τῶν Εξιαμσαι»: 
Γ50, φ-0, ἵο, Φος, 3ε 5 0: 
νὰ εὑρεδή ὦ Περιθαλλουσα τῶν Επιπεδων τὰ οποῖα κοήτουν τους ἄξονας τῶν 


συντεταγµενων εἰς τροπον ὥστε το ἑμάστοτε σχηματισόµενον τετράεδρον να 
Ἐχη σιαδερὀν Όγμον Ύύ 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ νῃ 
ΔΙΠΛΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ 


5 ο. ΠΡΟΚΑΤΑΡΤΙΚΑΙ ΤΟΠΟΛΟΓΙΚΑΙ ΓΜΩΣΕΙΣ τοὺύ χΩωρου κ΄ 


Προιειμένου νὰ ὀρίσωμεν τὸ Φιπᾶό ὁλομΆήρωμα εἶναι ἀπαραϊτητον νὰ ὁωσωμεν 
ἓν συντοµίᾳ μεριιούς τοπολογιιιοὺς ὁρισμοὺς ἀναφερομένους εἰς το ἐπίπεδον 
ὀχι, πλ. εἰς τὸν αὠρον : ἹΤινὰς ἐξ αὐτῶν τοὺς ἔχομεν ἀναφέρει εἰς τὸ Κεφαλαι- 
ον 1 66 2,4. 

θεωροῦμεν τὸ ἐπἰπεφον οχυ αι δὺο στιµεία αὐτοῦ, ἔστω αξία, 4) αι 
6- (α. .). Ὡς γνωστον, η ἁπόατασις ἅ τῶν α μαὶ ϐ Φιν ὑπό τοῦ τύπου: 

͵) 
α (α,ϐ) - [(α,- κι)" ν (9 - υ)] ας 

Τὸ σύνολον Ε-{αυ: (κ-α)'- (1-θ)-ς εἶ ἀαδβεῖται ἕνας ἀνο/ωατὸς μα ὐι λος 
µέντρου (4,8) μαί ἀωτῖνος Ε. Ο ἀνωτέρω υυκᾶο» Δαμθάνεται μαὶ ὧ» µία ε-περι- 
οχὉ η ἀπδῶς περιοκπ τοῦ σηµεϊου (α, 6). 

«Ένα σηµεῖον α- ἕνος συνόλου Ας δαιαᾶλται ἔσωτερ/ ιόν σημεῖον τοῦ Α, εν ὑ- 
πάρχη µία. ἕ- περιοχπι τοῦ α κειμένη Σντὸς τοῦ Α. 

Συμφώνως πρὸς τόν ὁρισμὸν τοῦ ἀνοιιατοῦ συνόλου τὸ ὁποιον Εδώσαμεν εἰς 
το Κεφάδαιον 1, ἃ 4, σελ. Ι9 εὐμῤλως διαπιστοῦται ὅτι, ἵνα ἕνα σὐνολον 
Α εἶναι ἀνοιατὸν πρεπει υαιαριεῖ καπεριεκ µόνον τα Εσωτεριιὰ του σημεῖα. 

«να σημεῖον α ιααᾷεῖται συνοριαικὸν τοῦ συνοᾶου Α, Εάν παθε περιοχη αὖ- 
ποῦ ΠεριεχΏ στιµεῖα ἀνήιιοντα ιαὶ μήὺ ἄνηπιοντα εἰς τὸ Α. Τὸ σὐνοᾶον τῶν συνο- 
ριαιιῶν σημείων ενός συνοᾷου Α ιαθδεῖται σύνορον τοῦ Α. 

Συμφώνως πρός τὸν ὁρισμόν τοῦ ιαβειστοῦ συνόᾶου, τὸν ὁποῖον εδώσαµεν εἰς 
τὸ μεφἀᾶαιον 1  ὅἃ 4 δὰ πρᾶπει αάδε αδειστὸν σύνοᾷον νὰ τιεριξκρ τό οὐ- 
νορον του. 

"Ἔστ» τὸ σύνοίον Α μαὶ ΧΙ ΕΑ. Διάμετρος ὃ του συνοᾶου Α 
μαβεῖται ὁ αριδμός ὁ ὀριδομενος ὑπὸ τοῦ τύπου: 


δ(Α)- ας ϐ1. Σχ. 4 
ο λίν κα. σε. 


ο Π -- Π ; [ - 2 ' , . 

Ἐὼν Α ιιαὶ Β εἶναι όυο τυχοντα σὐνοᾶα τοῦ ἔπιπεδου ἄπόστασις 6 τουτωνα- 
-- ς 3 , ς ἵςἉ ͵ ς « -ἳ ι 

ἀεῖται ὁ αριὸµος ο Ορι5οµενος υπο τοῦ τυπου: 


ϱ(Α,8)- ὑπέα (ιν |) (61. σκ.2). 


Ζχ 2. 
αν τὰ Α υμαί Β Έχουν ἕνα τουλάχιστον µοινὸν σηµεῖον,τοτε ϱ(Α,8)- ο. 
Ἕνα σὐνοᾶον ααδεῖται φραμμένον ἐὰν τοῦτο δύναται νά ΕριαδεισὸρΏ εντός 
πυαᾷου πεπερασµέντς ἀμτῖνος, 
Ὢς γνωστόν, ἕνα σημεῖον α 9 ιἀαδβεῖται ὁριακῶὸν τοῦ ουνὸΆου Α, ἔαν ὑπάροςι 


µία ἀμοβουδία {χ.] Εξω σημείων τοῦ Α τοιαύτω ὥστε «(ᾳ.,α)---» 0, πῇ οο. 


- 


- θεώρημα ΤΠ - 0-ἱ (Λιαχωρισιμοτητος). Εάν Α ααὶ Β εἶναι δύο αβειστα εαϊΦφρφ. 
µένα σύνοᾶα με µή κµοινα σημεῖα., τότε θίΑ,Β)2ο. 

Ὁ ὁρισμός τοῦ συνειτιιισῦ συνόᾷου τισὺ ἐδώσαμεν εἰς τὸ μεφαλαιον Ι. 85 
δύναται νὰ διατυτιωὸῇ διὰ τὰ ὑποσυνοᾶα τοῦ Ἡ' ματὰ ἕνανπιό εὔκρωστον τρο- 
που ὡς ἀἁμοβουδως : 

«να σύνολον αςξ᾽ ὃα ἀξρεται συνεµτινιὀν, ξὰν μάθε δεῦρος σημείων του 
ὀύναται νὰ ἕνωδτι διά µιᾶς ποδυχωνικῶς ἑραμμής πειμένης Ἐξ ὁᾷοικᾶτι- 
ρου ἔντός τοῦ ᾱ. Ἕν ἀνοιμτόν συνεµτικον σύνολον Θά παᾶλται πεδεον. Π.χ. τὸ 


σὐνοᾷβον Α- [(α,υ): αἲ κ υ’ ς Α] εἶναι ἕνα πεδίον. 


τό συνοᾷον Ααξ{α.ν): χλνυι «4 κεἴτε (κ-α) ευ” 1ἶ υ 
6Λ. Σκ.1 δεν έἶναι πεθίον, διότι Είναι ανοιωτόν, αἲλ᾽ ο ο οἳ 
οὐπὶ συνειτιιον. πω υ 
σκ.! 


θεώρημα Ἡ - 0-2 (Ηεῖηθ -Βουθξ-ἱοβασᾷμς). Έστω α ἕνα μᾶειστόν υαἱ φραρ- 
µένον σύνολον τοῦ ἐπιπέδου. Ὑποθέτομεν ὅτι εἲς μάθε σημεῖον Ρ τοῦ α ἀντιστοι- 
χεῖ ἕνας ἀνοιμτός αὐμᾶος (Φ Ἀ,). ΚαΔοῦμεν αὐτὴν τὴν οἴμοχενειαν τῶν αὐκθων δ. 
Τότε ὑπάρχει ἕνας πετερασμἑνος ἀριθμός ἀνοιιμτῶν πὺμὰων ἔα τῆς οἱμοχενείας { 


ἡ ὁποία ιιαβύπτει τὸ σύνοβον α, ὅπλ. αάθε σωμεῖον τοῦ α ανηκει τουβάχιστον εἰ 
η οποια μπαάνπτει το συνοάον ᾱ, Οτι. τὰ: νον του ἆ ανηµει τουάαχιστον ειΣ 


. λ 


ἓαν.ξα τῶν πεπερασµἔνου τὸ πλήθος πὑμλων. “ 


Παρατηρησεις ἱ) Αντί της οιµοχενειας ἀνοιατῶν πύὐιᾷων δυνάᾶμεθα νὰ Θεωρή- 
αωμεν μίαν οἰµογένειαν ἀνοιατῶν τετραχώνων Ὦ τριχώνων ἡ ιάὰθε τύπο περιοκῆς. 
τών σημείων τοῦ {. 

ἱ) Τό ἀνωτερω Θεώρωμα εἶναι θεμελιώδες διὰ την Ανάδλυσιν. 

μἱ) Ἡ ὑπόδεσις ὁτι τὸ ᾳ εἶναι αἀειστὸν ααἱ φραμμένον εἶναι οὐσιώδτις. 

Ο ὁρισμός τῆς ὁμαδβῆς συνεχεἰας τοῦ ἐδώσαμεν εἶς τό μεφᾶαᾶαιον Ἱ 5 : 


-- ο. « ͵ μ - ͵ 3 π 
«διατυποῦται εἰς τὴν εἶδιμτιν περἰπτωσιν τοῦ Επιπέδου ὡς αιοᾶούδως: 


Ὀρισμος τΠ- 0-! . Μία συνάρτησες ;(α,υ) ὡρεσιένη τκαέ συνεχ7}5 εές ἕνα συ- 
νοᾷον Ὁ ἀένοκιεν ὃτι εἶνοι ὁμα ζῶς συνεκης ἐπί τοῦ 9, ἐὰν διά κάθε ε2οΟ 
ὑπάροσι δε) 20 τριοῦτον ὥστε |{ (χι υ)--4 (αι νι) πε, όταν Ν/{α.-αι) ε(υςη)) -«δ(ε) 
όιᾶ τιάΦε (κ. 9/), ος )ες. 


θεώρημα Π- 0-3, ᾿Εὰν ἡ πραγµατιαπ συνάρτησις ὁό (α,ν) εἴναι συνεχης εἰς Ένα 
αδειστὸν ααὶ φραυμένον σύνολον 5, τοτε ἡ ὁ (κι) εἶναι ααί ὁμαδῶς συνεχής ἔτὶ αὐτοῦ, 


εκ. ε.ς, 
1.2 «ΦΛ) 


εἶναι συνεχὴς εἰσ τὸ ἀνοιιτον σύνοβον 5 {[(αν): ανν «1, ἀΔλ᾽ οὐχὶ ὁμαβῶς συνε 


Ἡ ὕποθεσις ὅτι τὸ 5 εἶναι αἀειστὸν εἶναι οὐσιὼδης. Π.« ἡ συνάρτησις {(χιμ] 
χἠς ἐπ αὐτοῦ, ααδθοτι αὗυτη δεν εἶναι φρανμένη. 


9 {. η ΕΗΝΜοΟΙΑ τού ΕΜΒΑΔΟΥ ΕπιπΕΔΟΥ ΣΧΗΜΑΤΟΣ 


'Τὴν Έννοιαν τοῦ Εμθαδοῦ ενός ποβυνωνιμοῦ χωρίου των θεωροῦμεν Ῥν ωστὴν ᾱ--- 
των στοικειωὠότ Γεωμετρίαν. Ἐε ἆλλου αὐτο τὸ ἐδεκθημεν υαί ὅταν Επρόμειτο ενλ 
ὀρίσωμεν τό ιόσάον ἕνος μισο χωρίου, {6λ. Ίομος ἶ σελ 508- 514)’ μόπ ὃα µείε. 
πῄσωμεν εἰς τῶν παροῦσαν ἃ τὴν ἔννοια του ἐμθαδοὈ ἀνα ἂωτιτιώτερον, προ- 
µειµενου νὰ χρπσιµοποιήσωμεν ταύτην διὰ τὸν ὁὀρισμον τοῦ διπλοῦ ὁλοικληρωματο: 

'Ἔστω Ε ἕνα τυχὸν ἔπιπεόον σχΏμα μαὶ ας θεωρῄσωμεν Παντα τὰ πολυχωνιικα, 
σχηµατα Ῥ τὰ ὁποῖα Εγιδείονται ὑπό τοῦ Ε μαὶ πάντα τὰ πολυχώνικὰ σχΏµατα ον. 
τὰ ὁποῖα Ἐχικδείουν το Ε 


Διά τὰ ἀνωτερω σχήματα Ῥ μαί Ω ὄχωμεν: ἔμθαδον Ρ 5 εμθαδοῦ Ο 


Τὰ ἔμθαδά τῶν πολυχωνιιῶν σχημάτων Ρ προφανῶς φρᾶσσονται ἔιιτῶν ἄνω ἀπό 
τὸ ἐμθαδόν ἑνός πολυμωνιικοῦ σχήματος, τὸ ὁποῖον Περιέχει τὸ ΓΕ μαί τὰ ἐμθαδά 
τῶν ποθυμωνικῶν σχημάτων ϱ φράσσονται ξα τῶν ἁάτω ἁτό τό ἐμθαδόν ἕνός πολυ- 
γωνιιοῦ σχΏματος το ὁποῖον αεῖται Εντὸς τοῦ Ε. 
| “δεν, τὰ ἔμθαδὰ τῶν Ρ ἔκσυν ἕνα ἀνώτερον πὗρας μαὶ τὸ ἐμέαδα τῶν ϱ Έχουν ἕνα 


ματώτερον πέρας. Οὗτω δυναμεδα νὰ ἔχωμεν τοὺς μάτωὸι ἀριθμούς; 


τα 5 Ἕ- 2 
-Ἡ ο τρ (εμθ.ϱ) (0) 
5) - 6 (Ε) - πξ (ἳμθ ϱ) (1) 
Φ2Ε 
Προφανῶ» Έχομεν: ὃν «ς ολε ο (9) 


ἛἜάν ὃ,Ξ- 5’ - 5, τὸτε αὐτῶν την µοινήν τιμήν ικαδοῦμεν Εµμθαόον τοῦ πώοιου 
Εξ Εἰς αὐτῶν τὴν περίπτωσιν ῥὰ ἄξγωμεν ὅτι τὸ πωφρίον Ε εἶναι τετραμιωνέσικκον. 


Προτασις σΠ- 1-1. Ἕνα επἰπι Επίπεδον σχΏιμα Ε εἶναι ' τετραγμωνίσιµον, ξάν ικα μὸ- 


«ον ξάν, διὰ υαθε ε»ο ὑπάρχουν δύο ποάυγωνιμὰ σχηµατα ρςΕξ παὶ Φ3 Ε τοι- 
αΌτα,, ὥστε ἐμθ.ὢ- ἔμθθςε (1). 


Ἀποδειξις: Πραγµατι, ξὰν ὑπάρχουν τοιαῦτα πολυγωνιμά σχήµατα πᾶπροῦν- 


τα Ὅηων σχεσιν (1) θὰ Έκωμεν' 


.". 


ἔμθρςσς«5'Ξεμθφ (2) 
ο. ια ο” (3) 

ΣΕπειότ ἡ (9) ἰσχύει ὁόιὰ κάθε ε»Ο ἔπεται ὅτι 5. - Ὁκ - 5, Ὥτοι τὸ πωρὶον εἷ- 
ναι τετραχωνίύσιµον. 

Ἀνιιστρόφως. Ἔστω 9'- 5, καὶ ἔστω ε-2οΟ. Υπάρχει ἕνα πολυγώνίκον ακΏ- 
μα Ρ Ἐγιλδειόμενον ὑπὸ τοῦ Ε μαὶ ἕνα πολυγωνιιιον σχΏμα Φ ἐχιβεῖον τὸ Ε τοι- 
αὔτα, ὥστε νὰ ἔχωμεν: 

5-ᾱ- ςεμθ Ῥςὸν μαι ο ε εμθ ας ον ξ. (4) 


Π ἔπειόη 5-5. ἔχομεν: 
ὃι  Σςκεμθβρ-ςδ,ς τμ οΞδινς (5) 


Ἶξι τῆς (95) ἁαμθάνομεν: , : | -. 
ἐμθα-ἐμθξρ-ςε, 


Τό σύνοᾶον τῶν στιµείων τῶν ἀνπικόντων εἰς το ϱ καί συγχρόνως μή ἀνπιιὸν 
των εἰς τὸ Ῥ εἶναι ἕνα πολυχωνιιιὸν σχΏμα (6Λ. Σκ.1) 
τό ὁποῖον Ἐχει ἔμθβαδον ( Έμθ.Ω- ἐμε ϐ) ιαὶ τὸ ὁποῖ- 
ον περιξεχει τὸ σύνορον ΚΕ. Ὅδεν, ἡ συνθήωπι τῆς ἀνω)- 


τέρω προτὠσεως διατυποῦται ὡς ἀκολβούθως: 


Πρότασις σπ- |-2 Το χωρίον Ε εἶναι τει ὠνίσιμον, ξὰν καὶ µονον ξὰν, τὸ συ 


, Π ε] - ͵ . ΄ οᾱ. . » .. 
νορὀν του δύναται νά ΕμιᾶεισὸΏ εἷς ἕνα πολυχωὠνιμον χωρὶον,τό ὁποῖον να Εχη οσο 


4: . ι 
Όελομεν µικρον ὀἀμέαδον. 

νΕνεια της ἀνωτέρω προτάσεως ὃα λέγωµεν ὅτι, ἕνα ἐπίπεδον σχΏμα υαὶ εἰδιικω 
τερον µία ααμπύὺλη ἔχει μηδενιιιόν Έμέαδον, ξὰν τοῦτο ὀύναται να εχαλεισθΏ εἰς 
εί ι Π , . μα .”/ ς/ ͵ “ 7 ' 
ἕνα πολυχωνιικον χωρίον τὸ ὁποῖον Έχει Όσο Όελομεν µ!μρο εµθαδον. 

ῃ / , ς , ον ας -. - ͵ 
Συμφὠνως προς τον Ορισµον τοῦ μηδενιιοῦ εμθαδοῦυ τκαὶ τως Προτασεως ΠΠ- |-! 


{ « ͵ { 
Έχομεν την υατωὸι προτασιν: 


Προτασις πα - /-- Ἕνα Επἰπεόον σχΏμα εἶναι τετραγὠνίσιμµον, Ἐὰν μαι µόνον 
ἔαν, τὸ σύνορον του ἔχτ μηπδενιιόν Εεμιθαδὸν. 

Εὐιόβως διαπιστοῦται ὅτι: Μία ααμπύᾶπ μὲ πεπερασµενον Μθιος ἔχει µπιδενι-. 
υὀν ἐμθαδὸν. | 


Μία ἀξιοσημείωτος ἰδιότης τῶν μηδενιικῶν Ἐμθαδῶν ἕῖναι ὦ ἀμολσορθος; 


. . , π ε « . 3 σι 
Προτασι5 πΠ-- (-4. Εάν Ε υαὶ Ε, εἶναι όυο τετραχώνισιµα χώρια αἄνευ μοινῶν 
-- υ . Π νο Π ῃ ὦμ ς. Ἡ 
ἔσωτεριικῶν στιαείων καὶ Ε έἶναι ἡ Ένωσις αὐτῶν, τότε το Ε εἶναι ὅμοιως τετρα- 


ζάνίσιμον μαὶ ἰσχύει: ἆμθ. ΕΞτμθ.Ε,-- εμΒ6.Ε, (1) 


[ ι π - ͵ ο -- 
Άποδειξις: Τό ὅτι τὸ Ε εἶναι τετραρωνίσιµον ἔπεται ἔι τῷ» 
προηχουµένης προτάσεως καὶ ἔα τοῦ γεχονότος ὅτι τὸ οὗ- 


ρα / 3 , - 3} - 
νορον τοῦ Ε συνίσταται ἔμ συνολων μηδενιιοῦ εμθαόσΏο τοι 


-- το ο θπτττππ - 


ὁποῖα τιν εἶναι µέρη τῆς ἕνώσεως τῶν συνόρων τῶν τετρορω- οὰ 


- 


νισίµων χωρίων Ε, μαὶ Ε(8λ.Σκ.2).Η ἀπόδειξις ὁδοιἈπιροῦται ἔὰν 6ιαπισιώσωµεν 


πὶν ἴσότηπα (1), | 
Πρός τούτοις δεωροῦμεν τὰ πολυχωναιὰ σχύµατα , καὶ Ὦ ἐχικάειομενα εἰς 
τα Ε, μαὶ Ε, μαὶ τὰ πολυγωνικὰ σχΏµατα ϱ, ααὶ Ω, Εγαδείοντα. τὰ Ει ααί Ε ἂν- 
τιστοίχως. Ἐπειόή τὰ Ῥ, ιιαὶ Ῥ, δὲν τεµνονται τὸ ἐμβαδὸν τοῦ ποζυγχων μιοῦ σχή- 
µατος Ῥ το Οποῖον συνισταται ἔα τῶν Β, μαι Ῥ, εἶναι ισον πρὀςτὀ ἘμθΡ «ἐμθ .. 
: : να. | ορ - , . τς - .-- 2 
Οµοιως, το ἔμθαδον τοῦ ποἠλυγχωνιμοῦ σχηµατος ϱ τὸ οποῖον συνίσταται ει, 
«ων τεµνοµενων ποδυγωνιιιῶν σχημάτων ϱ, ααὶ ϱ, εἶναι µιµροτερον Ὦ ἴσον 
προς το ἔμθ Ο,: ἔμόδο.. Οὕτω ἔχομεν: 
ἐμθ Ρ-εμθβνέμθρΞεεµμθβεςτεµβῷ-τεμ6ο νἔμθ.Ω. (1) 
᾿Εξ ἆβᾶου ἔχομεν: 
εμθ. δν Ἐμθ ρ. Ἐ ἐμ6.Ε,- εμθ.Ε, εμό6ο,ν εµμ6. Φ. (2) 
Ἐν τῶν (1) ιαὶ (1) ἔπεται ὅτι: 
ος|ἐμθ Ε-(ἐμθ.Ε κ«ἐμθ. ει) ΓΕ (ἐμθς,- ἐμθ Ῥι)η (ἐμθ.9.-εμόἙ), 


ῃ ε ᾽ 1 7 3 » . ' λος ῥ 
᾿Επειόῦ αἱ διαφοραί (ἐμ6Φ,- ἔμθ Ῥ),(ἐμ6 Φ.- ἐμθ.Ει) ὀυνανται νὰ ματαστοῦν 
Όσο θεᾶομεν μιαφραί, ἔπεται ὅτι 
ἐμβ. Ε- ἐµθ.Ε, « ἔμθ Ει 


. ͵ να. [ ς [ ͵ Ἶ -- ..) 
Ευμοᾶᾷως διαπιστοῦται Οτι: Ώ τοµΏ δὺο τετραρωνισιµων σχημάτων εἶναι Ένα. 


τετραχανισιµο σχΏμα. 


60. ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΟΥ δΙΠΛΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ 
ΜΕ ες απ οποτε νεςεοι 


᾿Εσιωια! ἕνα τετραρωνὶσιµο πωρίον καί 4 (ὰ η) μία Φραρµενη συναφρτησις 

ὠρισμεντι ἐπὶ τοῦ ᾱ. Οὕτω ὑπάρχουν ὁύο ἀριθμοί τη καὶ Μ,ικάτω μαὶ ἄνω 
φρᾶγμα τῶς 4 (κ, υ)ἔπι ώς τοιοῦτοι, ὥστε νὰ Έχωμεν : 
| τηε ό(κ,υ) 5 Μ διὰ αάδε ία, η) ε{. 

Χωριδομεν τό χωρίον ά εἰς τετραι υνιδιµα χωρια. 6, πεπερασµενου πᾷηδους5 


-- ια, εδ 
τοιαῦτα, ὥστε να Έχωωμεν:  λ 


Π 


ϐ  καστον τῶν ᾱ, εἶναι ὑτασύνολον τοῦ . 
ι)  Ἔνασιον σημεῖον (κ, )) τοῦ 6 ἀνήιει εἰς ἕνα τουΔάχιστον ῦν μ. 
..» υ ῃ μ Γ ν [ « . Π μ ο. σι ο . 
0  Δὐο οἱσδώποτε µέρη ᾱ; υαὶ ἂι (148.) Ώ δὲν ἔχουν µοινά στιµεῖα τ ἂν Έχουν 
τιν αοινὰ σωμεῖα ταῦτα δὲν εἶναι ἔσωτεριμά σωµεῖα οὔτε τοῦ 6, ὥτειας,. 
5 - { Γ ’ Ἱ 
0 πωρισµος τοῦ τετραγωνισίμου αωρὶου εἰ τετραρωνίσυµα ακωρὶα κ Έπον- 
. 2 ; ος Π - ' υ 
τα ας ἀνωτέρω ἰΔιότοτας ααδλεῖται σιακέρισις τοῦ ᾱ μαὶ συμµθβολίδεται αὐτη 
διὰ τοῦ ϱῥ, τὰ δὲ ᾱ, μαβοῦνται στοιχεία. της δὃ. 
' -- - υ / , ; [ { 
Μία όιαμερισις ϐρ ιιαᾶεῖται ὤσεπτοτερα. τίς 60, ξὰν τ 6 προμυπτπ ἀπθ την ϱρ µε 
ῃ ( μα ͵ κ . ο 2 1 ͵ 
περαιτερω διαιρεσιν αῶν στοιχειων 6, τὴς ὤ πὂπερ ἰσοόυναμως ικαθε στοι- 
- - ο Ἓ. « - ο “1 ς « ͵ 
χείον (ας, τς 6 εἶναι εἶτε Ένα στοιχεῖον τῶς 6ϱ Εἴτε η Εενώσὶς ὀιαφορων στοι- 
{ - 
χξιων αυτΏς. 
-- ων - . 
θεωροῦμεν το ἄθροισμα τῆς μορφΏς: 
πι 
σς : δ (Επ) Δ5, (4) 
ρι 
-- Π , ο η , ο. απ] «. - 
όπου Δ5, παριστᾳ το ἓµθαδον τοῦ χωριου ας, ἅαι (5, ηρ) είναι ενα τυχον στμεῖον 
ἀνπιον εἰς τό «,. Αθροισμα τῆς μορφη» (/) ααβεῖται ἄθροισμα τοῦ Ε/ΘΙαΤ7Τι 
ὧς πρός τήν συναρτησιν ὁ (χ,ν)) µαϊτο χωρίον ᾷ ἀντιστοικοῦν εἰς τὴν διαµεριοιν 6. 
͵ ή ἑ ἴ ο. . ὃν , 5 ῃ 
Ἐαν ἢ παριστᾶ τών μεχίσττν τῶν Φιαµετρων ὃ (α,) τών χωριων ἄν, η ποσστης 


2 υαβεῖται ἀεητότης τῇς ὁισμιερίσεω». 


Ὀρισμός 1π-2-4. Ἕναα ἀριῤμος Ἱ δά ἄερωμιεν ὃτι εἶναι πό ριον τῶν ἆθοοι- 
οιιότων τοῦ Κθπκσπη()ικαθιύς το Τ--Ὀ, ξὰν διά κάθε ε2Οο ὑπαάρρατι ὄνας ἆ- 
ρικιάς δ(ε)2ο τοισῦτος  ὡστε δια μάδε ὁιαμέρισιν ὣ μέ Ός δ(ε) τιαί κάθε ἔαᾖογπ τῶν σπµεί - 
ων (6ρ, πρ)ε ἂρ να ἔχωμεν; 


1 
| 5 (ΕΕ Α5,-Ἱ]ςε. 
ρ5ι 
εαν ὑπάρχγ ὁ ἀριθμός Ἱ. οὗτος εἶναι τό ἁριου: 
ντι μ. (ΕΠ) Δ5, 
Όσο 5 
τῶν ἀθροισμάτων τοῦ Α/επιαηη καί καβεῖται ὅιπᾷό οὔοικθίρευμα τῆς συν- 


αρτήσεω» {(κ,ν) ἐπὶ τοῦ χωρίου α συμᾶοῦ,Σόμενον οὕτω: [{{ᾳ.9ὴ)α5 πα)αχαψ. 
ἱ 
ᾱ ο 


Ὥστε, [4 (ιν) κάν -Εἶπῃ Σ 4 (6 πρ) Δι 
δ5ο ο" 


ᾱ 
Ἐάν ἀοιπὸν ὑτιάρχτι τό διπᾶό ὁλοιδύρωμα τῶς 69) Σπὶ τοῦ χωρίου α, αύτη ὃα ιια- 
Άῆπαι ὁᾷοικθωρώσιμος ἐπὶ τοῦ ᾱ, η δὲ ἔωφρασις ό(αη))άς Ἡ 1(α)άχάη ιαλεῖται 
στοιχεῖον τῆς ὁᾷοιι Ἀγχκύσειως. 


-- 1 . [ά μ.ο [η ι 
Τό 3 ααλεῖται συνήθως υαὶ πεδίον τῆ- ὁβοιμβπρώσεως. 


Εάν (αυ) / δα μαθε (κ, υ)ςα, τοτε: 


ᾗακαψ « Εἶπι Σ.Δ6,- ἐμ6.α. 
6 


Φ--ο 5 


63. ΣΥΝΘΗΚΑΙ ὙΠΑΡΣΕΩΣ ΤΟΥ ΔΙΠΛΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ 

Ἔστω ἡ συνάρτησις 4 (κ) ὠρισμένη ἔπι τοῦ τετραρωνισίµου πωφιου  αμαὶ Φ 
µία διαµέρισις αὐτοῦ. Ἂς συμθοᾶΐσωμεν διὰ Μρ μαί πι, τὸ ἀνώτερον ικα ταατώτε- 
ρον περα» πῶς ό(κ,υ) ἐπὶ τῶν τειραχωνισιµων πωριων ᾱς ποὺ προικύπτσυν ἐω τῆς δια- 


µερἰσεως ὅὃ. , 


Διά την Φοθεῖσαν συνάρτησιν ό(χ) σχκηματίδοµεν τὰ ἀθροίαματα : 


ο(Φ)-5Σ Μ,Δ5, Ἂ{ἱ) 


ρ"έ 


Ὁι(0) - - πηρ 55 (2) 


στ 
ὅπου το Δ5, εἶναι τὸ ἐμθαδὸν τοῦ πιυρὶου ᾱς 

Τὰ ἀδροίοματα (!) ναί (2) παβοῦνται ἄνω υαέ υάτω ἄθροισα τοῦ Φατβουικ 
τῆς / ἀντιστοικοῦντα εἶς των Φιαμκόρισεν «ῦ. 

Ἔστω ἕνα σημεῖον (Ε, πρ) ες ααὶ ὁ (Εμ πρ) ἡ τιµή τῆς συναρτῃσεω)ς {(αιι) θά Έχωμεν: 


Θ,(6)- Σ πιρβδ,ς}Σ ἠ(Έωπρ Δδρ ὸ ΜΔ5,-9"(4). 
ροπή στι 


ρ.ι 


δεν: 
9.9) -- 9 (6) (2 
λὶ ; ς αϊ - κ 2 .. : « { ουν ͵ λ 
Ίποι: το ν᾿ατω ἄθροισμα τῆς { τὸ αντιστοιχοῦν εἰδτων διαµερισιν «ρ εἶναι μιιροτὲ- 
πο ση - ͵ Ὁ η ' -- 
ϱον Ἡ σον τοῦ ἀντιστοϊχου ἄνω ἀθροϊσµατος αὐτῆς. 


Συµφανως τιρὀς τὸν ὁρισμὸν τοῦ ανωτέρω πἔρατο» διὰ πάδε Ε3Ο εἶναι δυνατον νὰ εὕ-- 


() Χὰριν ἁπλοωστεύσειυς τῆς μρειφοὺς γοόφομκαν ; εωδέ τλρ ἀνεί Μρ(4) τας ση, (4). ὁμοίως ΑΦ) α.ας Θα) ἄντε 
(4,9) τας ( Φ). ο : . 


ῥωµεν ἕνα σηµεῖον (ξ., Ὄρ) ἀνῆιον εἰς το ᾱ, 
» 


ἔχιωμεν : 


τῆς διαµερἰσεως ᾧ ιιαὶ τοισῦτον, ὥστε να 


| Μἑάμπρκ  ὢ 
στου 5 εἶναι τὸ Εμθαδόν τοῦ χωρὶου ἄ. 
Λόγω τῆς (4) Ἐχομεν: 
Ἡ π 3 η 
ο ώ)- σ{(ἔμπ) Δ., ωὸ δ΄ [Μ, νι (δ18)] Δ5ρ «--- 5. » δ5, πε 5 Εξ. 
ρ.4 θαπι ρπή 7 
09εν. ο ΟΦΧ. (Εν η, 5, ε (5) 
βοι 
Καν ἀναλογιαν Έχομεν: . 
» (Σρι) Δ5ι- Θ,()-ε (6). 
δτι 


Ἐω τῶν (5) υαί (6) συμπεραϊΐνοµεν ὅτι: Διά μάδε διαμἑρισιν ὁ Επί τοῦ τετραγω- 
νισίµου χωρὶου τὸ ἄθροισμα τοῦ Βἰθππαπη τὸ ἄντιστοιχοῦν εἰς την 39) εἶναι µι- 
πρότερον τοῦ ἀντιστοίχου ἄνω ἀθροίσματος τῆς ὁ μαὶ μετα λὑτερον τοῦ ἀντιστοί - 
χου υἁτω ἀθροίσματος τῆς {, Αὶ δε ὁιαφοραί αἱ διδόμεναι ὑπὸ τῶν (5) μα (6) ὀύνανται να 
ματαστοῦν ὅσον Θέβομεν µγαραί. .. 


Πρότασις ἵΙ- 3-4. Ἐὰν ἡ διαμξἑρισις 6 εἶναι Δεπτοτέρα τῆς ὦ, τότε δὰ Ἐχωμεν: 

Θ 4) Ξ 9(4)- 9. (4) 9”(9). 

Απόδειξις: Κάδε στοιχεῖον 6, τῆς διαμερἰσεως ᾧ εἶναι ἡ Ένωσις ἁαποιων στοιχεί- 
ὧν μι ΚΞ(,Σ,..ιλι τῆς 6δ. 

᾿Ἐπί πΆεον δε Έχομεν: 

Δς,- Σ Αδ.., ὅπου Δ5..τὸ ἐμθαδόν τοῦ (ᾳι 
μαι 

μαι Μρ3- Μρκ, κ.νλ8,...,λι 

Κάδε στοιχεῖον α; Οεωρεῖται ὅτι εἶναι ὑποσύνολον ἑνὸς μόνον στοιχείου ας. Επι 
πᾶξον δὲ ὃα Έχωμεν: 


α-ὸ. ολ Μρι (5 λ50) » Μι Δ5ι 9 (6). κ. 
: τη θ.ι μαι δεῖ και ο 
θθεν: ο” (9)5- ο" (6) (5) 


᾽Αναδόχως ' ΜΗ (2) Ξξ (6) (8) 


ἘΕἘιτῶν (3) ααὶ (θ) μα ἔπειδα Οι (6) -- 91 (4) ἔχομεν τὴν ἀποδειιτέαν, 


Προτασις τπ- 9-2. Ἐὰν «δ, ιαὶ ὅ. εἶναι δύο διαµερίἰσεις τοῦ χωρὶου α μαί 9(4)), 
. - 5 ῃ ε ὸ/ ͵ . . 
Ῥ, (Φ) ααὶ 9" (4:), Ὁ (4) εἶναι ἀντιστοίχως τὰ ἄνω ιιαὶ μἁάτω ἀδροΐσματα τὰ 
ἀντιστοιχκοῦντα εἰς τὰς ἀνωτέρω διαµερίσεις, τότε δὰ ἔχωμεν: 9) (90)3- 9. (91) 
ἁ , μ η - ἐ ο - 
Ῥ, (ώ,) 3:59, (5), ὅτιλ. παθε Ἱατω αθροισμα αντιστοιχοῦν εἰς μίαν Φοθεῖσαν 


ι - μ { 6 - -- μ 
συναρτησιν ὁ (Χ,ψ) εἶναι µιαροτερον παντος ἄνα) αθροίσματος τῆς αὐτῆς συναρ- 


τησειως, 


Ἀπόδειξις Πρός ἀποδειξιν τὸς ἀνωτερω Προτάσεως θεωροῦμεν τὴν Φιαμξριοιν ὦ, 
ἡ ὁποια έῖναι Ἀεπτοτέρα ἀμφοτέρων τῶν διαµερίσεων ὦ, ιιαί 6), λαὶ ὧς τοιαυτην 
Δαμθάνομεν, πα, ᾽αὐτὴν ητις προιύπτει ἕ εα της τομῆς τῶν σοτοικεἰων ἀμφοτερων 
τῶν διαµερίσεων ᾧ, μαὶ ὢ,. Ας παλέσωμεν δε Ὁ(ῷ) ιαὶ Οι (9) τὸ ἄνω ιαί 
μάτω ἄθροισμα τὸ ἀντιοτοιχοῦν εἲς αὐτὴν Ζυμφώνως τρός τῶν προτσουμἔνηων 
"Πρότασιν θά Ἐκωμεν: 
ϱ” (9) Ξ5- ο" (Φ), Ο1(39))3Ξ 9: (Φ) και 
οι (ὤι) ε ὂ, (9), Οι (Φ.)ς 8. (9) 
Ἐξ ἄλλου εἶναι 9,(6)Ξ 9” (9). 
Οὕτω λόρῳ τῶν ἀνωτξρω σχέσεων ἔχομεν: 
8 (ὰ4)/) 5 87(Φ)5 8ι.(Φ)3 8 (Φι), 
πτοι: ο” (62-68, (ῶ.). 


Ἀναλόγως εὑρίσιομεν: 9 (6.) 5 Θκ(ῷ,).. ὃ ἔ ὃ. 


ης 


. ο 2 ἁ ἴς μα , υ υ . - 
ο Τὸ σύνολον τῶν ἄνω ἀδροισμακων «9 (Φ) τῶν ἀντιστοικούντων εἰς μίαν Φοδεῖσαν 
. 3 Γ ͵ « ͵ φι : μ. ι 
συναρττισιν (κ) Φρασσεται κατω, διοτι ἓἒν ανω άθροισμα εἶναι συμφώ- 
ν ͵ ͵ ἁ. ε 1 , 
να πρός τὴν προπρουμένηων πρὀτασιν, τιάντοτε ἀερᾳαδύτερον παντός αότω ἀθροίομα- 
ς Π [ , ον . 2 ἤ ' 1’ . νι 
το5, Όµοιως το συνολον τῶν κατω) αΘροισμάταν Φρασσεται ανω, ὁιοτι ἕνα. 
ε »ε -” π ͵ 3 , : ι ͵ 
Ἡαπτω αΘροισµα εἶναι τάντοτε µίιάροτερον, µατα τὴν προπγουµενην πρὀτασιν παν- 
, 2. . , ' κ Ρα ͵ μα. , 
τος ἄν) ἀδροίσματος, Ὀθεν τὸ σὐνοᾷον τῶν ανω ἀδροισικάτων τῆς ὁ (Χ,ὴ), συμφω- 


νως πρὸς των Προτασιν π-5-ἲ, Τόμος 1, σελ 886. Ἐχει ἕνα αατώτερον πέρας καί το 


σύνοᾶον τών αάτω) ἁὁροισμάτώων, συμφώνως πρὸς τὸ Αξίωίια Ι-5-! Ἰόμος Ἱ, σε1ᾖ.88, 
Έχει ἕνα ἀνώτερου πέρας. Δυνώμεθαι λοιπόν νι Οέσεωμεν: 
ὔ ή 9” (9) ααὶ Ἱ- σαρ 5. (9) (1). 
Οἱ αριόμοι Τ μαὶ Ἱ ααβοῦνται ἀντιστοίχω» ἂνω καί ιεάτω ὁσοιιζῤρευκαα τοῦ Λαγ- 


” πι 3 ῃ ἤ 
ῥοακ αντιοτοικοὺν ειςτηων συναρττσιν ὅ(κ,ν). 


Πρότασις Ἱ- 3-3 Διά το αάτω μαὶ ἄνω ὁἠσαλήθωμα τοῦ Ῥατῦδοικχ Ισχύει }-ετ. 
Ἀποδειξις: Έστω ὅτι 1 » Τ΄ τότε ὑπάρχει ἓν Ε20 τοιοῦτον, ὥστενα ἔχωμεν: 
1-73ε2λο Ὁ ε-(Ἱ-Ί)ςο ελ. 


Π , ῃ ΄ ς . - ᾱἩ Π , 1 ς |! 
Ἔξ ἂἄλλου,συµφάκκως προς τον Ορισµον τοῦ ἀνωτέρου ικαὶ υατωτρου πἐέρατος υπαρ- 


χει ἕνα ἄνω ἄθροισμα Θ' (ώ,) ααὶ ἕνα μἀτω ἄδροισμα Θικ(ώ,) εἰς τρόπον ὥστε νά ἕ- 
χωμεν: 
οἱϐ)-ὸς« Σ ιιαὶ 7-Θι(ά)«δ- (9). | 
Εμ τῶν σαέσεων (3) Δαμθάνομεν: , 
΄60:)- Θ, (09) (1-1)ε «) 
Λλόνω δὲ τῶν σκεσεώὠν (31) μαὶ (4) Έχομεν: 
ο 6 )- Β,ὥι πε-(7-7)«ο (5). 


Τὸ τεδευταῖον συµπερασµα εἶναι ἄτοπον, ὁώτι ἀντιθαϊνει πρὀς τν Ππρότασιν 


3 


πι --3ᾱ-ὃ. (ὗτις ἂέψει ὅτι κάδε ἄνω ἄθροισμα τῆς ό(χ,ὴ) εἶναι µεγαλύτερον παν- 
τὸς αἁτω ἀθροίϊσματος). 
9 "Εστω µία ὁιαμέρισις ὅ) τοῦ πωρίου α εἰς τετραµωνισυµα χωρία «ς µε ἀντίστοι- 
πα σύνορα. Η ἕνωσις Ι. τῶν συνόρων ἰ, ὁλών τῶν στοιχείων «αι, τὴς ὁ θὰ ἁαλῆται 
σύνορον τς διαµερίσεως Φ, ὅπλ. Εἶναι Εξ ὁρισμοῦ: 
ιτ Ες. 

τά σύνορα |, ἔχουν ἐμθαδόν μηδενιιὸν ὁιά πάδε Φιαμἑρισιν τοῦ κυρίου ( εἰς 
τετραγμωνίσυµα χωρία ᾱρ. Συνετῶς ιαὶ τὸ σύνορον |. τῆς Φιαμερισειως όν, ὧς ἕνωσις 
πεπερασµένου τιάήδους συνὀρων Εχοντων μηόενιμὸν ἐμθαδόν, ει ἔχη µΏδενι- 
πον ἐμθαδὸν. ιν 

Ἐπί πᾶέον τὸ σύνορον Ι., ὧΣ πεπερασμένη ἕνωσις μβειστῶν συνόλων, εἶναι 


μ.ειστον συνοᾶον. 


Λπμμα ἹἹ- 8-1. (}σαγροικ). Ίο ἄνω ὁβοιβήύρωμα } (ἀντ. μάτω ὁλοιἍτὶ - 
θωμµα ) εἶναι τὸ ὅριον τῶν ἄνω (ἀντ µάτω) ἀθροιομάτων τοῦ ΊλαγΏοικκ ικα-- 
θώς } -»0. 

ὃπλ. ἹἹ- θίτη - Μ, Δ5ρ (ἀντ.- Εἶπη Σ πι). (οπου Τ παριστᾶ τὴν µεχίσοην 


η-ναο 
Ότο ὅ5ι Ῥ ο ον: 


τῶν Φιαµετρων ὃ(α) τῶν στοικειών ς;, τῶς διαμερίσεω» Φ τοῦ χωρὶου 6). 


"Ἀπόδειξις: Συμφώνως πρὸς τὸν ὀρισμον τοῦ ἄνιυ ὁλοιιἈτιριυματόὸς 7 διὰ ααιδε 
ε2Ο ὑπάρχει µία διαμὲρισις ϐ" τοῦ α ποιαὺτῃ, ὥστε το ἀντὶστοιχον ἄνω 
άθροισμα νά πᾶτπροι τῶν σχέσιν : 
ος δ"(4")- Τςε, 

᾿Επιλωθίδομεν τὸ σύνορον | τῆς διαμερίσεως «Φ' εντὸς ενός ποᾶυχωνιιοῦ σκη- 
µατος Φιτο ὁποῖον να ἔχη Εμθαόον µιαρότερον τοῦ τες . Ένδα πιο ΙΣαιφ)|, εἰς τρὸ- 
πον, ὥστε τὸ Ι’ νὰ μὴν ἔτι αοινὰ σημµεῖα μετὸ τῷ» θυμό τρου τοῦ ποᾶυγωνι- 
μοῦ σχηµατος (6λ.Σς.. 1). 

Τὸ σύνορον | καὶ τὸ σύνορον τοῦ ποδΔυχγωνιαοῦ σχὴ- 
µατος ϱ εἶναι όὺο αᾶειστα ιαὶ Φραμμένα σὑνοᾶα µη 


2/ « - -- ' ι ε 
Έχοντα μοινα σπµεία,συνεπς, συμµφώνως προςστο 


ον 


ς2 
ορ 
-ν 


θεώροµα Ἱπ-ο-ί, ἡ ἀποστασις αὐτῶν εἶναι ἕνας δε- 


τιιός ἀριὸμός ἔσιτω α”-θ. Ηδη ἃς Φεωρπσ. μεν 


Σκ. { 


Π 7 ͵ ( - « - ς ! 
μίαν αὐθαίρετον ὁιαμέρισιν ὦ τοῦ χωρίου (4, τῆς ὁποί -- 
. - Π . - ῇ μα ᾽ ' υ 
ας το στοιχεῖα δᾳ τὰ παριστῶμεν διὰ τοῦ , καὶ τοιαύττιν ὧστε Τα. 
μόη ς . η [ ἰδ. Π μ. [ ας δ . Φ Φ : 
Όπαρχει µία προφανΏς ιόωτης τῶν στοιχείων «, τῆς διαµερισεωςςΦ, Πτοι: 
ῃ . δ ή . Π ον ͵ Π Ἂς .. 
Ἔαν ᾱ, ααι Ι. ἔχουν τουλάχιστον ἕνα αοινὸν σημεῖον, τότε τὸ στοιχεῖον ᾱρ μεῖται 
ο ο αμ ο μα οικου ων υμο κ σιαλγο κο οι ἠνὉνο κακά πω οσεα αιομηὐπώεοκιος κ έκα -----ὔ-- 
3 ς .. 2 . ὁὸ ἵ ; - - ῃ : : έ - 
εδ οἈοιμᾶτιρου εἰς τὸ ξσωτεριιιόν τοῦ πολυμωνιμοῦ χωριου ϐ. Τὸ ἔσαπεριμον τοῦ πο- 
ο 9. » , - {͵ μ ι ο -- ας. 
Δυνωνιασῦ χωριου εἰς το Σχ Ί εἶναι τὸ γραμμµοσιαιασ9οξεν. Τὰ στοιχεῖα (τῆς διαµε- 
Π πο 4 ῃ , [ - ος - 
Ρισεως ὢ τὰ ανπιοντα εἰς τὸ ἐσωτεριικὀν τοῦ πολυγωνιιαοῦ χωρίου καβαῦνται σι- 
ναριαιιά στοιχεῖα τῆς ὁιαμερἰσειως «Φ. 
ν Γ ω ' ' α « ον οι 
Εἰς την περίπτωσιν ὅπου ὑτάρχουν στοιχεῖα τῆς ὁιαμερίσεως ὦ τοιαῦτα, ὥστε 
- , δε, « « « - - , εν 
ἕνα τµήµα αὐτῶν ἀνήαει εἶς τὸ ἔσωτεριιον τοῦ πολυγωνιιοῦ χωρίου ααιὶ ενα, 


ἂλλο εἰς τὸ Εξωτεριικὸν αὐτοῦ, τοτε θεωροῦμεν τῶν διαµέρισιν Φως ςώ, ὁπλ. τὴν. 


τομΏν πάντων τῶν στοιχειων τῆς ᾧ µετά τοῦ ϱ, ἡ ὦ, εἶναι ἀεπτοτέρα τῆς ὅ. 
Κατ αὐτὸν τον τρόπον πάντα τὰ στοιχεῖα τῆς Φδιαμερίσειως «(η τὴς «δι) ὂὰἱ εἶναι συ- 
᾽ . ' ͵ π ' [ ι Π ς 2 { - 
νοριαιµα μαὶ µη συνοριαινια͵ τὰ ὀευτερα δὲ ὃᾳ τὰ καλοῦμιεν ἐσωτερικα στοιχεία 
της διαμερίσεως ο. 
Κάδε ἔσωτεριιιον στοιχεῖον ἃχὰ περιέχεται Ὑντισίως εἰ5 ἕνα, στοιχεῖον τῆς δια- 
Π Π . ; η Π ι 2 εν ς ; Π - ὃ 
µερίσεως Φ) ὁιότι ἓν Εναντία περιπτώσει Εάν τεμνετο ὑπό ὁυο στοιχείων ττς 
, . ο ε στ [ - Π ἁ , .. τ Ξ - , 
τότε δὰ ετέεµνετο ιαὶ ὑπο τοῦ συνόρου /", ἦτοι δὰ ἧτο συνοριαιιον στοιχεῖον͵ ὁ- 
περ ἄτοπον. 
. 1 ο, 3 ͵ , ͵ -- ͵ ΄ 
Ἴδη δά δείξωµεν οτι διὰ ιιάθε διαμέριαιν ὦ µε Ό«α ἀντιστοιχεῖ ἕνα ἄνω ᾱ- 
κ κ τ ας να τά ξ . 
ὃροισμα 9 (6) μὲ διαφορὰ ἀπο τὸ 7 µιαρότερον τοῦ 6, Διὰ να δείξωµεν αυ- 
{ ' { ὓι 1 ῶ , 5 { . 
το χωρίδοµεν το ἄθροισμα «9 (6) εἰς δύο οµαιδας Ορων: 
ο] 
3 / / ΄ 4 
9/(8)-ὸ Μ,Δ5ρ- 2 ΜρΔ5 2 Μ,Δ5, 
ση 
α ς Ἡ “7 ῃ }λ} ν - 1 - , -- 
ὅπου Ἡ ἄθροιοις Σ΄ ἐπεωτείνεται ἐᾳ οἆων τῶν εσωτεριμὼν στοιχείων τῆς δια- 
ῃ 4: » ν . “ - -- . --. . 
µερίσεως μαί τἱ Σ΄” επεωτεινεται ες οἆων τῶν συνοριαικῶν στοιχείων. τῆς «ἁαμερωσαις. 
Π ι ( Π ο 3 Ἡ ᾽ ' . 9 π ᾿ 
Ἂς ὑποβορίσωμεν δω πωριστα ἕλκαστον τῶν ἂνωτερω αΘροισµάτων. Τὁ ἀντίοτοικον 
ώ. μ ; : -” / 4 ε ο 5. π ι ν ᾱ 
σνῶτερον περας Μρ δεν είναι μεγαάνυτερον απο το ανώτερον περας «ὐν τιμων 
ος { . 4 ωρ κὲ ' εξ 4 ϕ 
τῆς { (κ), ὑποθέτοντες τοῦτο ἐπί τοῦ ἰδίου στοιχείου τής διαμερίσεως 68. 
[αι - α] η ./ , 
Ενευα των ανώτερω έπεται οτι ' 
.. η / κ 
ΣΣ ΜνΔΣρΞς 5. (). 
Επὶ πᾶξον ἔχομεν τὴν τπροφανήν ἀνισότητα. 


[Μ, | -- Μςσωρ|ὁ (ιν) | δί ὅλα τα ρ. 
αμλεά 


υαν 5΄Δα, κεμθθς 
Συνετιὼ5: Σ"Μ,δ5, α-έκ Μπ-τ- 


ο. « ... / ια ” ΄ δις ε -τ 
0δεν,  (ϐ)-Σ΄Μ, ΔΝ 2 Μ/Δ5 «9 (ὂ) νο -37νε. 
ἘἛα τᾷς τεβευταϊας ἀνισότητος ἔτεται τὸ συμπέρασμα. . ἱ 
Δια τὸ παάτω ἄδροισμα δά ἔχώµεν ὑαταναλορίαν: 


τες δι (ὁ) 


θεώρτµα πΠ-- 9::, Ἡ ἵκανη μαἱ ἀναριαία συνδηµπι, ἵνα, Ἡ ουναρτησι5 όω )ὠ: 


Ρρισµενη ἐπὶ τοῦ τετραχωνισίµσου πωρὶου ἄ, εἶναι ὁλοιᾶπρώσιμος ἔπί το «εἶναι ὅκι 


μάθε Ε2Ο νὰ υπαρχη μία ὄιαμερισιςὅ τοῦ: υρίου α τοιαύτη, ὥστε τὰ ἀδροίσματα 


τοῦ Ῥαγβοιικ τὰ ἀντιστοικοῦντα εἰς αὗτιν ττιν όιαμρισιν να υαανοποιοῦν των σχε- 


9 (ϱ)- ο (8)ς«ε. 


Ἀποδειξις: ( Ἀναχικαϊον) Ἔσιω ὅτι πι (αι) εἶναι ὁάοματπρωσιμος ἐπὶ τοῦ ἄ καί 
ἔσιω 1 τὸ ὁλομάπρωμα ταυτης Επι τοῦ ς. Συμφώνως προς τὸν ὁριαμιών τοῦ ὄρυου 
τῶν ἀθροισματων τοῦ ΦίετηαπηΏ διά μάθε {2Ο ὑπάρπχει ὁ (Ε) τοιοῦτον, ὥστε 
διά αάδε διαµερισιν ὤ µέὲ Ὁ « ὃ(ε) ἡ ἀνισότης 

αν. Σ σ(ΕρΠπι)δς|- 5 (8) 
νά (1 νοποίηται, ἀνε ξαρτῤτως της ἐαᾶογῆς τῶν [πο Επὶ τῶν στοιχείων κ 
τησ οκαμερίσεως ὤν. 

Ἐε ἄβᾶου, Επειδή τὸ ἀδροισμειτοῦ Βἰοπιαπη τῆς Φ(κιν) επὶ τοῦ ἄ εἶναι μιαρότερον 
"ποῦ ἀντιστοίχου ἄνω ἀθροίσματος τὴς } ιαὶ μεχαβύτερον τοῦ ἀντιοτοϊχου ιιάτω 
ἀδροισμωτος ταύττις͵ διά ττιν δοδεῖσαν διαμερισιν ὢ µε ὃὉς ὅὃ ῥυναμεζα ναξ- 
πιῶέξωμεν τα στμεῖα (ξ5,πι͵) ιαὶ (Έτ) ἐπὶ τῶν στοιχείων ᾱ, τὴς 6θ εἰς τρόπον, 


ὥστε νἁ ἰοχύουν αἱ ἀνισότιπες : 
4 σ σ ε 
π ἐν. ε : “ πμ τὰ 
Ὄ ὤ- . (δρ, 1ο) δις κα, μ { (ρ τρ) Δςρ- ο (Θ)- 4 (2) 
Ξ ρ- 
Ἐϊι τῶν σχεσεων (2 ἄαμθάνομεν: 


9 ϐ) - κκ | 16, ὸ Δ5 ο Ε(δητι πο) Αρ |. (5) 


β.: 


᾿Εξαλλου, λόγω τις (1), ἔχομεν: 


| Σο Α5ρ- 2 4ίΕ,πό) Δδρ|Ξ| (5-2 (Επ) Δ5)-(1-Σ (Ες) Α5.|Ξ 
τε ρτς ετη ρε, 


-[1- 


.. 


.ὁ (ὄριπς) Αν [..| Ίο Φ (Εξ πῇ) δδς πα να-ᾱ- «) 


ετι 
“Ἡ (3), δόρω τῆς (4), δίδει : 


ϱ6)- Θ, ώς ἒκξ - 


Ἴμανον: Ἔσιω ὅτι ὁιά αάθε Ε2Ο0 ὑπάρκχει µία ὁιαμερισις «ὺ τοιαύτη ὥστε 
Θ(9)- Θιε(ώ)ςε. 

Ἐιι τοῦ ὁρισμοῦ τοῦ ἄνω ιιαὶ πάτω ὁΛοικἈπρωματος ἔχομεν: ὃς 9(Φ) ααὶ 
5-19 (ώ). Συνεπώς ο- Ἱ-π« ο”(ὦ)- Θ(ὢ)ς«ε διὰ ααάδεε-γο. 

Ἆρα σ.σ. | 
Ἴμδη ἄς παραστήσωµεν διὰ τοῦ Ἱ Ὅἷν ἁοινήν τιμήν τῶν 3 μαὶ Ἱ. Ἐν συνεχεία 
ὃα δείξωµεν ὅτι τὸ 7 εἶναι τὸ ὅριον τῶν ἀδροισμάτων τοῦ Βίθπιαητι ὅπουτο 2 --νο, 
όπλ.τὸ διπᾶουν ὁἀοιἈλρωμα τῆς ὁ (κιυ) Επὶ τοῦ χωρίου ᾱ. Προι τούτοις, συμφώ- 
νως πρὀς το Λημμα τοῦ Ραγροιµκ,τό ]Ξ ζἶπῃ Σ ΜρΔ 5,5 Είπα πρ ΔΌρ 

ΣΕ ἄλλου εἶναι: ση ἳ πα 

πι το δ (Ερ,τιϱ) Δ5ρ ε Σο λα δι ὅπου (Εξ; πρ) 6 αρ. Λλαμθα- 
γοντες τὰ ὁρια τῆς διπᾶ ῆς Ανα ερςς (5) µὲ π]ου μαι Ό-νε0ο ααί ἐπειόη τὰ 
ὁραα τῶν δὺο ἄιιρων εἶναι ἴσα προς 3, ἔπεται ὅτι ααὶ τὸ - ὸ δίξω ε) Δ5ρ52 (6). 


Ἀλᾶὰ το ἀριστερόν μελος τῆς (6) εἶναι το ῄ {(αυ)ακαυ, Ὅδευ: τι ἥ Ἰσμ)αχάν. 


6 4. ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΙΜΟΙ ΣΥΜΑΡΤΗΣΕΙΣ 


Ἐφαρμοσοντες τὸ θεώρτιµα Ἱ- 3-! δά ξξετάσωμεν ἀμοᾶουθδως τὴν ὁὐοιἂτπ- 
θώσιμοτητα ὡὠρισμενῶων σπουδαίων πατηχοριῶν συναρτήσεων, αἱ ὁποῖαι ἐμφανί- 


εονται εἰς τὰ» ὁιαφόρους ἐφαρμοχᾶὰς. 


: : νο 
θεώρημα σα -- 4 --4 Καθε. συνεκχτι5 συναρτησις ὁ 09) ὠφισμένη επι 
ι . 3 στ] ς ' 3 . -- 
ἑνός αδειστοῦ ιαὶ Φραμμένου χωρίου « είναι ῥλομᾶπρωσιμος ἔπαυτοῦ. 
μ) , ι - « 2 ͵ - . ῃ ' 4 
Αποζειξις: Ἡ Ε(κι) είναι συνεχἠς Επί τοῦ αᾶειστοῦ ααὶ Φραγµενου χωριου  ὕκι- 
᾿ -- ο . [ πα ᾽ - ο η ' με 
Γπά, συνεπειαν ὃα εἶναι ἅασι Ομαᾷᾶως συνεχΏως ἔπ ιχὐτοῦ, πτοι: διά αάδε ΕγΟ υ- 
πάρχει ἀριδμός δ(ε)»50 τοιοῦτος, ὥστε ἄν θεωρήσωμεν ὁύο τυχοντα σημµεῖα Μι(Χιν) 
ς Π ν  ὸ, 
υσί Μ. (κ, 0.) τοιαῦτα ὥστε: | Μι. Μ./ -[ία,-χιὸ 3 ο. δε) νὰ ἔχωμεν: 
3 μ --- 
ὃς πλ ως Ἐν ος. 19 ἐμέκκλον οὐ Ἡ. 
- (σεν 1) ὁ (ανν Ἡ) τπτ ολων : ε 
ἤ 


"μόπι πωρίδοµεν τὸ .«ωρν 4 όιαι µιας ὁισ]μερισεως 6 τοιαυτι]: ωστε Όπς ὅ(ε). 


Ἐφ Ἐμέκστου τῶν πωρίων 6, Όα ἔχωμεν δια την δίιν) Δογωτῶς ὁμααῆς συνεχείας: 
μ(υνι) -ᾱ (9) | δε διὰ μάθε 5εῦχος σημείων (3.9), (ακ. 1) παρα αρ. 


Συνεπῶὼς δάὰ ... δυο στιμεῖ», (νοι”.), (ας, τοῦ 6ρ δια τὰ ὁποια Όα Ἰσκέκι: 
4 (Χο ,)-ὁ (κό) νο) Μ κ δνς 


Ὅδεν: 9 (2)- 8. (ϐ)- να. ρΔ ρ- ο πο Δ5ρ «0, τη) Δρ «-ς.' ο λδρνς  δ-δ. 


Συμφώνως. ἀοιπόν, πρός τὸ Ῥεώρτιμα Ἠ-- 3-1 ἡ 4 (ΧΜ) εἶναι οβοιιάβτιρώσιμος. 


η , ε 3: - ͵ 3 , 6 
θεώρημα σι- 4-2, Εάν µία συνάρτησις { (χιὴ) εἶναι φραγμέντι Ἐπὶ ἑνός ιᾶει- 
σιοῦ μαὶ Φραμµένου χωφρἰου 4 ἀαὶ εἶναι συνεχΏις πανιοῦ ἐπὶ τοῦ ᾱ, Φυνατὸν ιός. 


ς , ' η. οφ - έ 1 -- « ’ . 3 κ -- 
ενος συνολου μηόενιιμοῦ θμιθαδοῦ,τοτε Ὁη συνὰρτΏωσις εἶναι ὁάοιβπρωώσίμος ἐπί τοῦ(α. 


΄Αποδειξις: ἘΕ ὑποδεσεως ἡ {(κ,ὐ) εἶναι φραγμενΏ ἐπί τοῦ 4 αὐτὸ σηµαίνει ὅτι 
ὑπάρχει µίω σιαθερὰ Κ}0 τοιαύτη, ὥστε νὰ ἔχωμεν 
(αι) -« κ δια μάδε (χ,η) ε6 Εγιλωθίδοµεν τὸ σὺύνο- υ 
ἃον Επὶ τοῦ ὁποιου ἡ συνάρτησις εἶναι ἀσυνεχὴς ἐντό» 
ἑνός ποδυγωνιιοῦ σχΏματος ϱ ἐμθαδοῦ μιαροτἐρουτοῦ 
ς, εἰς τρόπον ὥστε το συνοᾶον ὅπου τι ὁ (ιν) εὖναι ασυ- 
νεχΏς νὰ περιξχεται γνησίως εντός τοῦ ποδυγωνιιοῦ 
σχΏματος (θλ.σχ.1). Παριστῶμεν διὰ τοῦ ἅ τό μερος Σκ.ἡ 
τοῦ χωρίου ἄ τὸ μή εἰσερχόμενον εἰς τὸ ἔσωτεριιόν τοῦ Φ. Τὰ συνοριαωα σωµεῖα 
τοῦ ποϊβυγωνιιωοῦ σχΏµατος Οϱ, τὰ οποῖα ἀνηπμουν εἰς το α αεῖνται ἐπὶ τοῦ ᾱ, συνε- 
πώς τό ἄ εἶναι αδβειστὸν. Επειότι ᾖ 4 (Χ,ὴ) εἶναι συνεχης εἰς τὸ ιᾶειστόν ιιαὶ Φραρ- 
µενον σύνοᾶου ᾱ θα εἶναι μαι ὁμαδῶς συνεχής ἔτι αὐτοῦ. 

Ὅθεν, ὅπως εδειχὸπ πιατὰ την ἀπόδειξιν τοῦ πρσηγουµενου θεωρήματος οδιάἁ ,αδε 
ε»ο ὑπάρχει ἀριδμός δ(ε) 2Ο τοιοῦτος ὥστε Ἐὰν θεωχσήσωμεν μίαν διαμέρισιν 
ῷ τοῦ χωρίου ἅ µε Ὁ-ς δ(ε),ὲᾳ ξιάστου στοιχείου ςᾱ, τῆς ἓν όρω Φιαμερίσεως, 
νὰ ἔχωώμεν, ὀνθών) σπα τιν) ΞΜρ-Τηρπε -ἲς, ὅπου 5 εἶναι τὸ ἐμθαδὸν τοῦ. 
᾿Ἠδη θεωροῦμεν τὴν διαμέρισιν ᾧ τοῦ ᾷ τῆς ὅποίας τὸ τρῶτον στοικεῖζον 


ς, συµπ!πτει μὲ τὸ ϱ τὰ δε ἄλλα στοιχεῖα εἶναι τὰ στοιχεῖα τῆς ἀνωτέρω ὂε- 


ὠφρηθείστις ὁιαμερίσεως Επὶ τοῦ ὃ .Ὑποβορίδομεν ἠόπ τὴν Φιαφοράν 


τι 
ϱ)(ϐ) - Θ, (6) ΜιΔ5,-πω,Δ 8, ΣΣ (Μρ-πιρ) Δ8ρ 


5. 


οὕτω ϐ:(Φ)- Θ,(Φ)-«ε διά αάθεε-»ο. Συμφὠνως λοιπόν πρὸς το θεώ- 
ϱΏημα π-Ά-ί ἡ (αι) δὰ εἶναι ὁδλοικἀτρώσιμος. 


65. ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΕΡΜΗΜΕΙΑ ΊΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ { ὁ(αω)άχαάυ. 
' 4 


5 θεωρησωµεν τὴν Ἐπιφάνειαν εἰς το σύστημα. 
τῶν αξόνων 0χυΣἡ ὁποία ἔχει εξίσωσιν Ζ-{ᾳ,)Ξ-0 
ὑποδετοντες τὴν συνάρτησιν 4(α)) συνεχη ἐπὶ ἑνὸς 
πεδίου μεταθοᾶΏς τῶν απ υαἱ . θεωροῦμεν τὸ πρι- 
σματιιιὀν στερεον τὸ ὁποῖον ὁρίδεταιι: α) Ἀπο ἕνα 
τμῆμα Ε τῆς ἀνωτερω Ἐπιφανείας, ϐ) Ἀτιό τὲν προ- 
θοᾷην ά αὐτοῦ τοῦ τµΏµατος ἐπί τοῦ ἔπιπέδου τῶν 
ἀξόνων οχὴ υαὶ γ) Ἀπὸ τὴν ιχκυλινδριιὴν ἔπιφὰ- 
νειαν ποὺ τροθᾶδλλει τὸ περἱχραµµα τοῦ τμΏµατος 
Ε τής ἔπιφανείας εἰς τὸ σύνορον τοῦ « ἐπιτοῦ ἕ- 
πιπέδου οκ (6λ. Σα.) 'Ἠότπ προτιθεµεδα νὰ ὁρἰ- 


σώμεν τον ὅγικον τοῦ ἀνωτερω στερεσῦ.Πρόστού- 
τοις θεωροῦμεν μµἰαν ὁιαμεφισιν ᾧ τοῦ χωρίου α ὑπο εὐθειῶν παραὀδῥᾷων πρός 
τοὺς ἄξονας 9Χχ,οἱ μαί ἔφ ἑαάστου στοιχείου (ὀρθορωνίου) ᾱ, αὐτῆς ἃαμ- 
ϐθάνομεν ἕνα τυχόν στημεῖον (ἔ,,ηκ) ααί Ἀαολούθως σχηματὶδοµεν τὸ ἄθροι- 
σμα: . 

6.-ὸ ὁ (ἔρ Πε) Δ5ς (1) 


ς (5, 
ὅπου Δ5, εἶναι τὸ ἐμθαδόν τοῦ ὀρθομωνίου «ρ. 


Προφανῶς τὸ ἀνωτερω ἄδροισμα γεωμετριἀὦς παριστᾶ ἕνα ἄθροισμα ὀγ- 
ων ὀρδογωνίων παραλληΔεπιπἐέδων. Πράγματι, τὸ ὁ(Ε,ηκ) Δ5, παριστᾶ τὸν ὄγ- 
μον ( ἕνωστο δι τῶς στοιχειώδους Γεωμετρίαις) τοῦ ὀρδομωνίου παραλΆτιλε- 
ΠΙπΈδου μέ θάσιν ἕνα ὀρθορώνιον ἐμθαδοῦ Δ5, μαι ῦψος ἴσον πρὸς τών τιµτιν 

Φ (Ες. Πρ) 
Ἔστω ἠδη τὸ π]αο συγχρόνως δὲ ιμαί τὸ }--»Ο, τότε ὑπάρχει τὸ 


μα) 
θίπη ) 4(ἔ, ας) Δ8, Ἰὰαὶ Εξ ὁρισμοῦ τα βεῖται ὄρμος Υ τοῦ ἀνωτέρω πφρισµα- 
η νοο ο. ο θῬὐ Γὐ“ὐῬ συ ------------ ----- Απόμνών, 
ρ-ο θ5) 


τιιοῦ στερεοῦ. Ἐξ ἆλλου τὸ ἀνωτέρω ὅριον εἶναι τὸ ψ δ ζα, σης 


Ἆρα ῃ] ὄνμος τοῦ του ἂνωτερω στερεοῦ εἶναι κ δα, άταν (2) 


8 6. ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ Του δΙΠΛΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ 


ν ..) ! - - ς ι - : } Β , 
Αὲ θασιναι ἰόιότητες τοῦ ὀιπλοῦ ολσουβωρωματος εἶναι τελείωώ5 ἀνλλοχοι µε 
: ΄ « . ͵ αν ς , κ. , υ - 
τάς ἀντιστοϊίχους ἰφιότητας τοῦ ὠρισμενου ὁλοιβηρώματος συναρτήσεως μιᾶς 
3 ῃ - . όν [ ή υ ο - . Π [ « , 
ἀνεξαρτητου µεταθλητής, Δια τοῦτο 9ὰ ἄναφεκωµεν απᾶῶς αυτὰς χωρις νὰ ῥώ- 


σωώμµεν τὰς ἀποδείξδει5 των. 


1. Εὰν αἱ συναρτησεις ᾖ, (αι) μαὶ {ι(α.ν) εἶναι ὁῥᾷοιβηρώσιμοι ἔπὶ τοῦχωρίου σα, 
τότε ιαἰ ἡ συνάρτησις 6, ὁ, (κ) ΟιΔι(α,4), ὅπου Οι, Οι πυχόντες πραγφματιασί 
αριθμοί, είναι ἐπίσως ὁᾷομ ἂπρώσιμος επἰ τοῦ α μαί Ἰσχύει: 


ῄ ος δι (αι) εονοι (αν) Ἱ αἀχαάν-- οι ῄ ᾱι(α,υ)άχσόηκ οι { {(α,η)άκαυ. 
ᾱ α ἴα | 


. .. -- τι 
Ει τῆς ἀνωτερω ἰόιοτητος ουναγεται οτι 


Τό αύνολον τῶν ὁᾷάοιᾶτπρωσιμων ουναρτησεων επί τοῦ 4 ἀποτεᾶεῖ ἕναν ώιανυσμα- 


τι κον χώρον. 


Ἱα. Ἐὰν όιὰ τήν ὁἠομᾶηρώσιμον συνάρτησιν ὁ (α, 9) ἐπὶ τοῦ χωρίου  ἰσχυη ὁ(1,9)3:0, 


οτε 4 εἰλ εἶναι ἅαι ταν ψέα, νυν) ἀχάυ 5-Ο. 


Συνέπεια τώς ἀνωτεέρω ἰδιοτητος εἶναι. ὃτ. 


ο ς - ο. ' , ! ͵ ον 
1ρ. Ἐάν αἱ (αν) μαι ὁ, (αι) εἶναι ὁλομθηπρώσιμοι ἐπὶ του χωρίου α μαι εἶναι 


ὃν (9) 5 δι 0 9), τοτε Όὰ εἶναι ικαὶ ᾖό,(αιψ)άκαν τς [{4,αν)άκαμ. 
|] [ο ι 


Ἱ. Εἶναι | { Φ(χ,0) αχάιι | Ἔ [1 ζαιν)|άχαν. 
ὁ 6 
ἶσ. εάν ναι εἶναι ἡάω, ἡ)αχαάυΞ-ο μαί Ἡ Ἡ (κ) είναι μα ἀρνητιιήι τότε η 4, ν)Ξο 
δια αάδε η «6, εμιός ἔνοδσυνολου μτιδενικοῦ παέαδου. 


σ. Ἔστω «’ ἓν ἐσώτεριμον χωρίον τοῦ ς, Ἐὰν ἡ ὅ (αν) εἶναι συνεχγὶς ἔπι τοῦ α 
ααί ἐὰν ή Σαιν) ἄχάυ-ο ια νιέιθε χωρὶον «’ τότε ἡ 6 (ιν) εἶναι µηδεν εἰσιαδε 
στιμ.εῖον τοῦ ᾱ. | 
πράγματι, Εάν ἡ (κιν) Άτο Ὀετιικὴ εἰς ἕνα στιαεῖον Μ, τότε 94 ὑπῆρκεν µία περιοχύ 

4’ περιέκουσα το σημµεῖου Μ ἐντός τῆς ὁποίας, ἕνεια τῆς συνεπείς. τῆς ὅ (κιν), ἡ 


4 (αν) θά ἦτο θετιαἡ τότε τὸ οἈοιδήρωμα ῄ 4 (αιψ)ἀχάν δὲν θά Ὥτο μηδέν, ὅπερ 
ῤ 


ἄτοπον. 


(π) εω Ἐαν ζ, μαὶ 6, εἶναι όυο χωρία τοιαῦτα, ὥστε αµια,- Ὀ, Ένδα τὸ ἐμβαδόν τοῦ 
Ὀ εἶναι µηδενιµον ιαὶ α-6 Όςς τοτε ᾗἑααακάν: ο ... 


4ν 


π. Ἐν Ἡ τι κ, έΐναι 3: ὀβομβτρώσιμος διὶ τοῦ 4 ιιαί “αἱ ἔστα το ών, του μα 


ο ᾱ- Μ.9. ή 
α 


πι,  ρτο αρ ασε ας Ἔστω 3 συνεχής συναρτηοις ο πε του μ.Ἀειστοῦ 


Δάκχιστον σημεῖον (6, .. εα τσιοῦτον͵ ὡστε ᾗ (αι ἡ)αχαάι-5- ν, (ἐπ . ρα. πει πνη 


---------ονὋ 
τοῦ χωριου σα. 


Ἀπόδειξις: Εἶναι γνωστον, ὅτι τὸ ανώτερον πέρας Μ 1ιαὶ τὸ Ἱιατὠτερον πέρας τη. 


εἶναι αἱ τιµαὶ που Δαμθάνει ἡ συνεχὴς συνάρτησις εἶς υώποια σημεῖα τοῦ πε-. 


δίου ὁρισμοῦ τις. 3Α5 ὑποθέσωμεν ὅτι τὰς ἀνωτέρω τιμὰς ἀαμθάνει ἡ συνάρτη- 
σις εἶς τα στιμεῖα (αν 9) ται (α,υ.) ἀντιστοϊχως υαὶ τὰ ὁποῖα ὑποθέτομεν ὃτι 
αεῖϊνται εἰς τὸ ἔσωτεριμόὸν τοῦ χωρίου {. Ἐπειόη τὸ χωρίον α ὑπετέὃτι συνε- 
μτιλκὸν τὰ σηµεῖα ταῦτα δύνανται νὰ συνὀεθοῦν διά μιᾶς τεθλασμέντις γραµ- 
μῆς αειμένης ἔντός τοῦ ά. Ὥστε διά τὰ σοημεῖα («Χ,,ὺι) μαὶ (αχ. ὴι) τῆς τεθᾶα- 
σµένης γραμµῆς ἡ συνᾶρτησις ὁ-(α,ν) μαδίσταται ἴση πρὀς Μ ααίΐ πι ἀντιστοί- 
χὼς. Ἐπειότι όε ἡ (αι) εἶναι συνεχἠς υατὰ µῄωος αὐτῶς τῆς γραμµῆςὰ 
Δἀαμθάνη μαδὺ µε πάς τιμὰς Μ μαὶ τη ιαί πάσας τὰς ἐνδιαμέσους τοαύτας. 
Ὅθδεν όυνάμεδα νά εὕρωμεν ἔπ αὐτῆς τῆς ποβυγμωνιιῆς χραμμῆς ἕνα σημεῖον 
(ΕΒ,πι) τοιοῦτον ὥστε ὅϊ αὐτὸ ἡ συνἀάρπττσις νὰ ἄαμθάνῃ τῶν τιμήν -ς ᾗήαράκαν, 


ἤτοι ό (ξ,τι) πτ- Παιν) ἀχαφ. 
ϐ | 


επ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΟΥ ΔΙΠΛΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ 


Εἰς τὰς προΓχουμὲῖνας παραρρἀάφους Σόώσειμεν τὸν ὁρισικῶν τοῦ Φιπᾷοῦ Φᾷοκᾶτ- 
θώματος, τὰς θασιιἁς ἰδιότηπτας τούτου καθως ιιαὶ την ο υνοήικτι οΛσιαᾷτιρωσι- 
µότητος μιᾶς σναρτὠσεως, Απομένει ἤδτι νά µεδετσωμεν Ὅἡν µὲθοόδον ὑτο- 
Δοχισμοῦ τοῦ ὁλομβτιρώματος μιᾶς ὁᾷοιιᾶπρωσίμου συναρτήσεως. Πρός τούτοις 


διαιρίνοµεν ὁὺο δασιιάς περιπτώσεις ὡς πρός τὸ πεδίον ὁβοιιᾶτπρώσεως τῆς 
..σ 
συναρτήσεις, . ” 


1. Τὸ πεδίον τῆς ὁᾷοιιᾶτιρώσεως εἶναι ἕν ὀρθδομώνιον σκῆμα., 


θεώρημα σΠ-- ἆ-ι Ἔστωδτι η συνάρτησις ὁ (χ,υ) εἶναι ὡρισμέντ καί ὅᾷλο- 
πιλτπρώσιμος ἐπὶ τοῦ ὀρδονωνίοι: Ρ5{(1,ν): αξχςθιαί γης ὅ]. Ἐπὶ πᾷξον δε- 
πόµεθα ὅτι τὸ οἈοιδύριωμα τους [4(α)αι ὑπάρχει διά ιώδε α τοῦ διαστήµα- 
τὸς ας χ-θ. Τότεἰσχύουν τὰ τος 


ο κὸ ὅ- ἲ 
α) Τὸ ὅᾷομχήρωμα . αλ 4α-- | Ἡ { {(κν)αυ Ίαχ τό ὁποῖον χγράφομεν υαί 
.. η Ἶ 


: 8 ὅ 
ούτω [αι [ 4 (αυ)λαυ ὑπάρκει. 
.. ι] 


, 5 
ϱ) Ἐπί πᾶσον Ἐχομεν: { δαν) ἀχάν- , αχ | δ (αν) ἄν (θειῶρηµα αῶ Εωριω!). 
Ῥ - ἵ 


Ἀπόδειξις' θεωροῦμΕ» μίαν τυχοῦσαν  όιαμξέρισιν τοῦ Φιαστήκκατος [α,6], ἔ- 
σι απλο χιςχικ:- -χηξβ, ταὶ μίαν τυκοῦσαν όιαμέρισιν τοῦ ὁιαστη- 
µατος [5,51], ἔσιω τὴν Ὑπν «υι«Ό,ς.-- ψςςὅ, 

Ἐν τῶν στικείων τῆς πρώττς διαμερίσεως φέραμεν εὐθείας παροιλλήλους 
πρός τον ἄξονα ου ιαίΐ ἔα ους σημείων τῆς δευτέρας φεροµεν εὐθείασπα- 
ραᾷ ἁήλους πρός τὸν ἄξονα οκ. Οὕτω» 
ἔχομεν ἐπιτύχει μίαν ὁδιαμέρισιν 6 
τοῦ ὁοδέντος ὀρδορωνίου Ρ εἷς τὰ ὀρθο- 
γώνια δη απ ίσνη (6λ.Σκ.1). 


5, , ͵ , . 
Εστω Μι; μαί τη, τὸ ἂνωώτερον -αὶ πα. 


τώτερον πέρας τῶν τιμῶν τής {(α,) ἐπὶ 
- , . ε ’ 
τοῦ ὀρθογωνιου Ἡ,. Διὰ ἕνα σταδερον Σκ. 4 


Σιε[ΓΧι.ι,Χιῖ ααι ἕνα οἱοόήποτε Ὁε [νο νι] προφανώς θὰ ἔχωμεν : 


τη Ξε (Σιν) Μη 64) 
Ἓα της (1) προαύπτει: 


ω) 
πι, δη, «| Σ(ξυὐ)άνΞ μι δι, (2), Δύι5 σι νς. 
ον ι 
Ἓνεια τής ὑποδέσεως τὸ ὁδουᾶήρωμα (2) ὑπάρχει πάντοτε. 
Ἀθροίδοντες τὰς (2) ἀπὸ {Ξτ ἕως Πετω Δαμθάνομεν : 


τοι ωὸ η ο 
κ ο / (Ευωάν«Σ µλ ν 
| στι "νι 


4 αχ] 


αι) 6 πν : 
η Δι Ξ| δ(Εεινυ)αν Ξ » Μι; δν, (3. 
Γ] :Ξη 


ἀί 


Ποᾷ Δαπβασιάδοντες τὰς (3) ἐπὶ ΔΧι -αι-κι., μαὶ ἀδροίδοντες ἀπό ἱΞ { ἕως 


|.) 


ἴπτ ἄαμθάνομεν: 


ὃ Δαι τὸ πα δη, Ξ νὰ 1(Ει) Δχι «. δα: Σ Μι δυῃ 
ο] : .””..- 3 κ] 


5.4 


Ἡ ἔμφρασις Σ 7 (Σι) Δα, εἶναι τὸ ἄδροισμα τοῦ ΕἰθηπαπΏ τῆς συναρτήσεως 109, 
έπς ι 


τὰ δε 5 Δαι » πι ΔΗ; αὶ Σα: » Μι Δι; εἶναι τὸ άτω ιαὶ ἄνω αθροισµα 


.Ξ4 νι έπ1 


τοῦ Ώαγροιχ τὸ ἀντιστοιχκοῦν εἰς τὸ διπβοῦν ὀᾷομάπρωμα. 


Συνεπῶς: Όι(Φ) δα (ἔι)δχι ο () (4) 


ωξέ 
.. ο. 1 Π ε / Π Π .. 
ποδέτοντες Τιότ ὅτι τα ΑΧι μαι ΔΗ, τεινουν προς το μηδέν οταν πι] οο (ὁτιλ.τα 
4 1 τν ' πα ι Π . ᾽ ὴ - 5 ν αι 
ἑμβαδάὰ τῶν στοιχείων τῆς ὢ πεινουν πρὸς τὸ µπιδεν), ἕνεμα. τῆς υπἀρξεως τοῦ 


διπᾷοῦ ολοιδηρώματος | ἑαιμ)άκάν, Λόχω τῶς (4), δὰ Έκωμεν: 
παρ θκ (8) νι ο) - να... Εἶτη ὁ πίξοΔα, "{ τα)αχ (5) 
Ὅδεν ὑπάρχει τὸ µ σ (α) ἄχ. 


Επί πᾶξον, ἀόψω τῶν (5) Ἐχομεν: 


δ 
{ή ανακάν - [σωσα- [Τ [4 αφαν]ακ- (α. [βαφαν 
Β ον α ο 


Παρατηρήσεις {7. Ἐναλλάσσοντες τὰς µεταθᾶπτάς χ μαὶ 9 μαί ὑποδέτοντες ὃ- 
ς Π η) ι. ι ᾽ 4 ᾗ ϱ) Π 
τι τὸ ολομδήρωμα 3} (9) -| {(χυ)άκ ὑπαρχει Ἱαταήηχκομεν εἰ5 μίαν ανα Ίογον 
α 

σχεσιν τῆς µορφΏ 5: 

ὁ 4 . ὁ 
(Ηφακάν-}[ {εαν κ να ν)άα 

4 α γ α 


Ῥ 
2ε/ Μέ την ὑπόδεσιν ὅτι ςὉπάρασυν τὰ ὁἀουδηρώματα: 


ο(α)Ξ ραυὰν μαὶ })(.)5 } } (αν) αχ 
πράγμα που συμβαίνει ὅταν ἡ 4 (χι) εἶναι συνεχης εἰς το ορᾷοχώνιον Ρ ποτε όυ- 
| νάμεὂα νὰ πράψωμεν: 


5 6 
[1 αν)ακαν- [δμ{ αμάν» [ αν | φα)ακ. 
9 ἑὌ ι) 
ἥτοι ἐπιτρέπεται ἓν προιειµένω ἡ ἔναλλαγη τῶν δρίων ὁλομἀπρώσεως. 


ε 3 ’ : [ - , “ . ᾽ . Ν , 
Ἡ ἀνωτέρω όωαδιμασία μαδεῖται "ὁδοκδήρωσι5, ὕπο τὸ συµθολον τῶ» ὁλοιιληρωσεωΣ. 


80 "Εάν Μίαν)Ξ ... σ(υ), τότεδα ἔχώμεν : 


{ {(αὐ) οαχαυ- {αν [4 (α)σ(υ)αχΞ | σιυ)αυὺ ) ολλανε ι σακ]. (ννω] | 
ὃ 


1. . χωρίον τῆς δδοι Δηρώσεως εἶναι αμα μιπυλορραμιµον σχΏμα. 

θά ὑπολοχίσωμεν ἠδη τὸ διπᾶοῦν ὁἀοιᾶπρωμα ἐπί ἕνός χωρίου ᾖ) τοῦ οποἱου 
τὸ περἰρραωµµα Εἶναι παμπυλογραμµον σχΏιµα. 
Κατ ἀρχὰς περιοριδοµεδα εἰς τὴν ἁπᾶΏν περἰπτω- 
σιν ὅπου τὸ περἰχραμµα τοῦ Τ φράσσεται ὕπο 
Φύο συνεχῶν παμπυβων µε Εξισώσεις υ5Φ (ὰ) ιιαί 
υΞφ (Χ), ὁποῦ φι(α)ΞεΦ,(3) καὶ ὑπό τῶν παραλ- 
Δφλων πρός τὸν ἄξονα ον εὐθειῶν χ-α μαὶ χ-ϐ 


(81.Σχ. 2). Ἐπί πᾷξον ὑποὂετομεν ὅτι πᾶσα εὐδεία 


Σχ Ὁ 


παρα Λλᾶη Ίου προς Ὃν ἆξονα οι τεµνει τὸ ἓν Ἰόρω 


περίρραμμµα εἰς όυο τὸ τοβύ σημεῖα. Σχετικῶς ἰσχύει το κάτωθι θεώρημα: 


θεώρτιµα. πι- 3-2. "Ἔστω ὅτι ἡ συνάρτησις ὁ(α,ν) ἐἶναι ὠρισμένη "ααὶ Φᾷουδη- 


ρώσιμος ἐπί τοῦ ἀνωτέρω ὀρισθεντως χωρίου Ώ ιμαί ὅτι το ὁᾷοιιἂύρωμα. 
Φ,9 


ο (α)- 1] δ.αυ)άν ὑπάρκει διά ιάθε χε [α,θ]. Τότε ἰσχύουν τὰ αἀτωθδι͵ 
ες) 
6 φς) Φ(α) ' 
α) Το ὁ]ομίηρωμα ]α «ᾖα, αν, δηλ. τὸ ] Ἱδα υλάν]αα ὑπάρχει 


κ. Φ (2) α δι 52 


Ὁ Φα) 
ϐ) Ἐπί πᾶεον ἔπομεν : [ 4(κ,φ)αχαυ - | αχ | ξδ(αυ)λανυ. 


Ἀπόδειεις! θέτοµεν Υ- ππἰη Φ () πκαιὶ ὅΞτωαχ φ (κ) ικαιὶ ἓν συνεχεία. ἐγιλωθὶ- 
5οµεν τὸ χωρίον } ἐντὸς τοῦ ὀρθομωνίου Β, το ὁποῖον ὀρίδεται ὧς ἀκολόυθως: 
Ε-{(αν): αξχ-θιμαίύξσυς δ] 61. Σκ.}. θεωρούμεν ηόπ τῶν συναρτπσιν. Ε{χιν), 
τς  Ν) δια -αθοε (κιυ)εῬ 


.. ο ἃ . ι . ῤ 
Ώτις ὀρἱδεται ὡς εξης: Γίὰ 0/4 


ων ΑΦΕεΕνὈ. 


Ἡ συνάρτησις Ε{κιφ) εἶναι ὁἠοιἀπρώσιμος ἐπί τοῦ Β, διότι πὀτιροῖ τὰς υποθέσεις 
τοῦ τροηχουµένου θεωρήματος, Πράγματι, ἐπειόή αὐτη συμπίπτει μὲ τὴν ὁ 6 ) 
ἐπί τοῦ ΤΏ εἶναι ὁᾶοιι Ἀπρώσιμος Ἐπί τοῦ Ὦ. Εἶναι ἡ Εκ) δι ταυτότηρς ἴση πρός τό µµτο- 
δὲν Επί τοῦ Ρ95Ρ, συνεπῶς ὁλοιζτιρώσιμος ααίἱ ἐπὶ τοῦ 53}. Συμφώνως δὲ πρὸς 


την ἰόιοτητα Ἡτ, δ6 υαί Ἐπειόω τὸ σύνορον τοῦ » εἶναι Ἠπιδεν ινου ἐμθαδόού τ 3 


ιν κα: 


) 


ΕΝ) θά εἶναι ὁἡοιιβτπρώσιμος μαὶ ἐπὶ τοῦ ρυ{Ρ.. Ῥ] |-Ρ. . 
Προφανώς Έχομεν : 


{ Ε(αν)λάχάνμ- {4 αν) άκαι (6) 
Ό Ῥ 


αι ' Γ(Χχνψ)άκοι- 0 ϱ) 
ο 0 
79θεν, ἁατα τὴν ἰδιότητα σιδ5δ ιαὶ ἂόμω τῶν (1) ικαὶ (2), ἔχομεν: 


{ Εαν) αχάν» { Γ(ν)ακαν -- ή Εςχιη)άχαάν - { 4(χιυ)α καν - Ο «9 
|. δ Ρ.Ρ .] 


Ἶρος τούτοις διὰ μάθε κε[α,θ] τό ὁβοιδήρωμα: 


8 Φα) 8.(3) ό 
τ(α)-. | Ε(κη)άυ -- { Ε(ανή)αυ - { Είαχι)αν Ε(αυν)λαάυ Ξ 
γ ' 4 Φ,ςκ) τὰ) 
Φα 
ΞΟΣ{ὁό(κν)αάνη «ο ο. ο ραν (4) 
φ (8) (8) 


Ὢ τελευταῖον ὁήοιᾶβήρωμα ὑπάρχει ἂόρω τῆς ὑποδέσεως, δεν τὸ 7(α) κ αυ)αάν 


ναρκχει. 


λ 


κατ ἀιολουδίαν δά ἔχωμεν . 
6 δ 
{ Γζ9)άκαν - ] κ ] Ε(χυ)λαν ᾖ{5) 
Ῥρ α .. . 


λορω τῶν (8) μαὶ (4), ἡ (51 Φίδει: 


[4 Φ οἱ) 
Πα ωακαν- [μα | ἔάι)αυ {6 
[ α ια) 


Παρατηρήσεις: !3/. ᾿Εὰν τὸ περίρραμµει τοῦ χωρίου Ὦ ὀίΦεται ὑπὸ τῶν ικα- 


µπύλων χ-σ(ν) μαὶ α.Ξ σι()) ααὶ τῶν εὐδειών 


υ5ΞΥ ἁαί η-ὁ (6λ.Σχ.3) ααὶ ὑπό τὴν ὐπόθεσιν ὅ- 
κο --- ᾿ 6,9) ε 
τι ΌΓαρκει το ολοιμᾶηπρωμα | ᾷ{ (α, 9) ἀχ., τοτε 


ο. - δ,(ν) 
ὃα εχωµεν: . όλ) 
ῄ Φ6ν) ἀχάκ- ] αν ] (αν) 4α 
Ῥ ν΄ ον) 


25/ Ἐὰν ὁ τόπος τῆς ὁβομδηρώσεως εἶναι τοιοῦτοσ,ὥστε αἱ παρἀᾶδηλοι εὐθεῖαι 
πρός τὸν ἄξονα οὐ π οχ μαὶ διερχοµεναι ἀπὸ τά 
Ἐσωτεριιά σπμεῖα τοῦ κωφίου ἔχουν µε τὸ σὺναρόν 
του πᾶείονα τῶν Φύο ιαοινόν σπμεῖα, το χωρίον ἓν προ- 
μειµένω δά παλ λται ῥα7ί µανονεικον, ἓν ἀντιβέσει 


Π { ι - ᾿ ΄ τ .- -- 
πρὸς τα μξχρι τούδε Εξετασθεντα ͵ τά οιιοῖα υαλοῦν - 


. ’ , 
νται ἁ«αγονικα (θλ.σα 4). Τοτε χαλοιδομεν τὸ πω)- Ἔκ. 4 
ρίον εἰς τοιαῦτα µέρη, ὥστενά πᾶπροῦνται αἳ ὑποθεσει5 τοῦ Θεωρπματος, ὅπλ. 

, ; , . ' / η ͵ 9 . . { ο νο 
το συνορο» Εααστου τιν τµμτκκατων τουιτων να τεενεται εἰς δυο τωπο λιι στι«Εεικα, υπο 
τῶν ἀνωτέρω εὐθειῶν. Ἐν συνεχείῳ ὑποάογίδομεν χιωριστα ἐᾳ ἑαάστου τῶν τµτιµα- 

- ν] - , . - 5 ο - , , ή 
των του αρχιιου χωριου τό διπῆὴσοῦν οἁοιμᾶτιρωικα τῆς δοδείστις συναρτήσεως Το 
ἄθροισμα τῶν εὑρεθέντων ὁδοιδηρωμάτων μᾶς δίδει τό ὁιπβοῦν ὁβοι ἂήρωμα 
τῆς αυναρτἠσεως ἐπί τοῦ ἀρχιωοῦ αωρίου. Κατωτέρω δά δώσαιμεν ικαὶ σχετιικὀν 


παραδειγμα. (6Λ.παραδειγµα 63). 


Παρα δειγµα {3/ Νά ὑποᾶορισὸῃ τὸ ὁάοιβήρωμα {[.-αὶ- υ.)αχάν, ὅπου ὁ το- 
« 
πος τῷς οᾷοιἈτιρωσεως εἶναι το ὀρθογώνιον τὸ ὀρεδόμενον οὕτω: Ρ5{(αψιοξας! 


ἀαὶ οξύ δ]. 


λύσι»: Εἶναι / (4- α)-η")αχκαάν -[ [[α-ν-ψλὰκ ]άν - 
δ ο 5 


Α : ν ο 
-/ [αα-ξ τν κᾗ άν -[ (ά-ν'-) ἄν - («1 --Ἡ- τς ῳ] -ᾱ 


«23 Νὰ ὑπολοχισοῇ τὸ ὁβοιδήρωμα ἥ κ ἀχάη, όπου ὅτοτιος τῆς ὁᾷοιλτιρώσεως 


)Ξ(αφ:οξκξίκαίοςυ«ο]. ὁ 


Λύσις: Επειδη Π ὁλοιβπρωτεα συν Ίραισις εἶναι τῆς µορφής ό(αι))5φ(α).σ(ν), 


ῃ -α { 2 ι α ᾽ 
διά τοῦτο το ἀνωτερώ ὁἀοιάτρωμα πραφεται: 


| [ον] ακάν-( [κακ) (ήν άν) --- αἱ 


8 
5 


ΔΙ 4 απ 
] να ρα 
ο 


ο 


ο 4 Να ὑποᾶογισθῃ το όιπλοῦν ὁΔοικἈτνρωμια. | (α πυ)αχάη, ὅπου ὁ τόπος 
ς . [ υ [ 
τῆς ὁἀοιἈπρώσεως περιορἰδεται 7Πό τῶν γραμμών: -χ" ααί 51. 


[ ο ; - ς , [ ’ ῃ “ ν 
Λυσι5: Όπτοποςτως οὐομάπφωσεως όιφεται ἅτο το κάτωθι Σκ. Ί. 


θὰ Ἐχωμεν: 


ο 


-[ανς- αχ -σκ)λάχκς (απ) εκ 


ων 


κ. {. 
45/ Νὰ ὑτιολορισθβ το ὁλομᾶπρωμα [ χὶυ] ἀχαν, ὅπου ὁ τόπος Τ ὁρίδεται ὑπό τῶν 
ι 2 
γραμμών 51952 μαὶ τά. 
Γν ς ͵ α [νὰ » . Αα . , 
Λυσις; Ότοπος της οὔοιΛπρωςσεως ὀιδεται ἅπο το 


ἔναντι Σκ.2. θά ἔχωμεν ἄοιπον: 
ο ος 
υ 


.. 
Ι 
ο. 
4 


5ε/ Νά ὑποβοχισὸῃ τὸ διπᾷοῦν ὁδοιλδηρωμα { χ)ά κάν, ὅπου ὁ τοπος τῆς ὁᾷοκλη- 


ἲ .λ. η ’ χΣ ιν στ 
οώσεω5 εἶναι Ό-{(αυ) τα”. υ.ς9 αι τν μα 5 . φ5ο]’ 


ῃ ς Π αό ς ι ͵ 3 , 
Λυσι5:. Ὁ ποπος τῃς οὔομἂτιρωσε.)» δεινύεται εἰς το 


Έναντι 2.3. Εἶναι όε ϕΦ α)-ξ Υ/.9-κΣ αι φα)νθ” 


η 4 4,ς φο) ι ι. ια 9 
“0θεν, [μήναχου- [ον] να» [ακ[ αν ] -”---- ἄκ -|8. 

ι υ ι 9 φω) π5Ρ εν π. . 
6τ/ μα δᾷοιἀπρωδῷ ἢ συνἀρτωσις { (κιν) ἐπὶ τοῦ ὁαιτυδίου Ὦ ποὺ περιορὶξε- 
ται µεταξν τῶν περιφερειών ανυ 51 μαι κ νν'- 4. 
Λὺσις: Ἐπειότι τὸ χωρίον τής ὁλᾷομ Ἀπρώσεως 
δεν εἶναι κανονιιὸν, τὸ χωρὶδοµεν, ὧς δει- 
πνὺει τό ἔναντι Σχ.Δ, εἰ» τἔσσαρα ιανονιμα 


χωρία ται εν συνεχεἰα οᾷοιἈηρώνομεν, 
Ν΄ α-χὶ 


Εἶναι | Σέαη)άχάυ - τ] κ {4 ἑᾳσ,η)αάν 
. --. οψδ-αι 
φ μα. το 
ε]ακ |] Σ(κυ)αάν [άν [όοωµυν[α κ βῶνα 
-” -ἔἕ-κα να ο ὀναττ 


18/ Νά ὑποβορισθῇ τὸ ὁήουβύρωμα «αχ νη-αξ ἀχάφ, ὅπου τὸ χωρίον Ὦ περι- 


' ι Ι ’ -- ε ον . ἤ Ρ. [ υ - ι 
υδείεται ὑπὸ τῆς ὑπερδολῆςα η --ᾱ- τῶν ἀξόνων Οχ,ΟΨ μαι τῶν εὐθειών ᾱ- {μαι 


Ό-ή. 
Λύσις: τὸ χωρίον Ὁ εἰμονίδεται εἰς τὸ «π«ατωδι κ 95. 

ο Ἡ εὐθεῖα 9-1 τέμνει την ὑπερβολὴν εἰςτό στικεῖον . 
ϐ (ύ,1). Διά τοῦ σημείου Β φἔρομεν παρὰ Άλτιλον 


ς ς. [ Π η τα 
πρός τὸν ου, ΌτιΣ τέμνει τὸν ΟΧ. εἰς τὀσημεῖον Α(ὐ.,ο). 


αυ .. 


δή 1) 


ῳ , ι ͵ υ Ν μ) ω 
Οὕτω το χωρίον Ὁ ἐχωρὶσὃγ εἰς ὅυο κανονικἁ χω- 
{ Γ [ ρα υ - α . Ν . ΄ 
ρία Ὅ, καὶ Ὀ., ἓφ ἑαάστου τῶν Οποιων ὉτιολογιἙο- 
“ '------ 
Π Π 
μεν'το ολοωῆτρωμα 


Εἶναι ο «άν ανωζαν- ο. αν τβίαν [αν 
«Ανσίάν--ἰ μα 


/ 
ο. Ὕδ. 
8 


τα ! ὰ 
μοι / χΧ./1Ι-χ" ἀχαυ -[αα [ ωζα αυ Ξ| χι -χὶ ακῄ όυ - 
δα ἤ  ν ο κ. ο 

Π [ { . ν5 
ση {-χ” ἀχ--τ (κι1-κ”) : ἑποξηµα)| ον ασ 
΄ εσφο ἲ νι, π ν -Ι δν, Π 
ορ σπα τα πα γε σσ το σης 


66. ΣΗΜΕΙΑΚΟΙ ΜΕΤαΙχΗΜΑΤΙιΣΜΟΙ ΕΙΣ το ΕΠΙΠΕΑΟΝ 


Μία κπαμπύλτι α--ϕ (8), 9 52(89) μαδεῖται Φεία, ὲὰν αἱ συναρτήσεις ϱ(4) ιμαί 4(0) 
Έχουν συνεχεῖς παραχώγους φϕ (6), Υ΄(8) αἱ ὁποῖαι δὲν μηφενίδονται συρκρονως. Μία 
συνεχἠς μἁαμπυᾶπ ἀποτεβουμένη ἀπὸ ἕνα πεπερααµένον ἀριομόν ἀείων ιιαμιτὺλων 
ιαδεῖται τκκηικατ/κῦς θεία . 

θεωροῦμεν το ἐπίπεόον οχν καὶ ἕνα ιαὀειστον υαὶ Φραγμἔνον χωρίον Τ, τοῦ ὁποὶ- 
ου τὸ σιλορον εἶναι ἡ Λεία παμπήύῆτι ἰ.. Ὁμοίως θεωρσῦμεν εἰς τὸ Επἰπεόον Ον 
το αδειστόν ααὶ φραμμενον χωρίον Ῥ' τοῦ ὁποίσυ τὸ σύνορον Έστω ὃτι εἶναι ἡ ἀεία 
μαμπύῆη |’. . 

"Εστω ὅτι ὁ σηµειαιμός µετασκτιματισµός ταῦ Τ" ἐπὶ τοῦ Ὦ ὁριξόμενος ὑπό τῶν 
µατωθι συναρτήσεων: 
χςφ(αν), υ- σ(ωυ), (αυ) ετῖ (1) 
Τοῦ ἀνωτερω μετασχηματισμοῦ ὑποδέτομεν ὅτι αἱ συναρτήσεις ᾳ (40) ,σ (αι) εἷ- 


- Π . ' 1 ς ῤ η 
ναι συνεχεῖς ὅια ιιάθε (ι) εΡ" ιαὶ ἔχσυν µεριαας παραγώγους, ὡς πρὸς υ ααὶυ 


ὃφ ὂφ 


Ρ(1.9) δα ού ο. 4 
Ῥίιαο ὃσ ὃσ φοΟ διά τάδε (άυλ)εδ 
ὃν δυ 


Καὶ ἐὰν µεν ἡ ὀρίδουσα εἶναι µεχολυτέρα τοῦ μηόενὸς ὁ μµετασχτιματισμµός μα. 
δεῖται εὐθύς, εὰν δε εἶναι μιικροτέρα ααδεῖται ἀντίρροπας. 

ΠΑτιρουμένων τῶν ἂνωτερω ὑποθέσεων (ὅτε εἰς Φύο όιαφορετιιαὰ οημεῖα τοῦ 
ἀντιστοιχοῦν όύο διαφορετιικὰ σηικεῖα τοῦ Τ) συνεπἀχείαι ὅτι υπάρχει ὁ ἀντίστρο- 
φος µετασχηματισμὀὸς τούτου, ἔστω δε ὅτι οὗτος εἶναι ὁ δριδοµενος ὑπό τῶν ΕΕι- 
σώσεων: 

η -φ (χ90), υ-σ(κν) δια πάθδε (αι9)λεΡ (2) 


µ -- 2 { -- 
Ἡ λσιώθιαντι τοῦ ἀντιστρόφου εἶναι, 


Ρέα ὺ Ὃφι Όψι 

μυ) -Ἱ 9κχ ὃν Ὃ ος ! ͵ 

τσ) | 8ο δα, ο οι να διά μάδε (αι). 
[ον ἆ ου 


Ὀ(Χκ, ν) ͵ Ῥ(αυ) 4 


2, : στι : 
Αποζειιινύεται Οτι: Ὅσυ) Όσο) 


Ἁτιᾶδ παραδείγματα µετασχηµατισµ ὢν εἶναι τὰ ἁἁτωδι’ 
α) Ἡ παρα ἀλχιλος µεταφορα: αξ ἀπ, υΞυνκ. 


ϐ) Ἡ Στροφη: χκ-ισυνὸ-ιημῷὸ, ὐξ κτιμὸ»ν υσυνθ. 


γ). Ὁ ἴραμμιμός μετασχηματισμός! κ-αικνθυ,ν-χανόυ, µε αὖ-θΥ4 0. 


ο Ἔστω ὅτι μᾶς ὀΐόεται µία ἂεία μαμπὺλτι (ἳ ἀποτεβουμεντι ἀπό πεπερασµέ- 


«ον πιᾶῆὃος Λείων τόξων) Γ" ἐπί τοῦ πεδίου 2", ἤτοι ἡ ἁαμπυᾶη: 
ια α(4). υ-υ(6),διὰ αξεξέ6 


Ὅ μετασχηματισμός (1) µειασκτματἰδει ταύτην ες παμπύλτν αΞφ(α()ν(θ)Ξχ(ῦ, 
υ-σ(α(ε), υ(9))Ξ 9 (6), ἥτις ἅσατ θεία. Ἡ τμτιματιικῶς ἀεία, 


διότι αἱ παρἀάγωώχοι: πα ν- τν αν κα. 


συ αἲξ 
ἀν() Ὁὃσ ἅα ,Ὁσ αυ 
ᾱξ δα ὅς ὃὂυ ἄὲ 


ὑπάρκουν, εἶναι συνεχεῖς µή µπόενιδοµεναι συγχρόνως. 


[ μα 
Ἀποδειινύεται ὅτι: 


δι ὀ . ἱ ' ν. [ ας 
Τὸ σύνορον Ι. τοῦ Ρ” μετασχΏωματίδεται μέσω τών (1) εἷς τό σύνορον ! τοῦ . 
ν 


Σκ. { (α) 


Σκ. 1 (6) 
Εάν Βεωρύσωμεν μίαν εὐθεῖαν τὰ - 14ο εἰΣ τὸ πεσίον Γὺ αὗτπα µμετασχτιµατίδεται͵ 
μέσω τῶν (1), εἰς τὴν ἀείαν ἀαμπύᾶτιν τοῦ οχη, Ὅτις Έχει τὴν ἀνα λυτιαΏν παράστασιν 
ππϕίιαι υ), ὉΞσίαο ών) (3) 


οπου τὸ υ δεωρεῖται παράμετρος (6λ.Σκ.Ί(α) μαι {1{6)). 


ῃ 4 . ͵ - ἁ. ’ Π Π ώ. 
'Εὰν θεωοησωμεν τεν εὐθειαν υΌ-υ. εἰστὸ ϱ αὖτπ μµετασχτµατίδεται 1µεσῳ τῶν 
(9), εἰς την Άειαν ικαμπύυλην τοῦ οκυ, ἧτις ἔχει τὴν ἀνα Ἀυτιιὴν παράστασιν: 
απ φ(α,Ὀύο), νΞ σ(α νο) (4) 
[ο . ι -- : 
οἵσυ το ια. θεωρεῖται παρᾶμετρος (6λ. Σχ. {(α) ααὶ /(6)). 
« . ͵ --- Π γη ν 
Εἰς τὴν περιπτωσιν οπου ὅ μετασχηΏωματιαμιὸς (1) εἶναι χραμµιο5 η παρἀλληλος 
η π π 3 . ο 6 
µεταφορα αἱ παμπύλαι αἱ ἔχουσαι ἐξισώσεις τὰς (9) Ἡ (4) εἶναι ὁμοίως εὖ - 
δεῖαι Χραμμαὶ 9 
Αἱ παμπυλαι αἵ διδοµεναι ὑπὸ τών ξξισώσεων (3) ἁπαὶ (4) αἱ αείμεναι εἷςτο 
! Ἱ τ ς - - . 3 [ . « “ ο ͵ , 
χακλον Ἱ) μαὶ αἱ ὁποῖαι εἶναι αἱ ἀτιειιονίσεις τῶν παραλληλὠν εὐθειῶν πρός τοὺς 
ἄξονας ου, ου (ιαί άειμενων Έντος πού 23), ὑπό τοῦ μετασκχηματισμου (1) τα-- 
- η . 
Δοῦνται συντεταμμέναι γραµµαι (Ἡ-τραμμαι, Ὁ-χραμμαί). 
ἐῃς ἐλέχθΌτ. ανώωτερω αἱ ἀπειμονίσεις: 
αξσφια,υ), υ-σία,υ) 
' . ο ὰ ει ς 4: 4 ᾿ « ς { 
εἶναι ἀμφιμονοσημαντοι. Εξ αὐτου ἔπεται οτι ὑπάρχει µύα. μωμτιυλη διδοµενηΏ ὦπο 
- ͵ ' ' ο. / - ͵ . -- 
τῶν ξξισώσεων (3) διερχομὲντι ὁιὰ τοῦ σωµειου (κ, η) τοῦ Ἑ, Ὠτις ἀντιστοιχεῖ εἰς 
᾽ : . ' ' Ἱ ͵ ς ͵ - ω 
μίαν σταθεφαν τιµων τοῦ κ. καὶ δα καμπύλη ὁιδομένπ ὑπο τῶν ἔξισωσεων (4), 
τις ἀντιστοιχεῖ εἰ5 µίαν σταδερὰν τιμήν του υ. Όδεν, αἱ ποσότητες μ καί υ ὁν- 


νουται νὰ Ὀεωρπθοῦν ὡς αἱ συντεταχμέναι τῶν σημείων τῶν ἀνηΏιμοντων εἰς το χω- 


ρίον Τ (άπλ. µε ἔμοιστον 5ευπος α. ααὶ Ὁ προσοιοριδεται πᾶἈήρως ἕνα στιμεῖον 

τοῦ 7). Αἱ συυτεταγμέναι ικαµπυήαι αἱ διόόμεναι ὑπὸ τῶν (3) μαὶ (4), αἱ ἂντιατι- 
ποῦσαι εἰς τὰς Καριεσιανάἀ» συντεταγµενα 5 ἕνος σηµειου τοῦ Ἡ εἶναι εν χενει,κα- 
μπυζόχραμμοι. αἱ δε ποσότητες αἱ μαὶ ὐ ααβοῦνται καμπυβογραμμοι συντε- 
ταρμένοιι τῷ) "γμείων τοῦ χωρίου 2. : 
Οὕτω αἱ µεταθᾶβηταί ια μαὶ ὐ ὀύνανται νά θεωρηθοῦν υπό, τήν διτιᾶ ην Έννσιαν: 


ς ' α . ' Π -- Π - , 4. 3 
Γιο ἑνός Οτι είναι αὖ Καρτεσιαναι συντεταγµεναι τον σωμιειώων το) χωριου Ἡ τκαι ας’ 


ἑτέρου ὧςαί απαιιπυλόζραμμοι συντεταγµέναι τῶν σηµεϊωλ/ τοῦ χωρίου Ρ. (βΛ. 
ο Σχ {ᾳ μαὶ {ᾳ). 
Συνετπῶς τιᾶσα Εξίσωσις τῆς µορφής Φ(αιυ)Ξ-0Ο ὀύναται νὰ θεωρΏθΏ ὠσνιμία 


ο ί ' : ι ; - κ ου 
Εξίσωχσις προσὀι2οιδουσα µὶα μαμπυήην (0) ια ειµεντν εἰσ το χὠφιὸν Ὁ και ετί- 


ση5 ὧς µὶα ἐξίσωσις (εἰς καμπυλογράμμους συντειαγμμένας) μιᾶς χγραμμῆς 


(η) τοῦ ὃ, Ώτις εἶναι ᾗ εἰαών τῆς (ς) ὑπό τοῦ μετασχηματισμοῦ (1). 


Ποβικαί συντεταχµεναι: 


Ὡς γνωστόν ἡ σχᾶσις τις ὑφίσταται μεταξυ τῶν Καρτεσιανῶν τκαί πο λιικῶν 
συντεταγμένων εἶναι ὦ πἁτωδι” 
χκΞ-ρσυνθ, ’Ξρημθ µερξο αἱ 9Ξθ-«2π (1), 
ὁπου ὁ πὸᾶος συμπἰπτει μὲ τὴν ἀρχήν τῶν ἀξόνων. 


Ἡ Ἰαιιώθιανη ὀρίδουσα. τοῦ ἄνωτερα) μετασχπματισμοῦ εἶναι: 


συνθ ἎὉημθ | 
Ὀσκχιφ) 


σερο) πα 


-φηπμθ ρσυνθ 
Αἱ συντεταρµέναι γραμμαι τοῦ τοᾶιιοῦ συστήµατος ὁὰ θ-- σταῦ. ιιαἑ ρ µε- 
ταθαλπτὸν εἶναι εὐθεῖαι οιερχόµεναι ὁιά τῆς ἀρχτις Ο,. Ἐνῶ όια ρ-σταὸ, μα 
ϐ μεταθᾶπτόὀν εἶναι οµόωεντροι περιφέρειαι (θλ.Σκ,2). 
Ἡ ἀπειιόνισις (1) μµετασκηματὶξει πὸν Ἡμι- δωρὶόδα ϱΞΟ,0ΟΞΌ κ2η εἰς ὅ- 
Ἀόωᾶπρον τὸ ἐπίπεδον (61. Σχ.8α ιιαί ὃρ). Αἱ ἀνωτξρω ἀπειιονίσεις εἶναι ἁμϕι- 


{ { - ͵ 
µονοστιµαντοι Ειιτός τοῦ σημείου κ-θ,υ-0. 


Σχ Ὁαᾳ Σα. Εση 


Σχ.2, 


{ [ο . ' ἤ ι ͵ ’ . “ τσ --- 
Παραδεινρμα: Ἔστω ενα ορθούώνιον χωρίον εἰς το ϱ6- Σπἰπεόον,το Οποῖον ὁρἰ- 
’ 


5εται ὑπὸ τῶν σχέσεων: 
ο-αξθρςς,  0-ηςθςὅς2Π. 
« . . . { σἹ “ 
0 ἀνώωτερω µετασχπιµατισμος5 κ«Ξ-ρσυνθ, /Ξρτμθ µετασχηµατιδει το ἄνωτε- 


ρω ὀρδομώνιον εἷς ἕνα δαωτυλιοειόῆ τοµὲαν τοῦ ἐπιπέδου Οχυ (βλ.Σ:ς-4α καὶ ἂκ). 


Σκ.4α 


59. ΑΛΛΑΓΗ ΤΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΗ ΕΙΣ Εµα ΔΙΠΛσΥη ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ 

ο ο πμ ο ο κα αμ σος 

Ἠότη δά Ὀέσωμεν τό γενιιιόν πρόθΊηµα τῆς ἀλλανὴς τῶν μεταθἀητῶν εἲς ἕνα. 
Φιπλοῦν ολοιμᾶτρωμα.. 


Θεώρημα ὙΥΠ- 9-{. Ἔστω α-φ(αυ),υ-σ(α,ν) µία ἀμφιμονοσήμαντος άπειωό- 


η - { ; ' - ι - 
νισις μὲ συνεχεῖς μερικὰς παραμώνου»5 Πρώτης τάξεως τοῦ χωρίου Τ τσῦ ἔπι- 


{ σ ΄ ͵ - ᾿ ͵ 5: 5 / 
πέδου οµυ ες τό χωρίον Τ τοῦ ἐπιπέόου οχι. Ὑποθετομεν οτι π Ἰαμωθιαντι 


2.9) ο, τοτε Έμβ.Τ-5- ., ᾗ 2(3:9) {άμα 61) 


ρῬ(.υ) Ὅένιυ) 


τα 
[ . ο ͵ 4 { ε) Π 
τοῦ ἀνωτερω θεωσοηματος δὰ όώσωμεν θραφύτερον µιαν αυστηροτεραν απο- 
δειξιν στηριδοµένη εἰς τὸν τῦπον τοῦ ἄγεθη. 
Ἀτιόδειξις:. θεωροῦμεν εἰς τό ἐπίπεδον οχι ὅυο 5εύσπ συντεταχµενων 
5, ς --, - 4 ο - 
γράμμῶν αἱ ὁποῖαι ἀντιοτοιχοῦν τὸ μὲν πρῶτον δεῦρος 
εἰς τὰς τιμὰς α, ἁ-άι τοῦ α, τὸ δε δεύτερον 5εῦχος 


εἰς τὰς τιμὰς υ, υγαυ τοῦ υ. Αἱγραμμαίὶ αὗται τὲ- 


µνουν τὸ χωρίον Ὦ πατα ἕνα ἀπειροστόν στοικειῶδα5 
χεωρίον το Ας Α, Α. Ας (6λ.Σχ.1). Αὐτό το οτοιχειώόε» Σκ. 
χωρίον εἶναι ἕνα ιαμιπυβόγραμμον παρα ἀἀπόγραµικον τό ὁποῖον Φύναται να 


θεωρτιὸΏ απατά προαδνρισι’ ὡς ἕνα κοινο παραδάπλόγραμμον, Αἱ τκορυφαι τοῦ 


ἓν λθνω παραλληλογράμμου ὡς πρὸς τὸ σύστηµα οχι ἔχουν Οουντεταγμὲναδ: 
Αο (Φ(ων),σ(μιν)), Αι(Φ (μγαι,ν), σ(ωαιι  υ)) 
Α, (Φ(ατάν υν ἆὖ), σ(ωκάιυνἀν)), Α, (Φ(ά άν) σ(α,υ κάν). 


Εἶναι δὲ: 
φ(ω-αμ,ν)- φ(ω,υ) «τς αυ --Ξ κ Ἑνκ- ἁμ-- 
σ(ανάα ν)Ξ- σ(α,υ) σα. : πι άμα’ 
φ(ωναάα ννόυ)Ξφ(ωυ) ο. ων άν ν.- ο ο - άυ ---- 
σ(αγάι υμάν)-.'.- πο ῴνος άμνος ος αυ --: 
πι ο ἄν ------ 
σ(ω,υν αυ)- .. πυ-οο- αυ - --. 


Τό Ἐμφαδὀν «9 λοιπὸν τοῦ στοιχειώδους αὐτοῦ παραἀλτιλογράμμου δά έϊναι ὡς 
γνωστόν Σι τῆς Ἀναδυτιμῆς Γεωμετρίας προσεχγιθτιωῶς ἡ ἀπόλυτος πυµή τῆς νὰ- 


σωὸι ὁριδούσης: 


ο. ὃν θὰ ο | γ(αν) 
τι 
σνδω άω σπα αι δν ἀμάυΞ ο θμάν 
χ. -) ὅ 
χο δη ἄν ο”-υὺ ἄν 4 ν 5 
Εἶναι ἂοιπὸν : αἱ 45 -- (12.9) 
ον: πρ χάνΞ ] 5 ᾗ5 το αυαυ, 
25 


Παρατηρήσεις {5/ ᾿Εὰν δεωρήσωμεν τὰς πολωιάς συντεταρµένας κ- ρσυνθ; 
ὐ5ρημθ,ρ30 υαί 0Ξθ«ς2π, αἳ συντεταγµεναι 
γραμμαἰ ρ-ρ,ρ-ρ/4ρ, 9-Θ., θ:6.9 ἄθ τµνουν 
τό Επἰπεόον οχυ υματὰ ἕνα απειροστὀν “ὀρθογώνιον, 
τοῦ ὁποίου αἱ πᾶευραί εἶναι 4ρ μαὶ ϱ, 48 (6λ.Σκ.2). 
Ὀ(αν). 


Ῥθ) Ρ39 
Ὅδεν, τὸ Εμθαδὀν 5 τοῦ χωρίσυ Τ εἰς ποβιιιὰς συντ ετανµένας εἶναι: 


5- ρχαν» { | άραθ - ᾗ ραράθ (1), ὅπου 1 εἶναι τὸ αεδίον αάλῃς τῶν ριαί ϐ. 


Ὡς γνωστόν εἶναι ' 


ε [ υ 4 ἤ - Π -- Ά . ͵ ο ι 
ἛἜστω ὅτι το χώριον } Φρασσεται υπο τῶν αμτιναν Θ56ι, 66, μαι ης ιιαμπὺ- 


ἂης ρςρίθ). Ὅδεν ὁ τύπος (1) γράφεται : 
θι 


ας. ο ο τα 
δ- [4ο [ράρ --τ [ρ9αο 
6, . ϐ, 
υπ] ο. [ ' [πι υ ΓΕ ( -- 4 1 4 
πτοι; ο γνώστος τυπος ὅοστὶς ὁίδει το εµθαόον τοῦ χωριου Σἰ5 πολιπας συντε- 


ζαμµενας. 


τν 24/ Ὁ τυπος 5 [ρα] αμάν γεωμετριιῶ» Ερμηνεύεται ὡς ἀιολούδως: 


Ῥέα,ν) 
! ͵ , ’ ς ν -- Π 
Ἐάν θεωρπσωμµεν το ἀπειροστον ὀρθογώνιον Επί τοῦ συστηµατος ού μέ πΏευ- 


͵ 1 ᾽ - ' 
ρᾶς τὰς εὐθειας ἹαΞ ιο, ἁΞ ιωνάαυς Ὅο, ὕς ὕοκάυ (6λ.Σκ. 3α) τοῦτο µετασκτιματὶ 


ώ- σος 


..Ἓ.-λ- 
1ὰ. ο ο 


Σκ 3, 


Σὸς 3ο. 


δεται ὑπο τῶν τύπων χ-φ (ων) υ- συ) εἰς ἕνα ωαμπυ λόχραμμον παραἠλτιλογραμ- 


μον (61. Σκ. 38) ἔχον ἐµθαδὀν: [σας | ἀμάν. 


ο Αλλαγἡ τῶν μεταθθητῶν εἰς τό ὁλομάπρωμα ή {ᾳ9)άχαάυ 
2 
σ Ὀεωρήσωμεν τὸ ὁλομλήφωμα : 
ᾗ Σ(αν)ἀχάν (19) 


αι ' . Ξ ς ι Ῥ - ' ο - α« ' - 
"Οπου το χωρίον της ο .ἸοιἈηρωσεως 2 εἶναι φοαρμενὸν Όσο μιᾶς ἀείας μαμπυᾶπ |. 


μα ἡ συνάρτησι5 {(χ,9) εἶναι συνεχης παντοῦ Επί τοῦ χωρίου Ὁ Ὁ (ανν) εἶναι 


Π ' | ͵ ο ἳ “ ’ [ ο, ι 
: φαγμένη αοί συνεχκὴς ἐπί του Τ ξιτός ἑνό»υ συνόΛου ἔχοντος ἔμθαθον µηόενιαόν. 


ἃ ͵ ῃ : 1 Π . - 
Ἔσιω ατφιμ συ), νςτσ(αιυ)} µία ἁμφιμονοσπμαντος ἄπειμόνισις µεταξὺ τών 
4 , 4 ’ ' 5 μυ . - . μ 
χωρίον Ώ ακαί ρ μαι Έστω ο), ἵ ἀἈνωτερχκ ἀπδιιόνισις (αανοποιεῖ τηδσυνόοηκας 
τοῦ θεωρηµατος ὉΠ-9--ἰ ἵνα ισχύπ ὁ τῦπος (1) αὐτού. 


Ἐιφράδομεν πώ κὠρίον Ὁ ες ἁμΠυ ἱ΄ ὠριλιἁιιὸὸς 601 ταρµένας, Πρός τοῦτοι 5 


' ' ͵ ”. ͵ α ς Π Σς ' ως 
χὠριίδοµιεν το χωριον ΤΡ’ εἰς τµτιµαται } (ὑπο-χωρια) δὺ ἕνὸς συσττιµατος τµτιματιμώς 
ἀείων απ αμπύλων. Αἱ ἀντίστοιχοι τμηματιιῶς λεῖαι ισμπύδαι πιωρίδουν τό χωρί- 
ον Τ εἰς τμΏματα ὖ, µε ἀντίστοικα ἔμθαδα Δ5,.Ἐκθέγομεν ἕνα αὐθαίρετον ση- 


μεῖον (Χρ, ψϱ) εἰς ἔιαστον τμΏμα. Ὦ, ιιαἰ σχτιματίδοµαεν τό ἄθροισμα τοῦ Ἑϊεπηαηπ: 


» ὁ (αρ, ο) Δ6ρ (2) 


ρ5ι 
ἀντιστοιχοῦν εἰς τὸ ὁλουδήρωμα (1) - 
Ἐφαρμοδομεν τὸν τύπον (1) τοῦ θεωρηΏµατο» ΠΠ -- 3-1, δὲ ἕάαστον ὑπο-χωρίον ὃρ 
τοῦ Ὦ καί ἔχομεν : 
- Όέ ) 
δ5,./ δι) | ἁμάν (3) 
ρ 
Ἂς συµθοᾶίσωμεν διὰ (αυ) τὴν ὁρίδουσαν .. .. ; οὕτω ἡ (3) γράφεται: 
δ5,-[ |σ(ωυ0)]άιάυ (4) 
: | 
Δι ἐφαρμογῆς τοῦ θεωρήματος τῆς µέστιΣ τιµΏ5 δ5, Ἰδιστης νπ Έχομεν: 
{Ιπων)|ανάυ - | Τ(ωυΡ)| δα, (5) 
| 9ρ 
ὅπου Δα, εἶναι τό ἐμθαδόν τοῦ ὑπὸ- χωῤίου Ὅς. 
Ελ τῶν (4) τιαὶ (5) ἄαμθάνομεν: 
Δ5ρ-|Πζωρυς)]Δα, (6) 
Ἡ Έμφρασις (2),ὀόρω τῆς (6), γράφεται:.. 


ὁ Σαῦς) |1ω2, 0) Δσ, (3). 
θ»4 
Τὸ σημεῖον (Χρ ψρ) ἐξεδέρει ἔντός τοῦ Ώ, αὐθαιρετως, συνεπῶς Φυνάμεθαι νά δὲ- 
σωμεν. 
χρςφίως,υρ') μαι ἡ,-σ(ως, ὑρ) 
όπλ. ἐλάθομεν ὡς (αρ, νϱ) τὸ σημεῖον του Ὦρ, ἀντιστοιχοῦν εἰς τὸ σημεῖον (μυς) τοῦ 
'. Συνετῶς τὸ ἄδροισμα (1) γράφεται: 
πο σας 


Ἱό ἄδροισμα (8) δὲν εἶναι τίτοτ' αλλο εἶμη τὸ ἄδροισμα τοῦ Βιβπιαση τού οΆ9- 
αδπρώματος « 
ῄ Φ(φ(ω,ν), σ(ω,0)) | σ(ων)] αμαυ (8) 
γ” | 


Έα τῶν (1) ααὶ (8) ὰαμβάνομεν: 


ο Σάμμά,-  εΦφανο, σζωςυς))’ Γσ(ᾷ,υΡ)| δσς (ιο) 


Εάν ἠότπ θεωρύσωμεν σι, ᾖ µεχίστη τῶν όιαμ.δτρων ὅχ00) τῶν στοιχείων τῆς ὀιαμερὶ- 


σεως ἐπί τοῦ χωρίου Ῥ' τεἰνειτιρός τὸ μπιδὲν, τότε ιιαὶ. πᾶσαι αἲ όιάµετροι δ(2 0) τον 


ο ἀγτιστοϊχων στοιχείων ου πωρίου ) ἐ Επίσης τείνουν πρός το τὸ μηδὲν 

Λαμθάνοντες τά ὅρια ἁμφοτέρων τῶν µελῶν τῶς ἰσότωτος (10) τοῦ η {ος καί μέ 
τας ὃ οά )--νο, τότε θὰ Ἀάθιωμεν τών ἰσότητα τῶν ἀντιστοὶίκ» θλομΆηρωμιάτων, 
ὔτοι .. 


] Σαιυ)αχαάνι - { (Φ(αυ) σ(α 0) δ πν | ἅμαυ 
2 37 
Ἐμ τῶν ἂνωτερω ὄπεται τὸ Θεώρτιμα: 
θεώρημα ἩἹ[-- 9-2. Ἔστω το Φᾷοι ἄπρωμα { {Σ(αφ)άκάνη, ὅπου τὸ χωρὶον .Τ Έχει 
σύνορσν μίαν τμτιματιικῶς Δείαν υαμπυβδη. Ἔστω α- φία,υ), ἡ-σ(αυ) (α ν)ερ” 
μία ἀμφιμονοσήμαντος ἀπειμόνισις μεταξύ τῶν' χωρίων Ὁ μα Ῥ) ια ὁτι αἱ 


συναρτΏσει» χ-φ(αυ)ῳΞσ(υν) ἔχουν µεριαάς παραγώγους αλ. τάξεως συνεχεῖς μὲα-- 


λὠθιανη ρα νε ο, ποτε: σνακον- } Σ(Φ(1ν), σ(ω. )) ο )αμαν. 


η 5 , ο. η ͵ ζ ς | . -- 
τηρτισι5: Ο τυπος του Ίνωτερω θεώρηµατος εἰς την πεφρίπτωσιν τῶν πο- 
-- { 
Δυμῶν συντεταρµενων π-ρσυνθ. μ-ρημθ,ϱ20ο05ςθς2πΠ γίνεται. 


α, η) 


ᾗ 6 α,ἡ)άπάν - [ν (ρσυνθ, ρημθ)ράράθ, διοτι πε 6) 
9 23 


Παραδείρµατα 5 μὰ ὑπο Δογισὃτ, το διπἠοῦν ὁᾷομδήρωμα: | (ω-α)άχαν ὅπου Β 
μ 


- . ͵ - ῃ Π ! , μα , ο 
εἶναι τό χωρίον τοῦ ἐπιπέδου τὸ περιιΔειόμενον ὑπό τῶν εὐδειῶν : 


πχ, υξκχ-8, υΞ-ς χ.ξ . υσ-ς πχ. 


Λύσις; Ὁ ἀπ εὐθείας ὑποβογισμός τοῦ ανωτέρω ὁᾷομᾶτιρώματος παρουσιὰ- 
δει ἀρμετάς πρἀξεις, ἀλλα διὰ μιᾶς ιἐαταλλήλου ἀλλαγῆς τῶν µεταθλτι- 
τῶν όυναμεθα νὰ τό ἀναγάχωμεν εἲς ἕν ἆλλο ὁβοιδήρωμα, τοῦ ὁποίου τῷ χω 
ρίον τῆς ὁλοιδηρώσεως εἶναι ἕν ὀρδομώνιον, 

Πρός τούτοις Όετομεν: | 
αξυ-ακ υαὶ υ- δες α. (ρ 
Δί ἐπιλύσεως τοῦ συστΏµατος (1) Δαμβάνομεν: 


9 Δ ἱ μα ὐα-δ. 
χπις αγ υ μαι υ-χννδύ (0) 


3 ἃ 
2 .. π.. Ὀ(χ9) “αι. 9 83 8 
Εἶναιδε Ὁσοομἡ ι ν|-ᾱ-ᾱ- ᾱ λο. 
4 ᾱ 


Αριεῖ νά εὕρωμεν τὸ σύνορον τοῦ χωρίου }". πρός τούτοις αἱ εὐδεῖαι ν- 41 ιιαὶ 
4] μετασχηματὶδονται όιὰ τοῦ µετα- 
σχηματισμοῦ (ι) εἶςτὰς εὐδείας υξί ιιαὶ 
μ.--3 τοῦ ου (61.1). Ὁμοίως αἱ εὐθεῖ- 
αι αξ-ς αχ» ξ- ααὶ ϱ--ᾱ χα5 ἔπουν ὡςά- 
μάνας τὰς εὐθείας υ «Ξ 120-865, 

Παρατηροῦμεν Άοιπὸν ὅτι τὸ ἀρχιιὸν 
χωρίον ῇ Έχει μετασκπιματισὸΏ εἷς ἕνα ὁρ- 


Π [ . . - ες 
θομῶώνιον κὠριον }) εἰς τὸ ὁποῖον γὶ οΛο- 


Σχ.4 


ψ - ν 
1ῶπρωσις εἶναι εὐνολος. 


Ἔπομεν λοιπόν: 
[ῷ-άκάν- [4 α «δν)-(ξ ακλν)] Γ]άιαν 
μ] π. 


23/ Νὰ ὑποβλοχισὸῦ τὸ ὁᾷομδήρωμα Ι χαχα, ὅπου τὸ χωρὶον 2 περιιΔείεται. 
ὑπὸ τῶν μαμπὺύλων χ(-ν)ΞΊν α(/-υ) 53, αὐΞ{ μαὶ χης. 
Λὺσις: θέτομεν αΞχ(ι-ῦ) ιαὶ υ-αν ζ(ι) Ἐιι τῶν (ι) Δαμθάνομεν: 


αξιγυ, 0) 


να υ 
Τ ( Γ ε ς ͵ ᾱς ) ͵ ͵ δι . , . 
ϱ χωρίον Ὦ τό ο εη υπό τῶν ἀνωτέρω καμπυθων ὁίδεται ὑπο τσῦ 


Σχ.}(α). Ἱοῦτο δὲ µετασκηματὶσεται ὑπό τῶν (2) εἰς τὸ ὀρθομώνιον χωρίον Ρ” 


τὸ περιοριΣόµενον ὑπό τῶν εὐθειῶν τι-{, ᾱΞ», υΞ1,υ-3 {(6λ. Σχ.2(6)). 


ος] 


4 


χκ(ῴ-)Ξ-3 


αντι}! 


Σαχ. 2(α) 


Ἔχομεν ἂοιπὸν : πι χακαυ Ξ ῄ (μευ):. 17] αιαυ « 
υ] λε 


"} (αυ). αμ. αυ - [αν [αν «2 


ατσ 


33/ Νά ὑποβογισθηῆ τὸ δᾷομάθρωμα | Υ/αλνη" ἅπάυ, ὅπου τό χωρὶον Τ περι- 
ς { - - Ρ ' 

αἀείεται ὑπο τῶν περιφερειῶν: αἱνυ"- 4 μαὶ χνν «9. 

Λύσις: Εατεἠοῦμεν ἀλΔαρὴν τῶν μεταζᾷττῶν δια τῆς εισαμωρῆς πολικών» 


«υντεταγμένων. Πρός τούτοις Όετομεν: 
χ-ρσυνθ,υ-ρημθ,ϱ»ΟΟΞΘΧ«2Π. 


Εἶναι δὲ ὡς γνωστον, νχν |- ϱ20. Τό χωρὶον Ῥ (6λ.2χ.3.) μεταοχγιματί5ε- 


ται εἷς τὸ χωρὶον «Τ" (81.2«.39). 


Σπ. 3Ρ 
Σαχ Ἆᾳ 


Πράμματι, ὁζ ἀντικαταστάασεως εἰς τάς Ἐξισώσεις τῶν περιφερειών (οι) καὶ (ς5.) τῶν 
πολιιιῶν συντεταρµενων Δαμιβάνομεν ρὶ «4, ξξ ης ρ-2 μαι ϱ 9, Εξ ης ϱ59. τό 
δὲ ϐ µεταθἀδᾷδεται ἀπὸ Ο ἕως 2Π, Όθεν, ὁ πυμᾶιωός ὁσαατύλιος Ὦ µετασχπµα- 
τἱςεται εἷς τό ὀρθορώνιον Ρ" τοῦ ΖχΏματος 3ᾳ. 


Ὅθου ἔχομεν: { ναὶνν ἀχαν -[ναῖν ν’. διοο |9ναθ 
2 τν 


2(Ρ6) 


πη 3 4 
-] Ρ.ράραθ- [αο [ρ'αρ Ξ- Ἅπ.[ς-| 2η ο-Ξ μὰι 
μι ο 2 1 


46ο 1) 
43/ νΝἀ ὑποᾶοχισοῦ τὸ ὁάομιᾶήρωμα τοῦ Ροίσσοη, { 6 αχ, 
Λύσις: Ο ὑπολογισμός τοῦ ἀνωτέρω ὁᾷοικβτρώματος Θὰ χινΏ μὲ τὴν θοήθειαν 
πῶν διπᾶῶν ὁᾷοιᾶτπρωμάτων, µαθοτι δὲν δυνάμεθα νά οσο διά στοικειω- 


όώῶν συναφτΏσεων τό αὀριοτον δ4οιάΏθρωμα τῆς συναρτήσεως χα 


1) τό 9ου Ἰοωμεα. τοῦ βο/σ5ο7) παίέδδε σ]ουσαιότατον ϱσοσον εἰς τήν δεωρέαν κιὼ πιθανο --- 
εώτιων εκαέ τὸν Στατιστιιον. Ν 


Προς τούτοις ὄετομεν: 


ἷμ5 ᾗ αν ἀχαν, (!) ὅπου Κ. εἶναι ὃ ἀὐικῆος αἲνιά-ε Βἲ. 
α 


Με τὴν θοήθειαν τών ποᾶιιῶν συντεταγµἑνων τό ]ᾳ µετασχωματἰδεται εἰς το: 
αΏ - Ἀ εΠ 
- -ρὶ . { [ -ᾱ" ο ο-κἳ 
α “κ ράρ]αθ- | (σ-πε )άθ-π( ο) (1) 
ο ο 


Τ6 τετρᾶγώνον Ἱ, - [ο 9) Γ-ΕΞπαςβιαι Ατι- κ] περιέχει τὸν αὐιμΛον 
[αιν): 0ΞρΞΑ] ιαί περιέχεται εἷς τόν μύικᾶον {[(χΗ)  ΟΞΡΞ2Α]. 
Ἐξ ἄήλου τν ὁᾷοιδτπιρωτέα συνἀἁρτησις α-5 εἶναι 5ο, 


Ὅθεν, Δόγῳ τῆς (3), ὃα Ἐχωμεν: 


δε κ 


ον 
. -α 


-ᾱ 

μα εκ | γα γκ “α 
Εἴναι ὅμως: [ {{ο...3άψ]4κ- [ο”{{ ον αν] α- ({ο-ακ)' 
ἵναι ὅμως . ψ) χ - |] ψ] χ (9 «) 


-α 
Ἔχομεν Δοιπόν: π(!-θ”") - ( | ο””.αχ) -ῃ (κ εν" ) (3) 
-ᾱ 


Π , ὗ ν . - α , ’ 
«Υποθετομεν ὅτι τὸ Κ---ν-κοο, τότε εα τῆς Φιπᾷῶς ἀνιοότητος (3) προκυπτει ὅτι: 


ενσπι ( [εαι) Ξ ( [σνακ ' απ. διότι ξίπι ε---ο. 


-. --ο 


φοο 
Ἄρα: ] ϱαχς νπ. 


91Ο. ΕΦΑΡΜΟΓΑΙ ΤΩΝ ΔΙΠΛΩΝ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΩΗ ΕΙΣ ΤΗΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΜ 
3 .. 


1. Ὑπολορισμός ἐτιπεδων ἘμθαΦῶν. Ὡς ενωστόν, τὸ Ἐμέαθὀν 5 τοῦ ἐπιπεόου 


{, 3 6 - 35 « κ Ἶ ῃ ! .Ξ 
χωρίου Ὁ ἔπι τοῦ επιπἑόου οχ͵ τοῦ ὁποίου το συνορον εἶναι τ τμτιαστιικὦς 


Δεία ααμπὺᾶτι |,, Φίδεται ὑπὸ τοῦ τύπου: 


ΘΞ { αχαάηι (ἱ) 
. 
ο / τ ' ς ͵ τα ' ' σι 
Ἔαν το χωριον Ὦ Φρασσεται Όπο τῶν ααμτι)ᾷων η ΞΦ (κ) μαι ντ φ(α)ο- 
που ϕφ (κ) -- Φ (Χ) διά μάθε κε[α,θ] ααι τῶν εὐθειῶν χ-α καὶ κΞς μαί ἔπὶ 


͵ η { Π ͵ . η Π Ὀ « . ϱ ' 
πᾶεον τὸ σύνορον του τεµνεταί ὑπό πᾶστις εὐδείας παραᾶᾷλπλου πρός τὸν 
Δ 


ἄξουα ου εἰς Φύο το τοδύ σωµεῖα, τοτε ὁ τύπος (1) ααθίσταται (β4. 56,1). 


5 Ξ [ (19) «α- [κα -κω]4.. 


ᾱ (α) α 


Παράδειρμα: Μά ὑποβογισδὴ τὸ ἐμθαδὸόν τοῦ αιωρὶου τὸ ὁποῖον πεφριιαδείε- 
ται ὑπὸ τῶν μαμπυῤων: υΞ52-Χὶ ὐτπ. 

Λὑὺσις: Προσόιορί ζομεν τὰ σημεῖα τοµΏς τῶν Φοθειστῶν μαμπύλων(θλ. Σκ.1). 
Πρός «ούτοις θέτοµεν κ-2-απ" ἐξ τς χ,--2 ααὶ α.Ξ-1. Όθεν τὰ σωµεῖα τομής 


εἶναι Μι(-.-1) μαὶ Μι(1,1). 


ο” 


Ν 


Σχ. 1. 


Τό δητούµενον ἔμθαδὀν δἀ εἶναι ἀοιπὸν : 
! 3 


πα ο κὃ ας) ο3 
- - θρδ. ών ο. ᾱ. ντα. 
5] (9). [4 α)αα-ᾖρκ-ς-ν [ες 
-ᾱ κ, --ᾱχ κ. 

Π. ὙΥπολορμισμός ὄρμων: Εἶς την ἃ 5 εἴόομεν ὅτι ὁ ὄνιος ν΄ ἑνὸς στερεοῦ τό ὁ- 
ποῖον τιερικθεἰεται ὑτιό ἑνός τμήματος ἐπιφανείας Ε µε εξίσωσιν Ἔς{ίκυ), ὅπου. 
{(αν9)3.0, τοῦ Επιπέδου οχι, τν προβοᾶτν Ὦ αὐτοῦ τοῦ τα ἧἡηματο» ἐπί τὸῦ οχυ 
ιιαὶ ἁτιὸ τήν ιυᾶβινόριικὴν Επιφάνειαν ποὺ τροθαὀλει τὸ περίγθαµµα τοῦ τµῆµα- 


) 


- : ͵ - « 5 . -- ἤ 
τος Ἐ εἰς τὸ σύνορον τοῦ Τ, ὀΐδεται Όπο τοῦ τύπου: 


Υ- {4 αὐάκαυ (1) 
5 


νΕὰν πιὸπ το στερεον͵ τοῦ ὁποίου δητοῦμεν τὸν οψιον, περιορὶΣεται ἄνω ὑπό τῆς 
Επιφανείας ἆ- Φ Φ9)30 ααὶ κάτω ὑπό τῆς πιφανείας 2-9 (πιν)2:0 νιαὶ αἳ 
προβοᾶαὶ αὐτῶν τῶν δύο ἐπιφανειῶν ὄπὶ τοῦ οπὺ εἶναι τὸ αὐτό χωρὶον Ἡ τότε 
ὁ ὄψωος τοῦ στερεοῦ δά ἰσσῦται προς τὴν διαφορὰν τῶν ὄριων τῶνδυὺο «Ἡυ- 


Δινδριιών », στερεῶν, 


Ὅδεν; ν- [ Φ («9 }άχάν -- { Φία,υ)αχαάν « ί [φ,ζαιι)- ϕ, (αυ)] αχαωι 
μ] Σ 5. 


ε 3 ι Π ΐΛ ͵ - κ 5 υ 4 
Ὁ ανώτερα τυπος εὐκόᾶως ἀιαπιστοῦται ὅτί, ἴσχυει ααί ὅταν αἱ συναρττ- 


σεις Φ, (αι) αι Φι (κιν) εἶναι συνεχεῖς ἱμανοποιοῦσαι τῶν σχὲσιν Φ(1Ν9)2:Φ (αλ!). 


Παρατήρησις: Ἐὰν τὰ { (αι) ἀλλάσπι σημεῖον Ἐπί τοῦ Ὁ, τότε χωρίδοµεν τὸ Τ 
εἰς δύο χωρία ὖ, μαὶ Ὦ, εἰς τρόπον, ὥστε }(αιν) 3Ο Ἐπὶ τοῦ Τ, ιαί 4-(α, )Ἔο 
ἐπὶ τοῦ Τ, Ἐν συνεχεὶα ὑπαβογίξομεν τὸ διπἠοῦν ὁᾷοιάπρωμα : ή Συ) ἀχάυ, 

3, 
ὅπου {(α9)5:0 ιαὶ το ὁποῖον παριστᾷ τὸν ὅὄψιιον τοῦ στερεσῦ ὑτιεράνω τοῦ οχι. 
Ὁμοίως τό ]- | {(κι9) ἀχαάυ | παριστᾶ τον ὅμιον τοῦ στερεοῦ τὸ ὁποῖον εὖ- 
δε ι 
ρίσµεται αἁτωδθεν τοῦ οχΠ. 


ια η μα [ σέ -- μὴ Π ( ς , 
Ὀ9εν, το Ίιή- Ἱ, παφριστᾶ τον ομμον τοῦ στερεοῦ τιου περια ἄειεται Ὁτόὸ τῆς 
. 
ἐν ἂόνῳ ἐπιφανείας. 


ΠαράΦειρµα:. Νά ὑπολομισὸῃ ὁ ὄμμος ν τοῦ στερεοῦ ποῦ περιᾶαμθανοµένου 
κεταξὺ τῶς σφαίρας χε η". α'- Δα" ααὶ 


τοῦ ἀυλινόρου απ μ'- αι - 0. 


Λὐσις: Δυνάμεδα νὰ λάθωμεν ὡς χωρίον τῆς ὁ- 
Λοιδηπρώσεω» τήν θάαιν τοῦ μυλίνόρου αὖνηλαυκΟ, 


͵ . Π ι ος ο 
όώΛ τον ικὐιΛον ἱεντρου (οα) ααὶ ἀιμτῖνος α. Η 


' μὰ { 1 ἤ ΄ 
δὲ ἔξισωσις του ἓν λόνῳ υαὐω Λου γράφεται ὑπο 


α Ἱλ(ω-α) -αν 


των µορφηΏν: χν(η-α) τα) (81. Σκ. 1). Σκ.4 


κ / - { .. ... ν ν ο 
ὑπολογίσομεν το Ἱεταφρτον του Σητουμενου οΡου ν (τοΏμισυ τουτου παρίσταται 


ες τὸ 2χ.Λ). θὰ Δάθωμεν Δοιπὸν ὡς χωρίον ὁᾷ οι Δηρώσεα»ς τὸ ἡμιιὑύμλιον το ὁρι- 
5όμενον ἀαπὀ τὰς δξιοώσεις; 
Χές, (950, α-θ,(ν)  νλαν-ν 
υ-0 μαὶ υ-2ᾳα. 
Ἡ ξείσωσις τοῦ ἄνω µξρους τῆς ἐπιφανείας τῆς σφαὶρας εἶναι: 
5-{(αν)Ξγααἳ-α'-'. 


ν ῃ , - αν ἃ -- 
09εν, τὸ τεταρτον τοῦ ὄγμμου τοῦ στερεοῦ εἶναι. 


1α νῤανι. 
κν-] (λατ σπρακ} άν. 


Διὰ τὸν ὑποδογισμὸν τοῦ ἄνωτερω ὁᾷοι Ἀπρώματος χρησιμοποιοῦμεν πολιιάς 
συντεταρµένας: χ-ρσυνθ, ὐΞρητμ θ)ρΣο, 0τθς2ᾳ 
μι τν -. 3 [ ς ῃ μα, 
Η εξίσωσις5 τῆς εν Δόγῳ Πημµιπεριφερείας εὗρι-- 

ς 2 { 

σωεται ὡς ἀμο]ούδως: 

Εἶναι χνυῖ- ρ' υμαί υ5ρημθ. 

δί ἀνιιιαταστάσεως εἰς τον ἐξίσωσιν τής περι- 


Φφερείας εὑρίσιομεν ρ-χπμθ. Ἀριεῖ να προσ- 


διορίσωµεν τὰ χωρία μεταθοᾶῆς τῶν ρμαί θ. 


Σχ. 


Ὡς ἐμφαϊνηται μαί Ἐι τοῦ 21.2 τὸ ΟΞρΞ2α 


͵ ν , : ε ν , ι 
μαὶ 03645. Ἡ ὁβσιδηρωτέα συνάρτποις εἰς ποβκμας.συντεταγµενας Ψινεται᾽ 


2 [ Ῥ{(α, 9) 
ὁ. . πο θε φλάα τα -- - τ 
Εἶναι δε το δ) | εκ [ο] 
Συνεπώς ἔκομεν: 
1απμθ 


πο ο ο 


: Ξ 
--ς | [(αα" -4α ημΘ) κ. (κ) ]αο «3 [ς- συν'θ)άθ-.5- α(3π-4). 


[ ο 


Ἡ Υπολογισμός ἐμθαδοῦ ἔπιφανειας. 
ς θεωρωσωμεν μίαν Επιφάνειαν τῆς ὁποίας ὢ Εξίσωσις εἰς Καρτεσιανὰς συυτεπαμ- 
μενας εἶναι ἆ-2(/9), ότου Ἡ συνάρτησις {(κιν) εἶναι συνεχὴς καὶ ἔχει μερικαστια- 
ραμώμφους απ΄ τάξεως συνεχεῖς Θεωροῦμεν ἕνα τμΏμα 5 τῶς ἓν Ἀθχω Επιφανείας 
περιαβειόμενον ὑπο μιᾶς ιΔειστῆῶς υαμπύᾶτης χγραμμῶς [; τῆς ὁποίας τἡ προ- 
θοδή εἰς τὸ ἐπίπεόον οχυ εἶναι πι ἄεία καμπυὺᾶτι |. Ἡ παμπυῤω αὗτπ εἶναι τὸ σὺ- 
νορον τοῦ χωρίου Τ το ὁποῖον θεωρεῖται ὡς ἡ ὀρὸπ προθοῇη τοῦ δεωρτθέντοςτµ- 
µατος τῆς ἐπιφανείας ἐπὶ τοῦ Έπιπεόδου Οχ. 
Διαμερἰδοµεν το χωρίον } δια μιᾶς τυχούσως Φιαμερίσεως ᾧ εἰς Ὡ-τὸ πᾶΏθος 
ὑπὸ- χωρία Ὦ,,Ῥε,.-. νι µε ἀντὶστοιχοι εμθαδα Δ5,, Δ5.,::.Δ5.. Έστω Ὦ τμ 
:ἔν τυχον σαμεῖον ἄν Ώιιον εἰς τὸ πεδίον Ὦς,/Ξρ.π. τοῦτο δύναται να δεωργιὸῃ ὁτι 
εἶναι ἡ προβολὴ τοῦ στιµείου Μρ (ἔριτπρ,ὁ (Σρ, τιρ)ς 3ρ) τῶς Επιφανείας (61.2-. 1). 
Ὡς γνωώστον, Ώ Ξξίσωσις τοῦ Εφαπτομένου επιπέδου τῆς ἐπιφανείας εἷς τό ση- 
μεῖον Μρ εἶναι : 
7-ἓρ -{ς (Ερτεϱ) (α- ερ) «δν (ἔωτιϱ) (υ-πϱ) (1) 


͵ 


. : ο , { - 4 -- ᾱ ώ 
Εν συνεχεια Όεωρουμεν τὸ εμθαδόν Δ 6ρ ξωεινου τοῦ τµηµµατος δρ τοῦ Επιπε- 


όου τούτου, τὸ ὁποῖον Έχει προθολΏν 
ἐπὶ τοῦ ΟΧχυ τὸ χωρίον Ῥρ,1Ξρςτ. 

θειωροῦμεν τὸ ἀδροισιμα οἶων τῶν αντι 
στοίκων εμθαδῶν Δ6ρ, ητοι: 

5. Ασρ 

το ὅριον τοῦ ἀνωτερω αδροίσµατος 
τοῦ τι]οο ααίὶ µε πας ὃ(56ι)-ο λὰσι.- 
ἀεῖται ὲξ ορισμοῦ ἐμόαδόν τῆς ἔπιφα- 


νείας υαὶ ἄ5- συμθοᾷίσωμεν τοῦτο μέ: 


ος ακ 
; . 
τιαχ ὁ (σι)--- Ὁ 
(ποπ 


Ἐν συνεχείᾳ ἄς ιαλέαωμεν }ς την ὀξ,-αν γωνίαν τοῦ ἔφαπτομενου Επιπεδου 


, / ͵ ο ' ͵ ͵ ο ' : 
τὰς Επιφανείας εἰι τὸ Μρ µετά τοῦ Επιπέδου οχυ: αὐτη 58 ἰσοῦται µε την 
ὀξεῖαν πωνίαν τὴν ὁποὶαν σχτιματἰδει τὸ ικάδετον επὶ τῶν ἐπιφἀνειαν Φιάνυ- 
σµα εἰς το στµεῖον Μρ µε τὸν ἄξονα ΟΣ. 

6 Π .) - σα μὸ, ' ΄ “ [ κ 
Ὡς γνωστόν ει τὴς Ἀναβυτιικῆς Γεωμετριας το ιάθετον διανυσµα ἔχει προ- 
ε ΄ / - ς ν , . -- 
θοᾷάς (-ᾱ. (Σρ, πρ),- ὅς (ἔρ,πϱ),« 1}, συνεπῶς Π γωνία Ἑ, του σχηματίσει τοῦτο 


µε τὸν ἄξονα Οᾳ εἶναι : 
͵ 


σων ἵρ : - (9) 
: / α. { Ερπρ) ὃν (Ερ,Ώρ) 


ΕΕ ἄθᾶου Δ5ρΡ- Δ6ρ: συν, π 


Δ6- τον 14 (ξωτο) "δι (Επ)  Δ5 (4) 


θεωροῦμεν τὸ ἄθροισμα : 
ο) π τε 7 ' 
Δ6δ- 14 { (Εξ, Πρ)  (Ε,Ώρ)  Δ5 5) 
να ρ » / 113, (ξρι τι) . Ώς)  Δ5ς { 


᾿Εὰν ἠότπ Ὀεωρήύσωμεν μίαν ἀμολουδίαν διαμερίσεων ἐπὶ τοῦ χωρίου Ἑ τοι- 


αὐτηων, ὥστε τοῦ η 1ου τό τηαχ ὅ(2,) ----Ο, τὀτε τό δεξιόν µεῖος τῇς Ίσότητος (5) 
πρθξη 


δὰ τεἰντι πρὸς τὸν ἀριὸμον {νι (ς) (ᾷ 5”) ἀχαῳ. Ἐξ ἄλλου μαί τὸ 


2 


τηαχὃ (σφ)---ο, τοι, Δόχω τῆς (2), τὸ ἀριστερόν μέλος τῆς (5) θὰ τείντι πρός 
Ί9ρπνι 


το ἔμθαόον 6 τῆς Επιφανείας, 


Ὅθεν, δε εν ος)" νο ὰ) κάν. 


.] 


1 1 λε υ [ πι 
Παρατήρησις: Ἐὰν ἡ ἐπιφάνεια ἔχῃ ὡς Εξίσωσιν τὴν ν-4(α, Ἡ) η κόι(ν,τ), 


{ { στ) 2 / . 
τοτε ὃα Εχωωμµεν ἀναᾷοχους τωπους 


Παράδειμμα: Μά ὑπολοχισὸῇ τό ἔμθαδὸν τῶς ἐπιφανείας σφαίρας 


Λύὑσις; Ὢς Ίνωστον ἡ εξίσωσις τῶς Επιωφανείας τῆς σφαίρας ὅταν τό αέντρον αὐ- 
τῆς συμπίπτῃ μὲ τὴν ἄρχην τῶν ἀξόνων εἶναι; αἲνηνες Βἰ, ἔνδα. Ὦ Ἡ ἀμτίς αὐτῖις 
ῃ ι 


«Ὑποδοχίδομεν το Έμθαδον τοῦ ἄνω ἡμισφαιρίου. Ἡ ἐξίσωσις αὐτοῦ εἶναι 


νο αἩ. 
Εἶναι δε. ὃἳ..'..Ἱ κα. 
ο Θα ΥΕ αλ -ὖξ 
ο. Ε 
ου Ἑι κἲ- η» 


« 


τ κ 
Όδεν: Νις)" (ν) ναι πσττι 


Ίὸ Πμιαφαιριον τοῦτο τιροθαβΆλεται Επί τοῦ Επιπέδου οχν εἶς τον μὑιιλον που 
- ἵ , 
πᾶτπροί την συνόπατιν: 


χὶχυ" ε πὶ 
᾽ [ ο] ε 32 . 
Συμφώνως προς τὰ ξωτεθέντα ἀνωτέρω,τὸ ἐµθαδόὸν τῆς ἐπίφανειας τοῦ ἡμι- 
σφαιρὶου θὰ εἶναι". 


να αι 


| 
ἐστι ([ψαατα Ὁ) Ὁὦ 


-ᾱ τν αἳ 


Δια νὰ ὑποβογισωμεν αὐτό τὸ ὁιπλοῦν ὁλομᾶνρωμα χρησιμοποιοῦμεν πολνιάς 


(9) 
ϱΞΒ καὶ Επί πᾶξον 


οοκαριανάς: “Η Ἐξίσωσις τοῦ συνόρου τοῦ χωρίου τῆς ὁλονιληρὠσεω» εἶναι 


Ῥςρθ)|  Ρ' ὅτε ὁ τύπος (4) γίνεται: 
.) 
1π ᾳ 


ασ-] () ορ λα) θ-ε [- να-ρ]] αθ - κ [ λαρ 2πΑ 


. 
811. ΣΥΜΟΛΟΣΥΜΑΡΤΗΣΕΙΣ 


Η γνώσις τὴς συναρτήσεως εἶναι τὸ θεμεᾶιον τῃς Μαθηωµατιὰ Ἡς Ἀναλύσεως Έως 


. ο 
6 -- -- ’ 
εόῶῷ Σγνώρισαμεν συναρτησει» αἱ οποῖαι Εξαρτῶνται έἐμ μιᾶς  όύο πι ααί περισ- 


σοτερων «νεξαρτητων μεταθᾶττῶν. Δίόοντες μίαν γεωμετριαὴν θεώρησιν τῶν 


μξχρι τοῦδε Ἰνωστῶν συναρτήσεων ὀυνάμεδα να εἴτωμεν ὅτι τοιαῦται συναρτη- 
σεις έἶναι μεταθᾶηταί ποσότητες εξαρτὠμεναι ἀπὸ ἕνα σημεῖον τῆς εὐθείας 
(ουναρτήσεις μιᾶς µεταθᾶητης) ἠ ἀπό ἕνα σημεῖον τοῦ Επιπεόου (συναρτήσεις 
όύο μεταθᾶτπτῶν) α.τλ. Ταύὐτας δε εἷς το ἑξῆς τὰς ιαᾶσῦμεν σηκειοσυναρτήσεις. 

Ἡ Μαθδηματιιἠ Ἀνάλυσις μαί αἱ φυσιμαί ἔφαρμομαϊ της Θεωροῦν ιαὶ ἄλλου5 
τύπους συναρτήσεων αἱ τιµαἰ τῶν ὁποίων όέν ξἔξαρτώνται ἀπὸ ἕνα σηµεῖον τοῦ χὼ- 
ρου ἀλλά ἐξαρτῶνται Ειάστοτε ἀπό ὥρισμενον σύνοΆον ποὺ Ἀαμθανεται εἶς τὸν χῶρον. 

θεωρσύμεν γψενιιῶςσ ἕνα σὐνοᾶον Ὁ, ααὶ μίαν υλἁοιν ὃν εξ ὑποσυνοβων αὐτοῦ 
τοιαύτην, ὥστε ἡ ἕνωσις Φύο τυκόντων συνόᾶων τοῦ Ὁ, νὰ ἀνήμη εἰς τῶν ἁλάσιν ὅξ. 

«πό τὸν ὅρον συνολοσυναάρτησιν Εννοοῦμεν µίαν πραγµατικων συνἀρτησιν Γ ὡ- 
ρισμένην ἐπὶ τῆς αβάσεως «3, τοι : Ἀ 9Α-Ε.- Ε(Α)εδ. 

Παραδείρµατα τοιούὐτων συνοβοσυναρτήσεων εἶναι τὰ ἁάἀτωὰ: α). Τὁ ἔμθαδὸν 
Ε(8)-5 ενός χώριου ἄ τὸ ὁποῖον ὡρίσὸτι κατὰ τὸν γνωστὸν τροπον. 

ϐ) Ἡ μᾶδα ἑνός σώματος, ητις εἶναι αατανεμτιμένη Επί τοῦ ἐΕπιπεόου οκ, ὅπλ. 

᾿ εἰς ἔιαστον χωρὶον α τοῦ ἐπιπἐόου ἀντιστοιχοῦμεν ἕναν ὡρισμὲένον ἀριὸμον µ(α) 

των μᾶξδαν αὐτοῦ. 
}) Τὸ ποσὸν τῆς δερµότητος ποὺ εἶναι ιιαιανεµτμενον Επὶ τῆς ἔπιφανειας μιᾶς Έπι- 


πέδου πλαιιὸς. 


ἑ μ { . “ . ͵ - , . 
Όρισμός ὙΠ - Μ-1. Μία συνοᾶοσυναρτησις Ε ὡρισμέντι ἐπί τὶς «ἀάσεως 6ὲξ δὰ 


ἂϊχωμεν ὅτι εἶναι πεπερασµένως ἠροσθετιικη εαν οιωνόΏωποτε ὄντων τῶν Εξνων 

συνόᾷων Αι καὶ Α. τῆς μ.βάσεως ο ἔχωμεν : 
Ε(ΑΙ0Α.)- Ε(Α,)» Ε(Α.). 

».Ἕνα παραιτηριστιιὀν παράδειγµα πεπερασµένης προσθετιιῆς αυνολοσυναρ- 
σισεως ὀύναται να κατασιευασὸΏ µέσω τῆς ὁάομάτρωώσεως. 

Ἔστω 4 (4.9) µία συνἀρτησις ὡρισμέντι μαὶ συνεκἡς ἐπὶ τοῦ ἐπιπξόου, Ὀρίδομεν 
μίαν συνολοσυνάρτησιν Ε ἐπὶ τῆς μλάσεως «4 τῶν ὑποσυνολων τοῦ ἐπιπέόου 
ὑπό τοῦ τύπου: ι 


Ε(4)-[4αωάκάν ({ἱ) 
ᾱ 


Πράχµατι ἡ πεπερασμένη προσδετιιότης τῆς ἀνωτέρω συναρτησεως εξάγε- 
ται ἔα τῶν ἰδιοτήτων τοῦ διπᾷοῦ οὐἠομάηρώματος. 


,] 2 µ ᾗ ω η ν 
ότι εισαφοµεν μίαν νξεαν ἔννοιαν συγαᾷισεως. 


Ὀρισμός σπ- {/-2 Ἔστω Ἐ µία αὐδαίρετος συνοβοσυνάρτηωσες 
ορισι«ένη τουζάκχεστον διά τήν εκ λάσιν 4 οὕων τῶν ιιβειστιῶῦν πω - 
«ων Α τοῦ ἐπιπέόου. Θὰ «έμωμεν ὃτι αὕτω τείνει πρός τον ἀριδικόν 
ἑ τεωαδώς τὸ σύνοῖον Α τείνει πρός τό σωμεῖον Ῥ, τοῦ ἐπιπέόου ναι 
1ράφοµεν: μΡΣ 6, ἐάν ιιαί κόνον εάν ὅω ιᾶθε ε» 0 ὑπάρχη ἀρ/ὃιός 
η(ε)»Ο τος α ὥστε οταν τό Α εἶναι ἕνα σύνοε]ον Περιέχον τὸ Ὦο κε σ- 
µετρον Φ(Α)-«π (ε) ειαί Αεάι νά ἔχωμεν: ΙΕ(Α)-ἐ]«ε. 
Εἰς αὐτὴν τὴν περίπτωσιν θὰ Δέμωμεν ὅτι ἡ οἰμονένεια τῶν συνόᾷων Α ««φρᾶσ- 
σεται Έα τῶν ιιάτω» ἀπὸ τὸ σηωμεῖον ὃς. 
Παριστῶντες µε τὸ Ε(5) την συνοΛοσυναρττισιν πις διδειτόὸ ἐμβαόόν ἑνός κω- 
ρίου 5, τότε ὃὰ ἔχωμεν : στρ Ε(ί9)-οΟ. 
"Εὰν τὸ ζοι Ε(Α) ὑπάραη διά πάθε Ρε, τότε αὗττ ὁρίδει μίαν σημειοσυνὰρ. 
τησιν ὃ επὶ τοῦ 1 τοιαύτην, ὥστε: | 


4(ϱ)« θίτη Ε(Α) διὰ μάδεΡρεν. 
αὖΡ 


Ὀρισμός η -- 4-ὂ. θά Φέρωμεν ὅτι, συνοβοσυνάρτησις Ε(Α) τείνει ὄμια- 
Ἀῶς προς τήν σημειοσυνάρτησιν 4(ϱ) καθώςτόὸ ΑΡ τιαί γράφοµεν: 

επ Ε(Α) -α(ϱ) ὁμαδώς διά τιάδε ΡΕΤ, ἑὰν τκαί µόνον ξάν δω ιιὰᾶε ε2Ο 9- 
ο τ(ε)2Ο τοιοῦτον, ὥστε: [Ε(Α)- 4(ρ)/πε οἱουόθποτε ὀνπος τοῦ 
ρεῦ ται Α εἶναι ἕνα σύνοιον ες τό ὁποῖον ἀνήιιειτό Ῥμιέ δ(Α) «πι (Ε). 
ῦ. ΝΜΕ πὴν ϐθοηθέιαν τῆς ἐννοίας τοῦ ὁρίου μιας συνολοσυναρτησεως εἰσάγο- 
μεν µίαν ὁὺο- διαστάσεων παραγωφον διὰ τὴν συνολοσυνάρτησιν Ε; Ἆτις ὃ- 
ρἰδεται ἐπί τής ιάσεως «Ὁ.. Ἀνάᾶοροι ὁρισμοι δύνανται νά εἰαακδοῦν διά 
παραμώμους ἄνωτερας ὁιαστάσεως. 

Ἔστω Ε(Α) µία προσθετιαΏ συνολοσυναρτησις ὠρισμέντι εἰδτα τετραγω- 


[ ς υ -- , . ον ος Ε. ῃ 
νίσιµα υποσύνολα τοῦ χωρίου ὃ μαί ἔστω εν σημεῖον βέΕΑ, Α5 παραστησω- 


μεν ὁιά 9(Α) τὸ ἐμθαδόν τοῦ πκὠρίου Α. θἀ ἀένωμεν ὅτι ὁ ἀριὸμός Εἔ εἶναι 


τὸ ὅριον τσῦ ἠόγου τν μαθώς το χωρίον Α «τεΐνει» πρόστόσημεῖσν Ρετ, 
ἐὰν διά αάδε ε»ο ὑτάρχη π(ε) τοιοῦτον, ὥστε Ὃ -έ]|κε διά μαθε χωρὶ- 


ον Α εἰς τὸ οποῖον ἀνήμει τὸ Ρ, µε δ(Ά) «τι (Ε). 


Ε(Α) .ρ » ᾱξ 
5(Α) ἔ ὕ ον 


μαί μαβεῖται παράρωρος τῆς προσθετιιῦς συγοἠοσυναρτήύίσεως Ε(Α) ὡς 


Αὐτό τὸ ὅριον θά συμθολὶδωµεν διὰ τοῦ συμθόλου εἶπη 
πρός τὸ ἐμθαόον. 

ο ͵ ' ας . ο { . ᾽ ν 

Η παράγωγος δὲν εἶναι συνολοσυνάρτπσις, ἄλλα µία συνἠθης συνάρτησις δηλ. 
µία µειαθλητη ποσότης ἔξαρτωμξντι ἀπὸ ἕνα στιμεῖον τοῦ Ἐπιτιεδου. 


Πᾶσαι αἱ ουνοΔοσυναρτΏσεις δὲν ἔχουν παραγμώγους 


5 έ / 


θἀ ἂεγωμεν δε ὅτι, Π Ε εἶνάι ομαλῶς ὁιαφορίσωικος ὡς πρός τό ἐμθαδόν, ξὰν 


ἡ συνιᾶισις τοῦ τα. τσὺ Αγ Ρ εἶναι ὁμαᾶτ. 


θεώρημα τ- 11-{. Ἔσιω Ὦ εἶναι Ενα ἀνοιατὸν συνοᾷον τοῦ ὁποιου τὸ σἱνο- 
ρον Έχει μηδενιιὀν ἔμθαόον μαὶ {(Ρ)Ῥ-(αιν) µία στιμειοαυνάρτησις, ἥτι5 εἵναι 
κ , , , » , -- ’ αν. Π -- ν ͵ 4: 
συνεχΏΣ μαι ΦραρμενΏ επί του Τ µαι μµηόενίατι ειιτόὸς τοῦ 1. Οριδοµεν μίαν συ- 
νοᾷοσυνάρτησιν Ε ἐπὶ τῆς μλάσεως 48. ὑπὸ τοῦ τυπου: 
Ε(α)- ἥ Σών) ακάη, ας .Ά. 


6 
Τότε Π Ε εἶναι ὍμαΛλῶς διαφορἰσιµος εἶν ἀάθε µᾷειστὸν ἀρδορώνιον ιείμενον 


ῃ σαν κ 9 ' ; ͵ α ΡΕ ͵ 
Έντος τοῦ Ὁ καὶ Επὶ πῇεον Ἰσχύει: ο. πρ}. 
β- 


ἍἌποδειξις: Ἔστω β εἶναι ἕνα ιάειστον ὀρθορωνιων ιαείμενον ἔντος τοῦ Ὦ Ἐπειόπ 
τὸ } εἶναι ἄνοιωτον ὀυνάμεδα να επειτείνοµεν τὸ ἴς εἰς τρόπον ὥστε νὰ ἔπιτυπχωμεν 
ἕνα ὀρθομώνιον β, τὸ ὁποῖον περιέχει τὸ β μαί ἐπίσης αείμενον εντος τοῦ Ὀ. 

η {εἶναι συδεχἠς εἰς το Ε, συνεπώς ἁαὶ ὁμµαλῶς συνεκτὴς Στ αὐτοῦ. Δοθδέντος λοι- 
πον ἑνός ε2ο ὑπάρκχει ἕν η(ε)"2οΟ τοιοῦτον, ὥστε |4(Ρ)- Σ(Ο)| τε οἴώνότποτε 
ὄντων τῶν Ῥ ιμαὶ 9 μειμἔνων εἰς τὸ Κι μαί μὲ [Ῥ-α]-- π(ε), Ἐπειδη το Ά μεῖται 


ε) . . - ! ῃ . ΄ ' . -” ο] -- | 
εσωτεριωώς του Ε, όυναμεθδα να ἘλΛαιιώσωμεν οτε) τὰν πούτο εἶναι αναγµαίον, 


εἰς τρόπον ὧστε |4(Ρ)- (0) «ε οἰουόήποτε ὄντος τοῦ ΡΕΚ καίμε ᾖρ-ο--π(ε). 
Ἔστω { ενα σὐνοᾶον τῶς ιᾶάσεως οἱ τὸ ὁποῖον Περιεχει τὸ σωμεῖον β.εξ καί 
τοῦ ὁποίου δ(6)-- π(ε). Ἔστω Μπ σωρ (8) μαί πες ἴπό 4 (9). Ἱότε ΙΜ-ὁ (Ρο ε ναὶ 
πι 1(Ρ))|ε. 
Ἐπειότπ Κῶ-ᾖ Σαν)λαχαάυ, ὰ Ε(6) νυεῖται μεταξυ τῶν τιμῶν πη.ο(α) αἱ 
ἆ : 


Μ.5(α), ὅπου 9(ᾷ) παριστᾶ τὸ ἐμθαδὸν τοῦ 6. Συνεπώς Έχομεν: 


Ε(α) 
ς ζο) -4(ϱ)|« ε. 


μτεδβευταία σχέσις Ίσχύει διὰ ιὰάθε σύνολον 6 περιξχον τό σημεῖον Ρ, μὲ 
δ(α) -«π(ε) καί ὁιὰ τάδε Ρ.ΕΒ, Ἆρα ἡ Ε εἶναι ομαδῶς διαφορἰσιµος εντός 


- ς ͵ νε] . ͵ ! , { ῃ 
τοῦ Β ὡς πρὀς το ἐμθαόον καὶ µε παραρωώρον την συνάρτησιν {ᾖ-. 


5!2. ΕΦΑΡΜΟΓΑΙ ΤΩΗ ΔΙΠΛΩΗ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΩΗ ΕΙΣ ΤΗΗ ΜΗΧΑΜΙΚΗ ΜΗ 


! Γι - . ν . Ν 
1 Ἐπιφανειαιτι πυωνότης. θεωρούμεν μίαν ἔπίπεφον πᾶάμα ᾱ μειμὲνπ εἷς 
( ͵ 3 η . - Π 
το ἐπίπεόον Οχι. Ἔστιω ὅτι τό χωρίον ἆ έἶναι τετραχωὠνίσιµον τιαί 5(6) τὸ Έμθα- 


6ον του. Ας υαᾶέσωμεν ὅε µ(6) τὴν μᾶδαν, ἥτις εἶναι ματανεμπμὲν η ἐπ αὐτῆς 
μµ.(α) 
9 (6) 
πατανεμΏμεντις εἰς το πεθίον 


- ΄ ς ͵ οώ ΄ , . -- , 
τῆς πᾷαμος. 0 ἂογος μαδεῖται μέση ἐπιφανειαωῦ Πυνκνοτης τῆςσμαδης 
Ὑποδέτομεν Πόω ὅτι, Εἠαττοῦται συνεχῶὼς τὸ μέγεθος τοῦ πεφίου 6 «περιορί- 
έ ͵ π . υ ῃ : : ς » 
Εοντος», αὖτο εἶς ἕνα σταθερον σΏμειον Ρ,. Ἐαν ματ αὐτων τήν ὁιαθιιασίαν ο ανώ- 
ῃ { [ . [2 3 [ .. , 4 [ 5, ο. 9 
τέρω λογος τεινη προς ἕναν αριόµον, ἔστω δ(8Β), αὖτο το ὁριον ἀαλᾶεῖται ἔπιφανει- 


΄ ῶ / . ΄ - 
αιη πυνινόοτης τῶς µαδως ιιατανεκακἔνης οἷἰς τὸ σωμδῖον Β.. 


αἲ ώς ων ο αμ ι--] ἤ νου. (6) . κά 
09εν;: εξ σοισμου δ Ῥο) ο 5 (6) ' 


Ἱ. Ὑποᾷοχγισμός πῶς µἀάσηω5. θεωρουµεν µίαν ἐπίπεδον ὑδικήν πᾶάια  κει- 
μὲνη εἲσ το Επἰπεώον οχυ εἁαὶ τῆς ὁποίας ἡ κατανομή τὴς µάδως ἐπ αὐτῆς ἕ- 
χει Ἐπιφανειαικῶων πυωνότητα δ(Ῥ) -δ (σεν). 

Διὰ τον ὑποᾶογισμον τῆς µάὰδης τῆς πᾷαιος ὀοδεντοως ὅτι Ἡ δ(κ,ν) εἶναι συνε- 


, ῃ ας ͵ » / ͵ , ͵ « 
κΏΣ συνάρτησις τῶν κ. μαί η ἔργαδόμεδα ὡς ἀμολουδως. Χωρίδοµεν ὦ πεδίον 


εἰς τ τὸ πᾷῆθδος µερτι 4ρ κατὰ ἕνα αὐθαίρετον τρόπον καὶ εἰς αάδε τμήμα ᾱ, 
Δαμθάνομεν καὶ ἀτιὸ ἕνα τυχόν σωμεῖον (Ερ,πϱ). Ἡ μᾶδα τοῦ στοιχείου ἄρ τοῦ 
ὁποίου τὸ 9μθαδὸν ἔστω Δ5ρ εἶναι τπροσεγχιστιιῶς δ(Ες, πρ). Α5γ. Ἡ δὲ ὅλιωπι 
μᾶδα µ(ϐ) τῆς πᾶαιμος θὰ εἶναι ἁατὰ προσέγγισιν τό ἄθροισμα Σ΄ (ει πρ) Δρ ()) 
ἂαμβανομενον τοῦτο ἐφ' οἥων πῶν στοιχείων τῆς διαμερἰσεως. μόπ. ὀπδδίεομεύ 
ὅτι ἡ μεγχίστγι τῶν διαμέτρων τῆς διαμερίσεως μαδὼς τὸ π]οο τείνει προς το μηδεν 


τοτε τὸ ἄθροισμα (1) 9α τείνη πρός τὸ ὁᾷσμάτιρωμα { δ(χ η) ἀχαν, τὸ ὁποῖον ὃα 
[ [ ν ς ' ὰ, [ Π 4 . [ -- - ͵ 
διόω συγχρονως την οΛινπιν μᾶδαν τῶν ιατανεµημενηων ἐπὶ τῆς ἐπιφανειας «. 


Ὅθεν, μ(α) - [δω ακαν 
ᾱ 
Παρατπροῦμεν ὅτι, τε - (8), ὅπου δες (ας, Μ,). 
9 -βο 


. - ΄ νά - [ - ι [ί 
Π.. Πρασδιορισµο» τῶν συντειαήμένων τοῦ αἔντρου θάρους µιας ἐπιπεόσυ πᾶαιος. 


Ζητοῦμεν νὰ προσδφιορίσωµεν τὰς συντεταρµένας τοῦ μἔντρου 6άρους (μ.6.) μιᾶς 
ἐπιπεδου ὑάιωΏς πᾶαιος 4 µειµεένης εἷς τό Επίπεφον οχι υαί ἐχούσης ἐτιφανει- 
ααἡν πυµνοτητα ὅ (χι), Ότις εἶναι συνεχής συνἀρτησις παῦν χ. ααὶ . Πρός τούτοις 
χωρὶδοµεν τὸν πᾶάια ά εἷς η τὸ πᾶπδος τµηµατα ᾱρ διά μιᾶς τυχούσης διαµε- 
Ρίσεως μαὶ ἓφ ἑικάστου τμ Ώματος 6, Δαμδάνομεν υαὶ ἀπό ἕνα τυχόν σημτῖον (Σρ, 
πρ), Ἐν συνεχεία Θεωροῦμεν τροσεγγιστιιῶς τήν μᾶδαν Εικάστου τοὐτων τῶν ᾱρ, 
ἥτις ὡς γυωστόν εἶναι δ(ξᾳ,Ππϱ)- Δ5ρ, ὅπου 45, τὸ εµθαΦον τοῦ χωρὶίου ϐρ Ἓωάαστπ 
τῶν ἀνωτέρω μµαδῶν ὀύναται να θεωρπδΏ ὅτι συνιεντρούται εἷς ενα σημεῖον, ἔστω 
τὸ (Ερ, Πρ). Ἰότε δυνάμεθα νἁ γράφωμεν τόν γνωστόν εξω τῶς ΜΏωχανιιαήὴς τύπον, ὁ- 


στι» δίδει τὰς συντεταρμῖνας (κι, ὖκ) τοῦ α.β. τοῦ ἀνωτέρω συστΏµατος τῶν ι- 


ὑλιαῶν σημείων, Ὠτοι: - 
α πι 
Σ. Ἑ- δίΒε,π) δ5ρ δι Ὡρ' δ(Ερτιε) Δ5ο 
αν Ένας - αἱ Ἡ ος 
ὁ(Εριπρ).Δ58, δ (δρ, Πρ) Δς, 


στ, βαι 
Οἱ τύποι (!) όϊδουν προσεγγιστιιῶς τὰς συντεταγµένας τοῦ .6. τῆς ἔπιτὲόου 


ν 


ὑλικῆς πᾶαιός. Ὑποθετομεν ὁτι ἡ διαμερισις γίνεται συνεχῶς ἀξπτοτέρα. 


6 .. ς . [ .: Π ͵ 1 Ὠ [ { 
Ίσι τ µεγιστη τῶν Φιαµμετρων ''ῶν ᾱρ τείνει πρὸς το µ.ηόεν ααθδως το Ώ ο. 


Τότε ξιι τῶν (1) ἀαμθάνομεν : 
αν. ὁ ο 9)ακάν - [όν άκαν 
6 ς .” 
.] δ(χ,)αχάν - | ψό (αν) αχάν 
4 ᾱ 


| χόὸ(χη)ἀάχαάυ { υδ(κιυ)άχάνυ 


ἘμλΕΕΓΕΓΕ.ΕΑΕΙΑ.. 61) 


ὁ(α,0) ἀχαν 


πι 
 ---ἵ αλ) 


ς 
. ὅ (ειν) ἀχάν 
ρὰ | 


Εἰς5 τῶν περίτιτωσιν ὅπου δ(χ,ν)- σταθ. οἱ ἀνωτερω τύποι (2) γίνονται: 


[ χάχαν [ υάχαάνη 
ς 4 
πο ο ο σπα το (3) 
| | ἀχαάν [ ἀχαν 
ὂ ο 


Ἱ Ροτιτ ἀδρανεία5 ἔπιπεδου πλαικός. 
στ ῃ .) . ω ς ἔ τν ͵ ς ς - ͵ ο 
Εξναι γνωστον εα τῆς ΜτιχανιιΏς οτι ἡ ροπτι αὀφανείας ἕνος υλιιμοῦυ σηµειου 
:Μ απέχοντος ἀπόστασιν τ ἀπὸ μὶαν εὐθείαν π ἕνα σωμεῖον εἶναι πη:π, ὅπου τη 
ἡ μᾶξδα τοῦ ὑλιμου σημείου. 
ς { ι 72. Ὀ Π , 
Ἔστω ἡὶ ἐπίπεδος ὑάιαπ πᾶὰμα 4 ἔχουσα μίαν Επιφανειαιἠν πυµνόοτττα. 
[ ' - , { ο. 
δ(Χιν). χωρίδομεν τὸ πεδἰον ἄ δια μιᾶς διαµερἰσειως εἰς τμµηματα αρ δισ- 
-- ς ' λε ᾳ ο ͵ σος ! ' ι 
στον τῶν Οποιων Εχει 5να εµθαδον Δ5δρ μαι ἔφ εµαστου τουτων Ἀαμθανομεν 
α« . { , - : ”. ι ’ , 
ἓν τυχόν στιμεῖον (Ερ, πρ) ιάαὶ εἰς τό ὁποιον θεωροῦμεν συγµεντρωμενην την . 
- ος . - - - Π .. 3} 
µαδαν τοῦ αρ. Αὕτω ἡ μᾶδα προσεγγιστικῶς εἶναι δ(Ε;Ώρ) Δ5ρ μαι τ ροπή ᾱ- 
{ η . , α - ια 
ὁρανείας ταύτης ὡς τιρός τὸν ἄξονα ου εἶναι Ε, ὅ (ἔρπ) Δρ. 
- - ο π ς - { ῃ { , { 
Συνεπῶς τοῦ ἀνωτέρω ὑᾶιασῦ συστώµατος ἡ ροπή ἀδρανείας ὡς πρός τον οἡ 


προσετγιστιιῶς εἶναι : ΣΣ;.δ (ξ ΠἹρΑς, (1) 


θε. 


ι ς «« -- ͵ ( οί , 
αν πόπ ὑποθέσωμεν οτι τοῦ η]οο τι μµερίστω διάμετρος τῆς διαµερίσε- 


ως τείνει πρὀς το μηδδν, τότε τὸ ἄδροιαμα (1) τείνει πρός τό διπ]οῦν ὁλἑοιδήρωμα: 
{ χ' ό(χ,) ἄχανυ. 
ᾱ κ 1. υ . “ ' ση ι { 
«09εν, ἂν ιαᾷἔσωμεν ἵν των ροπήν ἀδρανείας τῆς ἀνωτέρω πᾶαιός ὡς αρός 


τὸν ἄξονα τῶν η", τότε θα ἔχωμεν : 1, - { χ’ ὁ(α,ν) οἱ καν 
[α 


Ἀναδόγως εὑρίσιομον: Ἱ, - ᾗ ν’ δ (αν) ἀχάν. 
ᾳ : 
Ἡ δὲ ροπτ ἀόρανείας Ἱς ὧς αρὀς τὴν ἀρχὴν Ο (Πολιμη ροπή ἀδφανείας 


εἶναι: Ἱο- [αἳκνὴ) δ(χ,φ)άχαυ- 1. ἶν. 
6 


᾿Εφαρμογμαί (/3/ «Μά εὑρεδῆ τὸ μ.6. ἀυιθβιιοῦ τοµέεως ἀμτῖνος  μαίὶ χω- 
νίας Φ τοῦ ὁποίου ἡ πυωνοττις εἶναι δ(κυ)ς, 
Π « ς χι - . « 
λυσις: Λαμθάνομεν ὡς ἄξονα τῶν χ τήν Φιχοτὸ- 


µον τῆς ἐπιμέντρου γὠνίας(θᾶ.Σκ./),θὰ Έχωμεν: 


ΤωΞ ς] ἄχαυ υμαὶ χις-ός [καχάν Β 


το 
Ἓνεια τῆς συμμετρίας εἶναι 4ο. 


οκ 
Διά τὸν ὑποάομισμόν τῶν ἄνωτερω οἆομδηρωμα- αν 
« 


- { : .. 
τον κρτισιµοποιοιη «εν ποβιικας συντετανµενα» Οτε. 


της [ρ4ραθ το [40 [ραρ- ε.φ -ᾱ--- 
2" . 


Σχ. 


σι 


3 
[ο 1. ασ Ἡτ. ΕΤοΕ.] 


--- 


ο ᾳ 
μαὶ "αρ τσ [γρουνθράραθ - ) ουνθαθ{ρ'αρ- τος με. 


4, .- 


15/ μἁ εὑρεθηω ἡ ποβινάτι ροπΏ ἀδρανείας τοῦ χὠρὶου τοῦ ιἀειµένου ες τό ἐπὶ- 
πεόον οχι καὶ Φρασσοµἔνου ὑπὸ τῶν μαμπυλων π)-ι[-{, κ-υ'-θ, χώ-1,χυ--, ἔχον- 
τος δε πυμνότητα ὃ-- /. 

Λύοις: Ὡς γνωστόν ἡ ποδιαΏ ροπΏ ἀδρανείας θὰ παρέχεται ὑπό τοῦ τύπου: 


1. - { (ευ )άχαν (9). 
9 


Διά τόν ὑπολομισμόν τοῦ ὁᾷομ ἂπρώματος (1) ξωτελοῦμεν τὸν µετασχηματισμον: 
κχἲ- υ] Ξπι ααί 2χυ-υ (02) 
ὧτε τὸ χωρίον Τ μετασχηματίσεται εἰς τό ὀρθογμώνιον χωρίον Τ” (6Λλ.2κ.ἰα 


μαὶ Σχ.{ᾳ). 


Σα. {(α) Σχ. ! (8) 


Ρ (χι) Φα αιάυ (3) 


Ἔκχομεν: ].- (κ εφ"). γα 


λε 


- / α. ͵ , - 3 , ΄ , { 
Ἔα τῶν τύπων () δί ὕψωσεως αὐτῶν εἲς τὸ τετραφώνον εμαί προσθεσεως συνα- 
α 
Ίομεν τι: ακὶν η’ γάρ υ". 


ΕΕ σα κ Ῥ(0ι9) Ῥ(αιν) .. 
ΕΕ ἄλλου ἔπομεν : τα δεν) 5 4. 


Εἶναι δε: -ὢ(Ἠ.υ) Ξ «Αχ 4" 4) νυ 
Όταν) {ῃυ ν. .υ.  Ἰπ - να, 
ο. ο, “ο. / ͵ , ι 
«Ὄνεπωως : ταν) πνσιστη ε ο. (39) χινεται . 
4 8 
Ξ. 1/ 5 1. υθάαυ Ἆ- ο σα, ου 5 8. 
/ πλ σανῶνοι -ᾱ | | 
γ. υπ ντα 


” 


6/9. ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΙΣ ΚΑΙ ΔΙΑΦΟΡΙΣΙΣ ΓΕΜΙΚΕΥΜΕΜΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ ΩΣ ΠΡΟΣ ΠΑΡΑΜΕΤΙΡΟΗ 


Εἷς τὸ πρῶτον Ίόμον σελ.658 ΕΦώσαμεν τον ὀρισμον τῆς οµαλῆς συγιλίσεως 


τοῦ χενικευμένου ΦΛοικληρὠιιατος Φ(2)5] 4(χ,λ) 4χ (ι) ὡδπρός Ὅν παραµε- 


α 


τρονλ, Ὅτοι: τὸ ὁλοιλήρωμα (:) συμαᾶίνει ὁμαβῶς διά τα λε] (1: ἕνα διά- 
στηµα τὴς ) Εάν ὅιά ιάδε ε»Ο ὑπάρκχω ἓν ὁ(ε) ἔξαρτώμενον µονον ευ τοῦ 
Σ μαί οὗχι Σι τοῦ λ τοιοῦτον ὥστε νὰ ἔκωμεν ]9()- ῥαλακ[| [ήαλά[σε 
όια ἀάθε ιδ (ε) μαὶ λε (Εξυπαμούεται α.Ἔα). ., - 

Παραπέμπομεν τὸν ἀναγχνώσττν εἰ» τὸν πρῶτον Ίοµον σελ. 658-659 διά τα κρι- 


᾿ , κ. - ͵ 
τηρια συγιλἰσεως τοῦ Οσµςῇµ ται τοῦ ἨΜαιθγσἽγας», 


θεώρημα πΠ- 9-4. Ἔστωτ τὸ τενιαευµενον ὁλοιάπρωμα: 
φ(λ)Ξ "ῃ δ(α,λ)άχ, ὅπου ἡ 4 (α,λ) συνεκἠς συναρτησις ὡς προς λ ἀαι 
τὸ οποῖον  συνκλίνει ὁμαλώς ὁιι αάδθε λε] ΤότετΏ Φ(λ) εἶναι σννεκΏς συγὰς 


τηθι», Ἠτοι: το ζίπν 5 αλλάκ- [. ξ(α,λο) ἁχ-- Φ(λο). 


μα α 


Αποόειξις: Σχηµατίδοµεν τὴν όιαφορᾶν : 


4 (άν) -4(1) - | [191λ99) -ὁ αλ)] 4: 


« [ῃ ία λνπ)-Ε(1,λ)] κ .! ἑάλνναα- αλλα: 


α 


καί |Φ(λνπ)-Φ(1)|-- ῃ {61λ9Λ)-Σ(αιλ)]αα «| (Φα λννλάα "η |[σα.ακ|- 6 


Λόνω τῆς ὁμαδῆς συρικΔίσεως τοῦ ὁλοιμλπιρώματος διά μάθε ε2Ο ὑπαρπει 


ἕν ὁ (ϱ) τοιοῦτον, ὥστε ὅταν αΣό(ε) νὰ Ἐχωμεν: 


| π (α,λ)άα|ε (2) 


ου 
Ὁμοίως θά εἶναι : | | (αλ) άχ|-ε (8) 
Μ. 
Τό ὰ εἶναι µία σταθερὀ τικΏ ἀνεξάρτητος τοῦ Ἠ, ὁδὲν Φυνάμεθα να ἔκβεξω- 
το ποσο 
μεν το Ἡ ἀριετά μιμρό ὁ ὡστενὰ ἔχωμεν: Ἱ. {ον τ ο ην η) 


[ Ηαιλ»ἡ)-Σαλ)]άπτε (9) 
Ἡ (1), ἠόνω τῶν (1), (3) ααὶ (4), καδίσταται: 


[4 (911) -ϕφ(1)| «8ε. 


’ { ' η] ζ . , 
«Η τεΔευταία σχεσις ἀποόειανυει τὴν συνέχειαν τῆς συναρτησεως Φ(λ) δια λεΙ. 


θεώρτ μα σΠ- 9-2. Μὲ τὰς ὑποθέσεις τὴς προημουµέντς προτάσεως καί δὰν 
ν, δε], τοτε θά Ἐχωμεν: 


ν δ ο δ 
/ [α2αλ - [ε. [αλλαλ τος) 
ἵ α. η 
92 611Υ 


24/ Ἐὰν ὑπάρχη ἡ ααἱ Εΐναι µία συνάρτησις συνεχής ὡς πρὀς «κ 
μαί ἢ διά μάθε χτΣα ιαὶ όια μάδε Λε] μαί ξὰν τὸ ὁἀομάθρωμα : 
α(0- ] Φὁ (αλ) ακ ϱ) 


ὑπαρχη υαί συμιιᾶϊνω ὁμαδλῶς διὰ λε], τὸ δὲ ὅλοι Δἡ 
{ { (κ,λ.) απ. (3) 


ὑπάρχει διά µίαν τιμήν λοεΙ, τότε τό ἀνωτέρω ὁάοιδήύρωμα (3) ὁρίδει όιὰ 
μάθε Δε[ µίαν συνάρτησιν φ(λ) τῆς ὁποίας ἡ παράγωχος Φ(λ)5φ(2), Πτοι: 
. - [ -Ἑδ σα) ἄχ. (τυπος τοῦ οπή 17) - 


α 


Ἀποδειεις: Ι2/ Ἔπκομεν: 
δ ο 
νά. { {αλλακ | 


ὃ ὃ οο σι 
[α(2αλ- [ αλ µ αλλάκ- [43 [ | 
γ ) α. γ 


[1 


5 


κ 6 οὸ 
Ξ [4λ [αλάς, [μα { ἐ(α1)άκ . 


χ ᾱ. 4 .. 
Εἰς τό πρῶτον ὁᾷοιδύρωμα τὸς τεβευταϊας ἴσότωτος τὸ ὁποῖον εἶναι μή τενι- 


μευμένον ὀυνάμεθα νὰ μάμνωμεν ἐναλβαγὴν τῶν ὁρίων τοῦ ὁλοιδηρώματος, πτοι: 
ν. δ 
{ απ | Γὼ γαλ. 
- ἵ 7 -- 


. 5 
Ἀριεῖ να δείξωμεν τώρα ὅτι τοῦ α ] ὦ τὸ μα] {:Χ,4) ἀχ. τείνει πρός τὸ μτιδἒν. 


ν. 


Πράγματι, ὁοθεντος τοῦ ε2λο ὑπάρχει ἓν ὃ(ε)-»ο ἀνεξάρτωτον τοῦ λ τοιοῦ- 
τον, ὥστε : 


| Γάαλλας | κ«ε,δια αμ»δ(ε) 


6 οσο 6 οο 
0θεν, | 4) { ἑαλακ |-ε | αλ | ἵ Σία, «ε(δ-γ). 
ή . κά ο 
6 ο {6 
δεν, | φ(ἀ)4λ- [ακ | {(α,λ)αλ. 
γ α 


23/ Θθεωροῦμεν το ὁᾷοι 4πρωμα : 


θεα, λ) 


ο 
ες - ς { η ς ῃ ' π ς -- ς ῃ , 
τὸ ὁποῖον ὑπάρχει ἔξ ὑποδεσεως μαὶ συμιᾶὶνει ὁμαβῶς ἁκ προς 1. Συµφώνως 


ἀοιπὸν πρός τὸ {2 µέρος τοῦ θεωρηµατος ἔχομεν': 

ε ω ς .ὲ 
| φ(Φάλ- [α. | σι αλ... | [εαιε)-Εαλν]α». 
λο ᾱ. λρ -. 


οο 
ἘΕ ὑποθεσεως ὑπάρχει τὸ ] {{α͵λι) ἀκ, συνεπώς ὑπάρχει ιιαὶ το βαλ) ἄχ δια 
ᾱ- α 


υάθε Σ τὸ ὁποῖον ἀνηΏιει εἰς ἕνα Ἱατὰλλτλον ὑποδιάστημα τοῦ 1 (διατί’) Ἔκο- 


μεν Αοιπὸν ἔι τῆς ἀνωτερω σχέσεως. 


5 
: [αλ - | 
λν . 


ἑωλακ-| Σ(α͵λο)ακ. 


α 


Ἡ συνάρτησις Φ (1) εἶναι συνεχής, τὸ πρώτον μεᾶος τῆς ἀνωτέρω ἰσότηωτος 
εἶναι µία συνάρτησι» παραχωγίσιµος ὧς πρός ξ µαί τῆς ὁποίας ἡ ταράγω- 
τος έἶναι ΑΦ, (Ε). 

παρα γωγἰσοντες Δοιπὸν τὴν ἀνωτερω ἰσοτητα ὡς πρὸς ξ ἀαμθάνομεν': 

ὃ σ/ 
φ (Ξ) πσδε [εας ᾱχ. τ 


α 


σο ι - νο 
μ πο ἆ ἀ . . . “ . 
επειότ εξ υποθεσεως φ(Ε)Ξ τικ «χ, Εχοµεν τελικὠσ γε [άεια»- κ... .. ἄχ 


-. α σ 


ἰ 3 ' ’ - 2 ς 
θεώρημα Ἡ- (9-3 Ἐαν αἱ συναρτησεις { (κ.λ) μαι Θα. εἶναι συνεχεῖς επὶ 
τοῦ αωρίου }τ[α,θ]χ [γ,δ] μαί αἱ συναρτησεις 1ι(λ), υ(1) εἶναι ὠρισμέναι 
/ ΄ -- ; Π - ε [ Π , 
μαὶ ἔχουν συνεχεῖς παραγὠγους ἐπί τοῦ διαστήματος [7,δ], τότε ἡ συνάρτησις 


φ(λ) Ξ] δ(ας,λ) ἀχ εἶναι ο. Επἰ τοῦ {1,δ1 ααὶ ἰσχύει ὁ τύπος: 
ἄ(α) ---------- 


Ἀπόδειξις Εάν α(λ)-α, υ(λ)-6, α(λιΞ-α, μαὶ υ(λο)-6., ὅπου λο τυχόν σα- 
μεῖον τοῦ [,δ], Έχομεν : 


6 ο 6 - α 
Φ(λ)- βαλακ- | {αλάχ» | {(αλ) ἀχ- µ (αλ) άχ ω 
α ἐ ασ 6ο αρ 
αι Φ (λο)Ξ ] δ(α,λο) αχ : | (2) 


ο 


ἛἜτν τῆς (1) αἱ (1) Δαμθάνομεν: - 


ξο 
Φ(1)-Φ(λ.) -| ααλααβοα-ᾱ. ἐς [ολο ες Γάλα (3) 
λ-λο λ-λο 
ᾶο 
ο 
.... Ώδη ἕωαστον προσθετέον τοῦ ἑσατοι μέλουςτῆς (3). 


| ὡς συνεχἠς συνάρτησις ἐπί τοῦ συμπαγοῦς πωὠρίου 1 εἶναι υαί. ὁ- 


Ν μαλᾶς αυτος ἐπ αὐτοῦ, αρα: 


. Διά μάθε ε»ο ὑπάρχει ο υμδο ιός ἀριομός γΜ(ε) 20 (ξξαρτώµενος µόνον 
ο. ε) τοιοῦτος, ὥστε διὰ μάθε λε[γ,δ] μέ]λ-λ.| η (ε) νὰ ἔχωμεν: 


ὁ(α,λ)-4(α,λο) δ4(χ,λο) 
2 “| λ-λυο κ. δλ ... (0 


9 
Π 


'.. Ἀλλά µατα τὸ δεώρημα μέσης τιμὴς { (δλ Τόμος Α «Θεώρᾶ1-3-246) ἰοχυει: 
| 
{(αιλ)-δ (α,λο)Ξ(λ-λο). Φι{α,λο 1Θ(λ-λ λο)) (5), ος θς 4. 
Ἐν τῶν (4) ια (5) ἀαμθάνομεν - .- 
δα, λ)- ἒία, ο) 94(χ λρ) : 64 Χ,λοςθ(λ-λο)) Όδία, λο) 
πε ο πε. θόορω |- ... ο το δαν ος 


Ὅδεν το ππλΊ µον: 
.. δία,λ)- δ(Χ,λο) σε λο) 
» ολ 


-. ἁμαλώς ὁ όταν κ. ὁπότε µατα τό δεώ - 
κ. ο 


ρημα πΙ- κ. Έχομεν : (9 εκ θα 


όο - 6ο 
4(1,λ) -4{ὰ,λο) . ο δ(α,λ)- {(α,λ.) δά(α,λο) 
| ῃ .. λα ρῬεοε: ἄχΞ ] . σον ἀχ-| μα ο αχ (6) 
ας ο ς σο 


() Τό δεύτερον ὁβοιδήρωμα, δί ἐφαρμοτῆῦς τοῦ θεωρΏματος τῆς μέσης τιμης 
τοῦ ὁλοιιΆτιρ. να (τόμος Α, σελἰς 505), γράφεται: 


αν - ξ ἑαλλάκ νο, ἑ(υ(19 59 (υ(1)-Ό(λο)), λο) 


ο 4 5 
ἃαι οθεν: δή 
λ-λο λ- λο 


[ 6 (αλ) άκ - υ (λ.): ὁ (0(λ.), λο) (3) 
µαδόσον ἡ υ εἶναι ὁ να ων ἐπί τοῦ [,δ] ιαὶ ἡ ὁ συνεχής ἐπὶ τοῦ 7. 
ἵι)  Ὁμοίως διά το τρἰτον ὁΔοιδήρωμα ἴσχυει. 
Εἶπι -πττο | {(α,λ)ἀχ-- α΄ (λ.) ὁ (η (19) λο) (8 
ασ 
ἛἜν τῶν (3), (6), (4) ιιαὶ (θ) ἔπεται ὅτι ἡ πρότασις Ἰσχύει διὰ αόθε λοε [,δ]. 
Παρσοτπρησι5. Παρατηροῦμεν ὅτι ὁ τύπος τοῦ ΙθίΡπὶΣ, πού ἀθτιστοιχεῖ σὲ ολομΆΠ- 
ρυµα μὲ ἄμρα σταδεραᾶ εἶναι µεριαΏ περίπτωσις αὐτοῦ. 
θεώρημα π-!9-4. Ὑποθέτομεν ὅτι ἡ συνάρτησις ἆ (κ. εἶναι συνεχτὶς δια 
α-χ«το μαί γςθν «κ καὶ ὅτι τὰ ὁλοιδπρώματα: 
[παφάν ααὶ [ αμ)ακ (ἱ) 
ἳ Ύ α 
συγιᾶίνουν ὁμαλῶς ἐπί ἑαάστου πεπερασμένου διαστηµατος αΞχςεΑ υαὶ γε Ξ«Γ 
ἀντιστοϊχώς Εάν ἐπὶ πδέον ἕνα τουλάχιατον τῶν ὁβοιβηπρωμάτων: 


{ ἀπ | ΜΗ (αν)]άν καὶ | ἂν | [4 (αιἡ)] άκ (1) 
α ν ν | 
συχωᾶϊνη τότε καὶ τὰ ὁλοιβηρώματα: . 
φου 46ο 42ο φυ 
ἵ ἀχ αφ)άν [48 μα άχ (3) 
ἀ γ ν ὰ 


ὁὑμοίως συχαδἈίνουν μαὶ εἶναι ἴσα μεταξύ των, ὁπΏ. ἰοχύει ὁ τυπος: 
γα. νο -ω Ἅφις . 
ΕΕ .. αν | {Σ(κ 9) αχ. ν 
Ύ .) α 


Ἀπόδειξις: Ὑποθέτομεν ὅτι τό δεύτερον ὁδομδήρωμα τῶν (1) συγωλίνε ει. Ἔπει- 
ὁπ {αν (αν)|---» βαυ ἀχ ή (0) | όχ - αυ ῄι φαμάκκ] ἂν 4 ιιρ]άχ 
ν 
--ᾱ (Δογῳ τοῦ Κριτηρὶου συχαρισεως). Ὃδεν, υμαὶ τὸ νερου τῶν ὁδομλπρωμά- 
-των (3) συγιἆίνει. Ἀριεῖ πδη ν ᾽αποδειξώμεν ὅτι: 
. νο ο -- ϱ γαρ 
ΕΙ Ρ) Μη [4 «| αραν "{ ἂν [7 {(α) ἄχ (4) 
Ε-κκαο 4 
ᾱ ῃ α 
Επειδή Εξ ὑποδέσεως τὸ ὁᾷοιιβθρωμα αν (κ) 4η συγιθίνει ομαλῶς, τότε 
ὁ “. / Π στ | Π ' ! 8 η ΄ 
όυμφώνιως προς το θεώρημα πι-ι3- 2 (εν προµειµενω την Όεσιν του λ αατέχει τον) 
δἀ ἔχωμεν ' έ γοο ο. 
ᾱκ] νά ντ ὰν [6 ανν) ας (5) 
α. Γ ἁ α 
Δὰ μάθε πεπερασμὲνον έλα. 
'Ηότι ἄς ὑποβογίσωμεν τὴν διαφορὰν μεταξύ τῆς µεταθβηττις ποσότητος 


έ φορ 1ου 
ή 


χώραν εἰς τὴν σχἑσιν (4). λαμθάνοντες ὑπ ὂψν τὴν σχὲσιν (5),δά ἔχωμεν: 
6 


| [αν κα. ἄκ- ο ναρραν |- ] [αν [σαν αι [άν ῤ απράκ] 


(9) άυ ιαὶ τὴς σταδερᾶς ποσότητος | ἄν αν) ἄχ αἱ ὁποῖαι Δαμθάνουν 
χ α 


[αν [ζαναν - | [άν κ (α9)αχν [9 σαυ ἀχ | 


ο πο υπ 


ν 
ων ος. υ 4 
Φ [ ᾱν | μα] ας (6), δια παθε ν, 2 γ. 
δι -αᾱ 
.. ( ͵ τα ' .. πο . νε σ 
Ἐπειόπ εξ υποθεσειως το οἠομῆπρωμα [ αν [ | (α,ψ)] ἄχ συγαβίνει, επεται οτι 
ῇ Π ο - 1 Σε 
διὰ αάδε ε720 υπάρχει Ὑ,2 Υ τοισῦτον,ὧστε νὰ ἔχώμεν : 
{σο 1ο. 
ε 
ι -. | ι : 
δη σταθεροτιοιοΏμεν μίαν τιμην τοῦ 2 Υ διὰ την ὁποιαν νὰ Ἰσχύη Ὡ ἄνι- 
χα 
σοτης (3) αὶ Δαμθάνοντες ὑπ' οψιν ὅτι τὸ ὁλομδῆρωμα ] {(χ,η) ἀχ συγμ Δίνει ὃ- 


. ͵ 4 Γι “. α Γ - 
μαβώς Σαήεγομεν μίαν ποσότητα | (5) τοιαύτην, ὥστε νὰ πᾶτροῦται ἡ ἂνι- 


δἱ λα τὰ 5 (ε) υαὶ δἱ ὅλα τὰ φε[γ,νι] (61. 


σότης | (Ία ”) ὁχ | « ξ 
, . (1 δ) 
σχετικὠςδριαμόν σελ. 2Οἱ- 201, ἔωτενὲστερον δὲ, Ἰόμον Α΄ σελ. 657: 658). 
θὕτω δά Ἐχώωμεν: 


γι γαρ 
] | ἓ. μ.ο εἰς αγ.) Σ ορ 
ὀ οσα α ἐν] (Ε). 


Λαμθάνοντες ὑπ ὄψιν τὰς σχέσεις (6), (3), (8) δὰ ἔχωμεν τελιιώς τὴν ἄνισοτητα: 


| {αν [σανναα- ο, [(κν) ἂν .. ᾱ, ε (9) 


α. α ι4 
ὃν ὅἃα τὰ ϐ. 


ἘΕι τὴς σχέσεως (9) Δαμθάνομεν τεδιυῶς: 


ε γω (κ 
θίτι | άχ | (αι) άν Ξ | ἄν | {(χ,υ) ἄχ π 
ας. α Ὕ γ α 
|4ς {(αυ)αι- | άν [βαφακ. Ὁ. Ἑ. 6. 
ο .. χ ᾱ . 


Παρατήρησις: Πρεπει νὰ σηµειωθή ἰδιαιτερὼς ὅτι παρόμοιαθεωρήµατα ἰαχύουν 
ἐπίσης ιιαὶ δια Ὑενιιξυµένα ὁλομλπρώματα μἠ φραγμµένων συναρτήσεων. 
ἘφαρμογΏ. 5. Χρησιμοποιώντας τὸ ὁλομβήρωμα [εαν (1 »90), δείξατε ὅτι: 
Γες- ἂκ- θοη (5), (ος α-ϐ) (ὁΔοιβήρωμα τοῦ Εει θζαπι) 
, 


Λὺσις: Ἔστω {(α,λ)Ξ ἐλ. Αὕτω εἶναι συνεχἠς διὰ ἥαθε 120, τὸ δε γενιιευμένον οβοαλὴ- 


ρωυµμα / 6 αχ συχιἈίνει ὁμαλῶς ὡς πρὸς λε[ν,1οὪ];, (1290) ιιαὶ Ἰσοῦται με: 
ο [ ο "αχ--ς :Ἡ Φ(λ) δια 150, συμφώνως πρός τὸ θεώρημα Ι-(9-!, εἶναι συνε- 
χἠς μαὶ ἐὰν 0«α λαό δἱ ἐφαρμο[ῆς τοὐτύπου (1) τοῦ θεωρήματος ΠΠ-Ι9-2 ἔχομεν: 

[ φ(λ)άλ- ἤ κ... κ [ε)2αλ]άς (0) 
:ΑλΔά: κα, . 4λ - (οφθ- ἔοφα- ἔοφ[5) ααὶ [παλε-ας. 
Ἀ 


« ᾱ 


-αχ -ὂκ Ἱ 
35 Ξε: , 0δεν 
α κ. 


Ἠ (9) δίδει: 
[μα αω]ακ« [οτε ᾱκ- εφ (ϐ) 


Ἑφαρμογῃ 2 Νά ὑποδογισθῆ τὸ ὁλοιβήρωμα ... ἄχ 
. “ , - . . ὀ 
ΛνσιΣ' Προς τουτοις Θεωροῦυμεν τὴν συνάρτῃοιν: 


αὐτό τὸ ὁᾷομβήρωμα ουγιιἉΐνει ὁμαδβῶς ἐὰν λ1Ξ-0, ἐνῶ τὸ ολοιᾶνρωμα 
μή -λκ 
| Θ τιμ χα χ (3) 


συνιᾶίνει ὁμαδβώς ἑὰν 12-60, ὅπου ὃ έἶναι ἕνας αὐδαίρετος µιαρός θετικός 
ἀριδμός. 

Τἀνωτέρω δὰ τὰ ἀποδείξωμεν υατωτέρω. 

Ἡ φ(λ) ὅᾳ λ5ο  συμφώνως πρός τὸ θευρρμα πΠ- /8-{. έῖναι συνεχής μαὶ αν 
1355 ὃὰ ἔχωμεν : 


ἀφιλ) τὸ ο (ὲ Ἔομχκ)λακ ᾖἩ 


φ (3) ο ηµχακ (3) 
Το τεβευταῖον τοῦτο ὁδομδύρωμα ὑτοβορὶδεται εὐμοῆως ἐφαρμόδοντες τῶν 
µατά παρόχοντας ὁλοιδήρωσιν 1καί θὰ ἔχιωμεν ' ' 


(1) - ---τσπε (4) 
Ἓω τῆς (4) δὲ ὁἁοικβτιρώσεως ἁαμθάνομεν : 
9 ϱ(λ)- τοξιοφλ-ς (5) 
όπου Ο εἶναι µία αὐθαίρετος σταθερὰ. 


Ἐξ ἄλλου Ἐπειότι 


-. πα ι - . -ᾱκ 
| [: πρεακ[«{ ε ᾿ακ--ξ- 
9 


(τὸ ὁποῖον ἰσκχύει εάν 135, παρατηροῦμεν Δοιπὸν ὅτι αμ. φ(ίλ)-.ο. 
:Ἐξ ἄλλου αμὶ τοξ. σφλ- ο. 


Λαμθάνοντες του τὰ ὅρια τῆς (8) δια λ--σο, συνάγομεν ὅτι 9ἀ πρεπει ««Ο. 
Συνεπῶς: 
φ(λ) -τοξ,ισφλ κ{(3) 


Λόγω τῆς συνεχεἰας τῆς Φ(λ) ἔχομεν ἔω τῶς (1) 


ὙἩ - - σπωκχ 
Εἴτη φ(3) - ϕ (ο) - [ πμχ ας (8) 


μι τῆς (3) ἀαμθάνομεν: 


θίτηφ (3) - ϐθιτητοξι σφλ--τ- (9) 
: λ νο λ-νο 


Ἐωπών (8) μαὶ (9) Ἰαμθβάνομεν τεβιιῶς: 


| σσ αχ ---- ιο) 


9 
Ἠότι δ) ἀποθδείξωμεν τὺν ὁμαλτὶν σὐχιᾶισιν τών ὁλοιάβτιρωμάτων (1) καὶ (2). 

Πράγματι, διὰ τὸ ὁᾷοιδήρωμα (1) εάν τὰ εἶναι ἕνας αὐδαίρετος Θετιιός ἀριὸ- 

µὸς μαι ΚΠ εἶναι τὸ ξδάχιοτον λα σιων τοῦ Π τὸ ὁποῖον ὑπερθαίνει 

τὸν ᾱῇ, τοτε ὃά Έχωμεν : 

ω ές -- (πνι)π . 

1... 

ης 


ω ν 


Τὸ τεβευταῖον ἄθροισμα εἶναι µία ἔναΔᾶάσσουσα σειρά τῆς ὁποἱας οἱ ὅροι 
τείνουν ἀποβύτως πρός τὸ μηΦδὲν. Όδεν ματὰ τὴν Πρότασιν πΠ-Δ-! (κριτὴφι- 
ον τοῦ | εἰρηίπ) Ἰόμος Ἱ, σελ.23! ἡ σειρά αὕτη συγιᾶϊνει ἁαὶ Επί πᾶεον ἡ 
ἀπόβλυτος τιμΏ τοῦ ἀθροίσματος εἶναι µιαροτέρα ἀπὸ τὸν πρῶτον ὁρον τῆς 
σειρᾶς (ὅστις Θεωρεῖται Οετιιός). Ἔχομεν Δοιπὸν : 


νὰ χ. Ἠπολς τμχ | ο ἱημχ] 
4 Ώ]α αχ - κ {Ὀμ χι 
[[9 ακι] Ε -ι-- ἅκ κ Θ ας ἄχ 


κα 


(κσ)η | κ 

-λκ Ἰημχ ας ο» 1ῃ 

ω ων / 
͵ “λε 4 4 , . 

(διοτι ο κ {πσ τε μαι Ἱημχ[ττ). 


Ὥστε ἐὰν μὸ}-ῃ- Ξ δ(ε), τότε {9 πι αχ[ε. 
.- 


Ἐπιί πᾶέον τὸ ὁλδοιδήρωμα (1) διά ΆΞο ὑπάρκχει,θλ.Ἰόμος Ἰ, σελ.544. Ἐιι τῶν 


ἀνωτέρω συνάγοµµεν ὅτι τό ὁβοιᾶπρωμα (1) συγαᾶϊνει ὅμαλῶς διά µαδε 3.0. 
(Διά τὴν ὁμαλὴν σύχαδισιν τοῦ (4) παραπέµποµεν Ετιίστις εἰς τὸν ἹόμονΑ,, 
σελ.515- 534. ἁσικησεις 4-5). 
Ἡ ὅμαδτ συγνδισις τοῦ (9) συνάγεται ὧ5 ἀωολούδχως: ώς είναι͵ ἔπη η χὸ ὁ- ο, 


«Άχ 
δαάλΞδ»ο ε επεται͵ ὅτι ὀυναμεδα να επιτυκώµεν: 6 ποστ δια χ ὤ κο ντως 


μερρλο, Ὥτοι δια Όαθε σα ώς ᾿Εάν ἃοιτιον Δαθωμεν Μρ)ς-ᾱτ υαι πνώστοῦ ον. 
-- τως ὃτι το κ 


Έτ εται πατα τὸ μα τοῦ Μθὶθεσῖνας»ς (6λ. 


1ο 
Τομο Α κ θεώς, ΣΥ -- -τ) χκαὶ τὸ ο. ᾽ημχάχ ουχιᾶίνει ομαλῶς 
όα υαδελ35595»δο. υ 


8 14. ΤΟ ΔΙΠΛΟΥΗ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ ΩΣ ΣΥΜΑΡΤΗΣΙΣ ΤΩΝ ΟΡΙΩΗ Του 


Ἄς Θεωρησωμεν τῶν συναρτηαιν Σ(ιυ) ἡ ὁποία εἶναι φραρμέννι ταί ολοιβτιρώ - 
σιµος ἔπι τοῦ χωριου }ΟΙκ᾽. 

Εστω ἕνα τυχον σημεῖον ία,γ) εΏ ααὶ θεωροῦμεν τὸ ορδορώνιον Τ- [α κ]κ[γυ] 
περιεχοµενον ἑντός τοῦ Ῥ. 

Το διπᾶοῦν ὅλοι ἄπρμα : 

/ 6 (αυ) ἁμαάνυ 
ἐξαρτᾶται ἑυάστοτε ἔα τών κ. ασὶ "η, τοι εἶναι συνάρτησις τῶν κ, εΣ. Ἔπομόνως 
δυναµεθα να δέσωμεν | ος. ἂν 
Ε ο { Γ (ωαν] αι. 
ν 


α 
. ς . { ῃ / 
Ἡ συνάρτησις Ε(9ν) παρουσιάδει ὡὠρισμένας ἴδιοτητα» συνεχείἰας ικα) ὅια- 


ν ΄ 
:Φορισιμότττος τὰς ὁποίας καὶ ὃα Εξετάσωμεν. 


Πρότασις σΙ- µΜ-4. Ἐὰν ἡ συνάρτησις ὁ (κ, ὴ) εἶναι Φραυμεντι ναι ὁἁσιαλη- 


ιά ι .. ᾿ 
ρῳ σιµος ἓν } τοτε ὁᾧ συναρτησις5 Ε(α)Ξ ] σα ] Σ(ιν) αυ είναι συνεχηής. 
; ἳ : α γ ι / 


ἸΑπόδειξιςΣ: Ἔστω τὸ σταθερον σημεῖον (α,γ) τοῦ Ὁ ἁαίτα σημµεῖα (αι 


ια (χκίι, 34Κ) τοιαῦτα ὥστε τὰ ὀρδονώνια [ακ]χ [τ,ὰ] μαὶ ἱαοπ]κ[υκ] 


νὰ εὑρίσιωωνται ἐντός τοῦ χωρίου 0. 
(1.Σχ.1). 
Ε(αλΠ, ὐνκ)- Ε(αιυ) Ξ 


ΧΦΝ ωνκ α. 9 
Ξ | ἑωλραν- [άν [ὗ ωαῤὰν 


ἀ ιά α γ 
χ «νις οκ κ΄ ρὰ δ 
«αυ νω, υ)άυγ|α β «] Σ(αυ)αάυ- Εν μὰ 
χ ϱὰ ᾱ γ 
ββωνώε αι Ἀωωλάνν { -ᾱ [βωάυ- . ., Σ(άυ)αάυ 
' ως γ 


[αν [η Σ(ανυ)άυ . [ας [όωναυ 
α κ] Ξ. |. 


Ἐπειόη η (αυ) εἶναι φραγµένη ἐν Τ θὰ εἶναι |ήω 0) ΕΜ διὰ μάθε(υ,υ)εΖ.. 
Ὅθδεν ἔχομεν: 
. ΧΣΗΒ ωθκ Ι 
[Ε(α»Λ, κ) - Εαν] ον|{[ζ. | Μ «ν]ή( αι [ μά αν[-Μ.]χ-α|-|κ[” Μ.Ιπ]! ψοκ-γ]. 
ο ν α. γ 


΄ 


Το τεβευταῖον ἀποδειανύει την συνξχειαν τῃς Ε{ίκ,υ). 


Πρότασις ΥΠ- 44-2. Εάν ἹἩ {Γ(9) ἶναι συνεχώς ἐν Ώ, τότε ἡ συναρτησις 


. ων 3 λ α ι ς ͵ . 
Ρ(αν)- 1 αμ Σ (αυ)αάυ εχει µεριωας παραρωφρους ὠ5προσχ μαι Ἡ συνε- 


ᾱ- ι σ { ο. ͵ 
κεῖς ὁιόομενας ὑπο τῶν τυπῶν': 


᾿ 
Ε 
«ΡΕ "άαυλαν, τα. Γ δίαψ)αα. 


. . { . - ᾽ [ι , ΄ - “ 
Ἐπί πᾷέον ὑπάραει καὶ Ὢ ὅσα , εἶναι συνεχἠς ικαί παρέχεται ὑπό τῆς οχξ- 


οἳΕ . ' 
σεως δρ "δ(αν). 


, , 9 κε ῃ υν - . . “ . 
Ἀπόδειξις: ἸΕπειόη Εξ ὑποθέσεως ἡ ἑ(α,υ) εἶναι συνεχἠς ἓν }Ρ, ἔπεται ὅτι η 


συγάρτησις' Φί(αὴ) κ δ (αν) αυ / 
ο ὃν 


| εἶναι συνεχἠς διὰ. αάδε (ω,ν)εΣ. Ζυνεπῶς ἡ Φ(ι,ν) θά εἶναι μαί ὃλου λτ- 
Πα Ὁ-0----- 


, τς ͵ ο 
ρσιµος ὡς προς μ. Όθδεν, 


κ ωέ Μ ' 
[ Φ(ωυ)αα- [αι [ {αυ)λάυξεία͵ 9) 
ᾱ- ὙΝ . 


ᾱ, 


» ε » 
Εἶναι ὁε;: ( [ (αν) ι) «- ασ) « ᾧ αὖ-] δ(αυλαυ. 
α .. ό 


Μ 
Εδείχὸη ὅτι : ταν) Ξ ] {υὐ) ἄν. 
ἵ 


1 
ς ͵ « ι 3 , ’ { ω 
Οµοιως θετοµεν:. Ψ(αν)- | { (αυ) αι ναι ὧς ἀνωτέρω, ἀποφειμνυομεν Οτι: 
α 


ρα Ἡ ψ α)-| Σαν) αμ. 


- 


ᾱ 


Π ' α- [ ἳ - |α4 
(Τελος διὰ να ἀποδείξωμεν τήν ὕπαρξιν οῶν---ςς 


-- 5. ς 
ιαι συναρ- 
ὀπδῦ τπαρατηροῦμεν οτι αἱ συναρ 


τησεις. 


κ) ᾱ. 
ϕ αὖ-] { (χυ)άν μαὶ (αν) Ξ| {() αἂκ Έχουν µεριιάς πα- 
Ύ ιν 


ραρώμους ὡς πρός Ἡ μαὶ κ΄ ἀντιστοίχως. Ἔκομεν Λοιπόν : 


δφ ὃ [ὅ5υ 9 (/ . 
τν ον (τε) τί /3 αν)άυ)- 49) 


ας ὃς 0) α(Γρωρ)τ του 


Ἐιι τῶν ὁύο τεΔευταίων σκέσεων συνάγοµεν: 


δΕ ὅδΕ 
θχδυ ω.. 9υδΧχ «{(Χ,9). 


.. 
͵ Π ν « ͵ « 9" 
;.Ἐφαρμογη: Νά εὑρεδῃ µία συνάρτησις Ε(Χ,ὴ) τοιαυτπ͵ ὠστε 5χόο Ξὔ(χυ) 
(Διαφοριατ ἐξίσωσι» µετά μεριιῶν παραρώγμων). 
Λύσις. Κατα ιτ) ὀἀνωτέρω ἡ Ε(κιν) θὰ παρέχεται ὑπὸ τοῦ τύπου : 
α 9 
Είαιν)- Ι αι { ΓΣ(αυ)λαάυ 1 φ (α)τφ (9) 

-. η 

ὅπου Φ («), 4 (9) πυχοῦσαι συναρτήσει» παραγωγρίσιμοι ὧ5 πρός κχ.ιαι 


ἀντιστοίχω». 


Συμπᾶπρώματα μαί ἀσμήσεις: 
Νά ὑποβογισὸΏ τὸ ὁδομΆήρωμα ] (ανν) άχάν ὅπου 1 εἶναι τὸ χωρίον ποὺ περι- 


͵ Μ - - Ῥ 
μἀείεται ὑπό τῶν παραθολῶν: υ-α", κ νὰ. 


Νἁ ὑποᾶογισὸΏ ιιατὰ δὺο τρόπους τὸ ὁδοιβήρωμα { (αν) ἀχαν, ὅπου 2) εἶναι 


Π “ { -α . , ῃ κ » ο ω 9 [ ο Π 
τὸ αωρὶον τό ὁποῖον περιορϊΐδεται ἀπὸ τῆς εὐδεῖες κ-», 454 ααί τῶν παραθολὴν ε-χὶ. 


Νὰ ὑποβοχισδὴ τὸ ὁὰᾷομβηρωμα Π χάκχάν, ὅπου τὸ πωρὶον } φρὰάσσεται ὑπὸ 
2 


στον παμπυᾷων: νὰ Ἡν πκλὴ υἳ χκλ--239. 


Νά ὑποβογισδΏ το ὁᾷοιβηρωμα Π χάκάν, ὅπουτο Ὦ φράσσεται ὑτιο της τκα- 
{ Π ὡς ο 32 υ Ι 
μπυῆτς πχ χὶ-υῖς 0 ααἱ τὰς εὖὐθειας κςί: 
- (αν ος «-ν σι 
δείξατε οτι’ | (8 ἄν) άχες [ { ἵ σσ νν)ς ἄχ] άν--ς-- ᾿ 
ο ὁ ο 
Διμαιοβογίσατε διατι δὲν ὀυνάμεθα εἰς αὐτην την περίπτωσιν νὰ ἐναββάξω- 


μεν τὰ χ μαί η µατα την ὁβοαᾶθρωσιν. 


.... . 
Δείξατε ὅτι { { { Εὠαω ]ά1- | (α-α) Ε(ω)άμ. 
ίὰ 9 [υ 
Με -ν θοῄδειαν τῶν ποδιιῶν συντεταχµένων νὰ ὑποβογισθοῦν τά ὁλο- 
Ι ού ο .. 1 1) τα. νηαπ- χε 
αάπρωματα: α) ] / ον ἀν ἁκ , ϐ) [ { άναχ. 
ο ο [-] ο 
Διά τῆς εἰσαχωχὴς ποβιιῶν συντεταγμένων ὑπολοχίσατε τό οἀομλήρωμα 


ή ον ης ; ὅπδυ ) εἶναι τὸ τμΏμα τοῦ Ἀτμνίσιωου (ακυ")- (αἲ-μ)Ξ0 µε χ29. 
ε 


Νἁ ὑποᾶογισὸῦ το οΔἈομᾶηρωμα ῄ να λτη" ἀχάῳμ, ὅπου Τ- [ουν ) ανυὶ» 1α] 
Ό 
Νά ὑποδβογισθῶ τὸ ἐμθαδόὸν τὸ περιιδειόμενον υπό τῆς υαμπὺᾶτς: 


α) ϱ-αημῇ2θ, ϐ) ρα ουν2θ (Λημνῖσιος). 


.α 


4. Ὑποδβογίσατε τὸ ἔμθαδον τοῦ χωρίου τὸ ὁποῖον εὑρίσμεται ἐσωτεριμῶς 


μ. 


τοῦ αὐαᾶου ϱ-«ημθ μαίὶ ξξωτεριιῶς τοῦ Ἀπμνίσωου ϱ- 8συν 26. 


μά εὑρεοΏ το ἐμθαδὸν τοῦ τμηΏματος τῆς σφαἰρας «κά η ὃν 2ἵ--2α 350 πσυ ιαεῖται 


µ . 6 - , 
εἰς το Εσώτεριμον του πωνου ἆξ1/χ νι". 


Νά ὑποβογισὸηΏ τὸ ἐμθαδόν τοῦ τμήματος τῆς μυλινδρικῆς Επιφανείας 


΄ : . ᾽ ͵ 
ον σ”- αἳ ποὺ ἀποιόπτει ἀπ αὐτῶν ὁ αὐδινόρος α΄ ευ" -αἲ. : 
Να υποβσχισὸῦ τὸ ἆμθαδον τοῦ τμήματος τῆς υυθινόριιΏς ἐπιφανείας ανω - αἲ 
φα |. 


τὸ περιεχόµενον μεταξύ τῶν επιπέδων ἃ-τωχ μαὶ 250 


Νά ὑποᾶσχισὸῦ τὸ ἐμθαδόν τοῦ τµμΏµατος τοῦ ταραθοᾷοειδοῦς α- αν” μεί- 
Π -- ἑ , ῃ ( ῃ .- υ 
µενον ἄνωθδεν τοῦ ἔπιπεόσυ οκ μαὶ τεμνόµενον ὑπὸ τσῦ ἐπιπεόσου 2:32. 


Κά ὑποᾶογιοδῆ τὸ ἐμθαδόν τοῦ τμήματος τῶς μανλῆς ἔπιφανειας : ο εν το 


σοη 3 
ὁποῖον αεῖται ἄνωδεν τοῦ ἐπιπέδου χου μαὶ εὑρίσιεται ἐντός τοῦ μυ πινόρου σα. 3 

..» ως 5. 5 η 9 Π - μα Σο ον ' .) . 
Να ὑπολοχισοῦ ο,όγιος ικαὶ ἡ Έπιφανεια τοῦ στερεοῦ, το ὁποῖον Περιορἰδεται ἆπο 
την σφαῖραν. «εν να -α ααὶ τον ἀὐήινδρον: ανω -ακ.. 


5 - ὃν ὃν Π ς -- 4 .... ι 23 
Νἁ ὑπολοχισὸ η ὁ ὄγιος Ἡ τὸν ὁποῖον περιιμδεὶει τὸ εΊάειφοειδες: ἃ κἂτ εἩ στι. 


«3 κ 54 μαίὶ τῶν τριών συντεταχµενων ἔπιπεδων. 


Μα ὑποβογισὸπ ὁ ὄγιος τετραξδρου τὸ ὁποῖον ὀρίδθται ὑπό τοῦ Επιπέδου 
- 
ᾱ ϐ γ 


.. Ἱ --- -- .- ͵ [ ᾽ ε 
Να υποᾷοχισὸῃ ο Όγωος τοῦ στερεοῦ ποὺ περιμβείεται ἀποτὰς δὺο ἁυλινόριαάς 
» ῃ ῃ 
επιφανείας αι” -α καὶ χὶν2ῖ-α”. 

τς - ει ο - ᾽ ! ῃ .. . 
Να ὑποᾷογισὸη ὁ ὀχιος τοῦ στερεοῦ ποὺ περιαᾶειεται ἀπὸ το επἰπεφον ἆ--' 


ῃ ώ { / υ 1 η ῃ π ο} 
μαὶ απο τὰς δυο μυβινδριαας Επιφανείας υ-ᾶ-α-., υγ ἲἃς-α 46. 


Ὢ, Λεἰξατε ὅτι ὁ -ὄχιιος τοῦ στερεοῦ, τὸ ὁποῖαν ὀρίδεται ἀπό τὰς ἐπιφανείας: 
ο νη”-αἳ, Γν {σα)» δ ()) Ξ6.σ(κ)εχ-σ(ν), 


ἔνδα: ᾱ͵θ,)Υ 50 μαί σι) 20, ναι ἀνεξάρτητος τῆς συναρτησεως σ. 


4 ς αν, « , .. - ο ο ι ῃ 
3. Να εὐρεδοῦν αἱ συντεταγµεναι τοῦ 8. τοῦ ὁμογενοῦς Ὁμιιινικλίου µε ἔξισω- 


ε Ὠ 
σιν: α΄ νυ”-α” μαι Ἡ5ο. 


[ [ιά - , -α δα - Γ μ ὧν 
24. Νά εὑρεδοῦν οἱ συντεταγμένες τοῦ 8. τοῦ ὁμογενοῦς πωρίοῦ τὸ ὁποῖον εὗρι - 


σµεται εξωτεριιῶςτοῦ πυμᾶου φΞἰ ααί εσωτεριυῶς τῆς μαρδιοειάῶς ρ-!ησυνθ. 


15. Μά ὑποᾶσχισὸῦ ἡ ροπΏ ἀδρανείας τῆς ὁμογφενοῦς ἐλΔείφεως-ᾱς, κ.ᾱς- τ- 1. 


α) Ὡς προς τὸν ἄξονα ου, ϐ) Ὡς προς των άρχων τῶν αξόνων. 


. {ς ας. εδ μ α ' ω,. -Ἑ - 3 ῃ Π ι 
26 Να ὑποᾶοχισὸη Π ροπΏ ἀὀρανείας τοῦ ομογενοῦς ἐπιπεδου σαηµατος το 
..- ῃ ἴ - . πο νο ͵ Π 
ὁποῖον περιιλείεται ὑπό τῆς παραβοβῆς η «αχ μαι τῆς ευθείαςα-α ὠ5 


πρὸς την εὐθείαν ω-- 


. 


Ὢ. Μὰ ὑποβογισὸτ τὸ Ἐμβαδόν το ὁποῖον περιιβειει ἡ ἔλλειψις - .- 4 


(Ὑπόό; Ἐιατεβεσατε τὸν μετασχηματισμὀν κ-α-ρσυνθ, υ.Ξ6: αλ 


18. Ὑποδοχισατε τὸ ὁλοιβήρωμα [εν εν’) ἀχάψ, ὅπου 1 εἶναι τὸ σύνοᾖον τῶν 


τ 
σηµεὶων (αι) µε χο λυ-τα-θν5 ο: 


3 Ἔστω ὅτι Τ εἶναι τό πωριον δν φράσσεται ὑπότῶν χεὺΞ,κ-Ο,ψΞΟ: Δεἰξατε ὅτι: 


{ουν τ) ἀχαυςΗ.. (Ἀπόδ. θεσατε χ-υ-α,χευςυ) 
ή 
30, Δειξατε ὅτι δια τοῦ μετασκηματισμοῦ Χθτοπ, υθττα τὸ ὁδσιδήρωμα: 


αίμα) 


τν 
| {μναωαν)άα-/{ Ἡ [ρα μν]ανσε θιάν. 


ο 


Νἁ ὑποβοτισὸδὴ ιό ἐμθαδόν τοῦ ἐπιπέδου κωρὶου πού περιιδείεται. ὅπο 
τῶν ωαμπυᾶων: απη-4,αη-θ, αν]-ς χι -ι5 
(ἄποό; θέσατε αυ-α, χυ«υ). 


:Νά ὑποᾷοχισδῶΏ τὸ ὁδουβηρωμα ᾗ αὶαχάν, ὅπου ὃ τόπος 1 ὀριδεται ὑπό τῶν : 


μαμπύδων ' 
Ἠκα ἡ 2η χτυ, 1 


ουν υ Ξψι υσχὴ ατλ). 


(Υπόδ: χρησιµοποιΏωσατε τόν μετασχηματισμὀν ασ στ 


,. Νά υποβογισὸοῦ {θε ὅπου τὸ χωρίον 1 εἶναι τὸτετρἀγώνον: [χ[Ξ5 1, |ω]-ς1. 
5 


Δείξατε δτιτο ὁάουμβπρωμα ο(3)- [ λα Ἄμθα συχιᾶϊινει ὁμαβῶς δια ιιάδε 
ο 
0 λ «κου ιαὶ σταδερὀν ϐ40.ἔν συνεχεία δείξατε Οτι: 


μη αν εάν ϐ2ο 
| θεάς 0 ” 6-0 
ο 

απ. «ο 


ΔείΕατο ὅτι: | ο ο ἀχΞ Ξποξεφ-. --ᾱ ζοφ(131), 4λο 


Ὑποβογίσασιε τὸ ὁλουβήρωμα: | ασ ἀχάν, ὅπου Ὁ- αιν): χανει χὰο͵ Σο]. 


37. Δειξατε ὅτι: τν ας αν γα-θ στη -[ημλ ζωγ(συνλκλ}«συνλθοφςμ1»1)/ 


πμλ 


69) Εστω ὅτι π Φὲ) εἶναι συνεκη5 δια ΟΞ«Ξ2Π υαι Έστω 


1η 


ιέ 
μάθ)-ση οσο ως 


σε ἤ -- 
δια ὉΛ,τὰ ο ααὶ ϐ εἶναι πολικαι συντετούµεναι. Δεἰξατε οτι δια 1 εἶναι 


5 δι  Όα. ο ὅπλα α(0θ) εἶναι ἅρμονιωη συναρτσις , Ὁ (4) υκαλεῖται τὠπος τοῦ Ροίβσοπι, 
ος 58 ποπ 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΥΠ 


ΤΡΙΠΛΑ ΚΑΙ ΠΟΛΛΑΠΛΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΑΝΩΤΕΡΑΣ ΊΑΞΕΩΣ 


. ΟΡΙΣΜΟΣ ΚΑὶ ΒΑΣΙΚΑΙ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥ τριπΛλΟοΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ 


. , ' ς ι { 7 { - - 1 
[. Εἰσανωχιωαί γνώσεις. Οἱ ὁρισμοὶ όπου ἐδώσαμεν διά τὸν χώρον Ἱ΄ τῆς ἀπο- 
σιάσεως όὺο σημείων, τΏς ἕ-περιοκῆς, τοῦ ἔσωτεριικοῦ σπµείου ἑνός συνόλου, τοῦ 
! - ώ ς , ε ! -- ι Γ 
συνόρου, τῆς ὀιαμδτρου ἕνός συνὀλοῦ ἀαθὼς μαὶ τῆς ἀποστάσεως ὅυο συνοβων 
͵ σι ( ͵ ' ; ᾗ -. { 3 
μεταφέρονται ἄνευ όυομολίας υαί διὰ τα σύνολα τοῦ χώρου Ε.. 
ε Π ͵ ! ας ἐ 4 [ « “ - ρ 
Ὁμοίως το θεώρΏωµα τῆς ὁιαχώρισιμότητος μσθὼς μαι το Ὀεώρτιμα τῶν ΗφΙιθ- 
. ͵ . ͵ η κ - η) 3 
βογθς-- ἱαβεσαικε Ἰσχύσυν μαί διὰ τὰ αδειστά υαὶ φραμμὲνα. οὐνοβα τοῦ χώρου]. 
[ « ε ον ς - { . ι .... 
Τελος το Όεωσημα κε ὁμαδῆς συνεχεία παραμῖνει ααὶ αὐτό ισχύον. 


Π ο η) - ι μα. 3 οἱ ! ' ο. 5 
ᾗ. Γενινα περι ὄρμωῶν τῶν χωρίων τοῦ κ Όταν ὀρίσαμεν τὸ διτιλοῦν οἀοιλήρωμα 


ἐσιωρίκδημεν εἰς τὴν ἔννοιαν τοῦ ἐμθαΦδοῦ ἔπιπέδου σχήματος. Κατ ἀναβογί- 
αν ὁ ὁρισμός τοῦ τριπδοῦ ὁδοιμλτι ρώματος οτηρἱδεται εἰς τήν ἔννοιαν τοῦ 
ονκου ἑνός στερεοῦ σώματος. Την ἔννοιαν τοῦ ὄγιου ἕνός πολυεδρικοῦ στε 
οὗ τῶν αν ομς γνώστην ἀπο τών στοιχειὠόπ Γεωμετρίαν. 
| Ἄς ρα ἕνα αὐθαίρετον πωρὶον ᾧ τοῦ ἔ) μαὶ παντα τα πολύεόρι- 
νὰ σχΏηµατα Ὦ τα ὁποῖα περιβχοντανεὶς αὐτο. Οἱ ὄγμοι αὐτῶν τῶν πολυεόρι- 
νὦν στερεών κας Ἰραρροθα ἒιι τῶν ἄνω ὑτιά τοῦ ὀμμου ἕνός πολυθ- 
νάνὰ, στερεοῦ τὸ ὁποῖον περιέχει τὸ χωρὶον ᾧ. Ὁμοίως ἐὰν Ὀεωρήσωμεν πάν. ' 
τα τὰ ο ρςς οσχΏματα Ωπα ὁποῖα περιέχουν το ῳ] οἱ ὄμμοι τουτων φρασ- 
σονται Ἐι τῶν κάτω ὑπὸ τοῦ ὄμιιου ενός πολυεόριαοῦ στερεοῦ τὸ οποῖον εὖ- 
᾿ρἰσώεται ἑντός τοῦ Φϕ. Ὅθεν, οἱ ὤγιοι τῶν Ρ ἔχουν ἕν ἀνώτερον πέρας ααί οἱ 
ὄγιοι τῶν ϱ Έχουν ἕνα ματώτερον πέρας. Οὕτω συνάμεθδα νά ἔχωμεν τουςα- 
ριῤμούς: 

«Χ(ῷ)Ξ5ιρ (ὄνυ 9) (1α) 

Ρςφ 

λα... 
Προφανῶς η πε  ν 


΄ : , κ. κ ; « « ' . ., - 
Εἰς τήν περίιπτώσιν οπου νςΞνΞΥ ποτε την κοινην τιµην κπαζσῦυμεν Ορικον τοῦ) 
ῃ ' “ 4 - ” . 
πὠρὶου ᾧ, τὸ δε χωρίον ᾧ υαδεῖται κυδίσιµον. 


ον ” η Φ 
Σχετιιῶς ἴσχύει Ώ κατωὸδι: 


Προτασι ΜΠ-- {-{. Ἕνα χωρίον ᾧ τοῦ χώρου ἵ εἶναι πυξίσιμον ἔὰν υαὶ µόνον 
ξὰν, διὰ τάδε ε»Ο ὑπάρχουν ὁύο ποδᾶυεόριικα στερεα ὃς ᾧ ιαὶ ϱ3»ϕ τοιαῦ- 
τα ὥστε. ὅγι ϱ- ὄνα ὃςε. 

Θα Ίεγωμεν ὅτι ἕνα σύνοᾶον ἔχει ὄγ μον μηδὲν ἐὰν αὐτὸ ὀύναται να ἔνιαδᾶει- 
σὸῆ εἷς ὄνα ποἠνυεόριιιὸὀν στερεὀν αὐθαιρέτως μιαροῦ ὄμμου. 


ε ι.) 
᾽Αποοειινύεται οτι: 


ὃν αυ. 


τὰ Ἵνα Ένα στερεον ἔχει ὄμμον πρέπει καὶ ἀριμεῖ τὸ σὑνορόν του να ἔχΏ µηΏωδενι- 
τόν ὄνιον. νε, 
ν ' Ε π , 
Οµοϊως ἀποδειινύεται ὅτι: 
τ - 2 », ώ Ἱ. » -- 
"Εάν ᾧι, ᾧ, εἶναι ὁύο στερεἁ σχΏματα ἔχοντα ὄὀγμους ααὶ ἡ ἕνωσις αὐτῶν ὁ 
3 7 ι ͵ ! 4 .. [ .ε ' 
ἔχει ὄμμον. Ἐὰν ὅς τὰ σχκΏµαται ὧν ἔχουν μοινὰ ἐσωτεριμά σημµεῖα,ο ὄγμος 
- ο. - ῃ ῴ 1, - 2: ὰ « 
τοῦ ᾧ ισοῦται τρός το ἄθροισμα τῶν ὄγιων τῶν ᾧ, καὶ ᾧ.. 
5 ι ͵ ͵ ͵ 3 ͵ » - οι -- . ε - 
Ομοίως, ἧ τομΏ ὁύο σχημάτων ἔχοντων Ονιιον είναι ενα σχΏµα το Οτοῖον 


1}; 


έχει όχιον. 


» 
Παρατηρηιδιδ: Ὡς γνωστον ἐὰν δεωρήσωμεν τὸ ὅτερεον ᾧ τὸ ὁποῖον φρὰσ- 
σεται ὑπό μιᾶς κπαμπυᾶογράμμου αυδινδριαΏ5 ἐπιφανείας, κάτω δὲ ὑπό ἑνός 
! « ῃ ' ον τν ὁ ε σι ε ν ης 
τετραγωνισίµου Επιπέδου χωρίου }Ὦ τοῦ ἐπιπέόου οχη ωαὶ σνω Όπο μιας ἔπι- 


5 ͵ . Ἡ ᾿ ἤ ι ς 2 η .. ͵ ν ͵ 
φανεία»5 ἐχούσπς ξξίσωσιν τὴν ἅξ (αν) τοτε 9 ὀρωος αὐτοῦ παρεχεται Ὅπο 


” 


τοῦ τύπου : 
ΥΞ [ο φόκαν, (κ) εΏ 01) 
δ 
Εξ αλλου ὁ ἄραος τοῦ προαναφερθέντος στερεοῦ παρέχεται, ἐξ ὁρισμοῦ,ύπο 
τῶν τύπων (4α) η (16). 


. ι ᾿ [ .. μῶς. μῖς . αι, ! 
Ατιοόδειινύεται ὅτι, όια μίαν ευρεῖαν αὐάσιν στερεών σχηκκάτων Όπως ὅια 


- . υ ἤ ο, « ΄ » κ ς Π ῃ 
σχήματα τὰ ὁποῖα Φρὰσσονται ὑπὸ τμηματιιῶς ἀΔείων» ἐπιφανειῶν, οἱ όύο τυ- 
{) α/α ἐπφάνεια Ἄξδ (9) δά ικαᾷ Ἴται θεία ἐὰν ὑπάρχουν αἱ παράμωγσοι ὃν, }9 εἶναι δέ καὶ συνεκεῖρ. 


, 


ποι (4α) Ἡ (46) εἶναι ἰσοδύναμοι πρός τον (2). 


π. Ὀρισμός τοῦ τριπΔοῦ ὁἠοιβηρώματος. 
Ἔστω (α,9,3) µία φραμμένη συνάρτησις ὡρισμένη εἰς ἕνα χωρίον ΝΥ τὸ ὁ- 


ποῖον ἔχει ὄνιιον. θεωροῦμεν μίαν Φιαμέἑρισιν ᾧ τοῦ ἀνωτέρω χωρίου εἰςστά 
χωρία ΝΜ;, ν.,... νο μαί ἂς ὑτοθέσωμεν ὅτι ἕμαστον τούτων ἔχει ὄνιον δὺύ,, 
δύ.,..., Δύς. Εἰς ἕιαστον τῶν χωρίων Ὑρ, Ίπρςη Δαμθάνομεν ἓν τυκον στι- 
μεῖον (ἔρ,Ώς, Ἰε) παὶ ἀποβούδως σχυματίὶσοµεν τὸ ἄθροισμα.. 
Ἀ 
- ὃ. Σ (Έρις, ην) ΔΌρ (3) 
ές 
Το ἄθροισμα (3) τὼςδεῖται ἄθροισμα τοῦ ΑἱΘΥκαγι ὧὼς τιρός των συναρτη- 
σιν Φαν) μαὶ των Φιαμέρισιν ὢ εἰς τὸ χωρίον ν. 
Εάν 2 παριστᾷ τήν μεχίστην τῶν Φιαμέτρων ὅ(ΝΜ0) τῶν κωρίων νε το Ὁ 


υαβεῖται Φεπτότως τὴς ὁιαικεαρίσεως. 


Ὀρισμός τ-- (-4. Ένας ἀριδμός Ὑ δά δέμωμεν ὅει εἶναι τὸ ὅριον τών ᾱ- 


δροισµκάτουν τοῦ ίθοαηγι (9) τιαδώς τό Ὁ-- Ὀ, ἐάν δια ιιοδε ε2Ο ὑπάρ- 
απ ἕνας ἀριδμός δ(ε)2ο τοιοῦτος ὥστε διά μάδε ὁιαμέρισιν 3 µέ Ὁ δ(ε) μαί δια µάδε ἐμλογΗ 
πῶνισημείων (Ερ,ηρ, 79), ὑά ὄχωμενε 


ή] 3 (ἔρ,ην, 7) Μάρ” τικ ε. 


ρ! 


Εάν ὑπάραχι ὁ ἀριόμός Τ οὗτος εἶναι τό ὁριον: 


Επ ο ὁ (Έμτε, δε) ΔΌν 
Ό-ο 851 


Π μα ͵ ͵ ρ. “Ύ“ , πἩ 
τῶν αὁροισμιάτων τοῦ ΡίᾷήηαΏτι ταί τκαἠεῖται τριπᾶο οἈοτεϊτηρωια τες 


συναρτήσεως {(χ.υ/3) ἐπί τοῦ πωρίου Μ΄ κμαέ δυμθοδεδεται οὕτω: 


ῄ Σ6,ψ9)άυ π ἥ Σαφπ)άχάυμαἁς. 
ν 


ν΄ 


ᾖτοι ἐξ ὁρισμοῦ. ἥ 4(αψα) άντε έπη » { ο.” Δυρ. 


ὃο ρ.! 


Ἐὰν {ωαμν,χ)Ξ{ διά μάθε (Χχ,ἡ,α)ς Υ τότε δἀ ἔχωμεν: 


ῄ /.αχάψάν - Είτη ὃ. δν, - ὄρα.ν 
0) 


-ο 05: 


4 


Ὅθδεν, 


| ' ' - 
Ι. Συνδῆμιαι ὑπάφξεως τοῦ τριπλοῦ οᾷΔοιιληρώματος, 


Ἔστω {ίαις) µία φραμμένη συνάρτησις ὡριομένη ἐπί τοῦ μυβισίµου χωρίου 
Ψ μα ἔστω ὢ µία Φιαμέρισις αὐτοῦ. Ἂς συμθοδίαωμεν διά τοῦ Μ, ααὶ τηρ τὸ 
ἀνώτερον αἱ ἁατώτερον πέρας πῆς ό (κι) ἔτιί τῶν ιυθισίµων χὠφρίων νρ 
πού προικύπτουν ἐν τοῦ ν΄ διά τῆς διαµερίσεως «ο. 

Διά τὴν συνάρτΏσιν ὀ(χ,υ,τ) σχΏωματίσοµμεν τα αδροίσµατα: 


τ'Φ)-Σ Μ,«Δυ,] (δω 


οτι 


εν (Φ) Ξ » πρ Δυρ (5) 
65 “ 


ὅτου Ἀὺρ εἴν«ι ὁ ὄμιος τοῦ κωρίου νς, 

Τὰ ἀδροίσματα (5α) ααί (5) μαλοῦνται ἄνω υαὶ κάτω ἄθροισμα τοῦ 
Ῥαν Όοιχ. τῆς Φδ(αιυ απ) ἀντιστοικοῦντα εἰς τὸν διαμέἑριοιν ὅδ. 

Πᾶσαι αἱ ἰδιότητες τῶν ἀδροιομάτων τοῦ Ώαγβοικχ αί ἐξετασθεῖσαι εἲς τό Κε- 


φάλαιὸν πΠ 53 μεταφέρονται ιιαί ἐόῶ. 
ν « ς ῃ ῃ ν ' οι -- 
Ἡ ιἀτωδι ἱαανὴ ααὶ ἀναγιιαία ὀτεενέ συνδήικχι διὰ τών Ὅπαρξιν ἑνός τριπλοῦ 


. 3 ' - 4 ῃ , 
οΆου ἄτρώματος ἁποφειανύεται ἀιολἸουδοῦντες μίαν ἀνάᾷογον πορείαν μέ 


αὐτὴν τοῦ Θεωρήματος Ὁπ- 3-4. 


θεώρημα τππ- |-4, Μία ΦραμμένΏ συνάρτησις {(χ,η,Ἐ) ὠὡρισμένπ ἐπί ἕ- 
νόδ ανθισύµου χωρἱου ν εἶναι ὁΔοιήτπρώσιμος ἐπί τοῦ ν΄ ἑάν,μαί μόνον ἐὰν, 
ωέω νὰ ἀδιτό οκῦμον Ἑκάκο κα Κων ὑομώῤικώ πώ ἁναὶ 


διά ιὰθε «2ο ὑπάρκπ µία διαµέἑρισις ὁ τοῦ ν- τοιαύὐτω,ὼστε νὰ Ἐχωμεν: 
οια ῆαθε Όπαρκχπ µία ο βίσιΣ 9 τοῦ ν΄ τοιαΌτω,ωώστε να Εχωµεν 


τ"(Φ)- Τν(Φ) -«ε. ; 


Εξ αὐτοῦ τοῦ µριτΏρἰου ἔπονται τα ἀιιολουὸθα θεωρήματα: 


θαυρηµα ΠΠ - |-2. Κάθε συνἀφρτπσις ὁ (κιν, 3) ὠρισμένη μαί συνεχής ἔπι 
ἑνός κ.Δειστοῦ καὶ φραχµένου χωρίου Ὁ εἶναι ὁδοαλπρώσιμος επαὐτοῦ {οῦ πωρίσυ. 


θεώρημα πῃ -- 4-5, Ἐὰν µία συνάρτπσις ὁ(χ,ψ ἄ) εἶναι αρα.)μέντ ἐπὶ ἑνος 
κμδειστοῦ υαὶ Φραγμενου πκωρίου ν ιαὶ εἴναι συνεχής παντοῦ ἐτ᾽ αὐτοῦ, όυ- 
νατόν ἑωτός τῶν σημείων ἕνός συνόλου ἔκοντος µτιφενικον ὄγιον,τότε ἡ 
{(χ,η,3) εἶναι ὁΔοιμᾶηρώσιμος ἐπί τοῦ νν- 


[ -- ολ Ὁ ' 
Ν΄ διοτητες τοῦ τριπΛλοῦ οᾷομβπρωματος. 


ἀἱ θασιικαί ἰδιότητες τοῦ τριπΔοῦ οδομληρώματος εἶναι πᾶτΏρως ἀνάλοροι 
πρός τὰς ἰδιότητας τοῦ διπλοῦ ὀᾷσαδηρωματο. 
ΙΣ/ Ἐὰν αἱ συναρτήσεις ὁ,(α,9/3) μαὶ ἆ, (κ υ3) Είναι ὁλοιδηρώσιμοι ἔπί τοῦ χωρὶ- 
συ ν, τότε μαὶ ἡ συνάρτησις {, ὅ, (α.υ,2) ν Ον δι (α19, 3) εἶναι ὁλοιιδηρώσιμος 
ἐπὶ τοῦ ν καί ἴσχύει : ῄ [ς, ια. οιόε] άυ- σι [[ό. άυ -- ε]ῄ 5 αυ. 


ν΄ ν Υ 


28/ Εαν διὰ τὴν ὁδοιᾶτιρωσυγκον συναρτησιν έ(α,ύ,χ) Επί τοῦ ν ἰσχύπ 4(α,ὐ1)29, 
τότε θὰ ῥἶναι αἱ: 


{µ 4 (αμ) άν 30 


ν 


1π/ Ἐὰν αἱ ὁ,(α,ντ) ναὶ ὁν (α,Ἡ 3) εἶναι ὁλοιδτρώσιμοι ἐπὶ τοῦ ν΄ μαί εἶναι 
3, (αιν,Ἠ) τε ᾗ, (1.9.8), τότε Θά εἶναι: 


{, (αμα) άυ κε [[{ 4, α.ὖ,2) ἄν. 
ᾗ χα) άν ῄ χιυ͵1) ἄν 


34/ Εἶναι: | [ῇ {Σα Ἡ) συ| -ε [ ΗΕ αὐυ[αυ. 


Υν 


ν 
45/ 'Εὰν εἶναι { “(χι ε) άυΞο μαὶ π ῇ(α, 25) ἕτναι μη ἀρνητιωη, τότε θα εἶναι 
ν 


δ(αιυ,2)«Ο διὰ υάδε (χ,υ,τ) εν; Εωτᾶς ἕνῶς συνόλου μηδενικοῦ ὅγμου. «ἲ--- 
ο μα ολα - 


” ἑ Ἱ - . ο - , 
ΡΑ/ Έστω ν΄ εἴναι εν ἐσωτεριαον Χωριον του Ν΄ Ἔαν τ 4 συ) εἶναι συνξατις 
επι τού ν΄ αι ἐὰν εἶναι [ΠΗΦψτάυ-ο ὁιά μάθε χωρίον ν, τότε ἡ (αι, 3) 
ν -- . ν΄ 
εἶναι µηδεν εἰς καθε σωμεῖον τοῦ ν΄ 
ῃ 1 σ ' ͵ ως ᾿ 6 ο πο οἱ 
65/ Ἔαν Υι μαὶ Ν εἶναι ὅνο πωὠρὶα τοιαῦτα ὥστε νι ΩΝςΞΝΥ Όπου τὸ ν΄ ἔχει µηδε- 


εν { ι ε 
γιλὸν ὄγιον υμαὶ ἔσιω ν5ν, Ό νς, τὸτε δά ἔχωμεν ; 


ῄ Σία, ῶ)άυ - ῄ ανρννή(( (κε) αυ. 


ν ' ιό 
ω λ - ς ͵ , μ μ { ’ ΄ 
Ί/ Ἐαν η Γ(χ,υ,τ) εἶναι οἀομᾶπρασιμος ἐπὶ τοῦ ν΄ καί ἔστω 6, ὁ ὄψιος αύ- 


τοῦ μαί Μ,τω τὸ ἀνώτερον ικαὶ ματώτερον πέρας τῆς ό(αιν,Ἡ) Ἐπί τοῦ ν τὸτε 
θὰ εἶναι 
πι ο ῄ δ (αι, 3) αυ -ε Μ.9, 


ν 


81/ (θεώρηιια µέστς Τιμής) Ἔστω τἡ συνεχής συνάρτησις ὁ (κι) ἐπὶ τοῦ δει- 


- ω τ Π ές μα 6 { , { , 
στοῦ μαι Φραγμενου χωὠριὶου Ν΄ το Οποῖον ὑποθετοµεν συνειατιὰον΄ τότε ὑπάρχει 
' { - - Ν/ ϱ 
ἐν τουβάκιστον στικςξειο» (Επ, 1) εν τοιοῦτον ὥστενα Έχωμεν ς 


μανυαν Ξ 8. 8,1, 1) 


ν΄ 


9 


ω [ο { αι - 
οπου ο ομιοςτοῦ ν΄ 


5 2.ὙΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΟΥ ΤΡΙΠΛΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣΖ 


ς ) ͵ ͵ Ἓς ως. [ ο! ι; κος ο ᾽ 
Όπως εἰς τήν περἰίπτωσιν τοῦ Φιπλοῦ οἁοιδηρωματος οῦτω καὶ εδῶ Ώ τεχνιϊ«η 
ς .”.”.. κα, σὲ ͵ σος ᾽ ͵ ε ' 
υπο λοχισμοῦ ἑνός τριπλοῦ οΔοαβτρώματος ἀνάχεται εἰς Φιαδοχιιάς οἄομληρω- 
μ. κ. ς α ε -ᾱ 3 . 
σεις μιᾶς μεταθλητῆς ὅπλ. η οἠομβήρωσις εἷς ἕνα χὠρὶον ν τοῦ ἔ χίνεται διὰ 
ον πα 5 - -. μ 
όιαδοχιιιῶν χωριστῶν ολοιβηρώσεων ὢς πρὀς ἕιάστην τῶν μεταθλητῶν µε όρια 
ε ͵ 1 ͵ 5 - - ͵ - ͵ « 
«οΔἈοιᾶτπρωσεως εξαρτωµενα Ἐι τῶν ὑποβοιπων μεταθᾶητῶν. Πρός τούτοις 


ὁιαμρίνομεν τὰς ιάτωδι περιπτώσεις. 


ον 


1. Τό χωρίον τῶς ὁλομληρώσεως εἶναι ἕνα ὀρδορώνιον παραλληλεπίπεδον 
Θεωρουµεν τὸ τριπλοῦν ολομλήρωμα: 


ῄ δ(α, 1) ἀχαάυατ 


{ [ , - πα ᾽ π 
ὁπου το χωρίον ν εἶναι ἕνα ὀρθογμώνιον παρα]- 
λτιβεπίπεδον ὁριςόὀµενον ὑπὸ τῶν ἀνισοτήτων : 
α-χεθτ-ν-δ,κ-αςλ(6λ.σκ.{). 


ἡ δὲ προθολὴ αὐτοῦ εἷς τὸ Επίπεδον οχυ ἔστω οτι 


"εἶναι τὸ ὀρδογώνιον } οριδὀµενον ὑπό τῶν ἀνισο- 


τητων ατκ-θ, τσυςδ-- ο. 


Σα 4 


Σχετιιῶς ἰοχύει τὸ ἁἀάτωδι θεὠρτμα.:. 


θεώρημα π- 2-1. Εὰν δά την συνάρτησων Γ(α,ὴ, ἳ) ὠρισμένην εἷς τὸ ὧς ἄνω 
χωρίον Μ΄ το πριπᾶοῦν ὁάοιιβύρωμα [[ Ε(αιιχ)άχάναΣ ὑπάρχπ ἃαι Εάν τὸ ὁδοιιάήρω- 
ν 


Ἄ 
μα. Ἱ(α)) Ξ { {(ακ,υα) ἆά υπάρατι διά μάθε (γή) ΕΣ, τότε το ὁλοαἈἠρωμα 


λ ες ῃ .. ῃ « ΄ Π 
[κάν | Σ(κ.υ,τ) ἄτ ὑὐτάρκει ἅαν ἐπί πᾶεον Ισχύει: 
Ρρ κ 
9 λ 

ῄ Σία) ἀχάψαάτ- []ακάν β («ὐσ)α- (9) 

ν΄ 2 - 

ἵἩ ἀπόδειξις αὐτοῦ εἶναι ἀνάᾶορος μὲ αὐτήν τοῦ θεωρήματος σι-1-{ τῶν 
ὀιπΔών ὁδοιδπρωματων. 


δ 
Ἐὰν ὑποδέσωμεν Οτι ὑπάρχει τὸ ὁθοιδήρωμα σα (αφ )άυ διὰ υᾶδε 
ὠφισμένον χ τοῦ α-κςε, τότε ξι τοῦ τύπου (1) ἔχομεν : 


ε δ ς ὁ λ 
ῄ δαν, 3) ἀχάυασ- ῄ Γαν)αχαάυ "| “κ] 1(χυ)άν "Ακ]άν ῄ (αν) ἀπ. 


ν΄ ρ Ἡ 


 (ὁ ῳ 
1 ἥ (κ υτ)όυ- ] αχ [άν β ατα 
ο ά 


α γ . κ 


Ὅδεν, 


' ) ῃ { ς [ 2» 
Καμµνοντες αναλοροὺς ύποθεσεις Εχοµεν 
“ 


} ὁ { 
ᾗ {(αιν,1) Ου -- |: ο {(χιὴ, 2) αχ (σι) 


ἵ 


ῄ {(α,υ1) 4υ- [ὰ. ἀπ | {(κιυ 1) 49 (2) 


- 


νΝ 


Ἱ. Τὸ παωρὶον τῆς ὁδοιλἠτιρώσεως εἶναι κσμπυβογραμμµον. 

Ἄς ὑτιοδέσωμεν ὅτι τό χωρίον ν΄ τῆς ὁλοκλη- 
ρώσεως φράσσεται ὑπο τῶν ἐπιφανειῶν.----- ε-αια9) 
257/(Χχ, 9) μαι Σ-52,(χ,η) καὶ ἔστω Ὁ η προ- 
θολή τούτου εἰς τὸ ἐπίπεδον οχι (1. Σα. !)Σχε- 
τιυῶς ἰσκύει τὸ ἀιιόλουδον : 

θεώρτιµα ὙΠΠ- 2-2. ᾿Εὰν τὸ τριπλοῦν ολοκδή- 
θώμα [βαν ἀχάμάε ὑτάρχπ τιαὶ τὸ ὁλο- 


ν ἓ αν) 
υλήηρωμα Ίσχιυ)ς | Σ(αιυ,1) 4 ὑπάρκχη διὰ µα- 
Σ,(χν) 


ὃε σημεῖον (Χ,9 )εΡ), τότε ικα τὸ ὁᾷοικᾶ λρωμα 
ΣιΟΚΝ) Μα .ν. 
[[άκάν μα νωάς ὑπάρχει ικαὶ ἰσχύει: 


[μή δν (9) 


ξι(αν) 
| [ ἑανάν- [[4« ἂν [ρα ατ 


Α- Ῥ ᾱ, σαν) 
ὃν Ν) - . . - πι Γ 
ο | ἔμφρασις Ἱ(αιν)- 14 0ιν/1) 4 είναι μία συνάφτησις 6ὐύο μεταθλητῶν. Ἐὰν 
: Δι σφ 


διά τῶν συνάριησιν 1 (χι) υαὶ διὰ το χωρίον Ὦ πἠπροῦνται αἱ συθηιαι τοῦθεω- 


ι { « - ς ͵ 
βηµατος τσ -Ἐ-2,τοτε το Φιπᾷᾶοῦν οΛουιᾶτρωμα: 


' Ι1(χ 9) ἁχάυ 
2 »- 


ὀύναται να ὑποβογισδῶ διά διαδοχιαών ὁδομΔτιρωσεων Εατελοῦντες π.χ πρῶ- 


1 ς ΄ 4 1 .. . - κ) ε 
τα την οβοιμᾶπηρωσιν ὡς πρός η μαὶ εν συνεχεια οὐομληφροῦντες το ατιοτᾶ- 


ἂεομα αὐτὸ ὡς πρὀς κ. Οὕτω ἔὰν τὸ χωρίον 3 ἔχη ἕνα σύνορον περιιᾶειομε- 
νον ὑπὸ τῶν υαμπύῆων 4Ξν (4) μαὶ υξη, (χα) µε αι (αι (α)(6Λ. ζχ./) τότε ὁ 
τύπος τοῦ θεωρήματος γράφεται: 


ε ια) τν (9) 
[ή νου/άα αυ {4(Χιυ τάς (3) 
. 


α- σιου ΄δΝ) 


Ὁ τεβευταῖος τύπος ἀνάγει ἕνα τριπᾶσῦν ὁλσμλδήύρωμα εἰς τρία ὁιαΦοχιιια ἁπᾶὰ ὁ- 


Δοιἠτιρώματα μὲ μεταθᾶπτά ὅρια Φᾷοιδτρώσεως. 


πετεσε ση ει Ἑπερπορβεσα νε γες Ἄλλειάστπεε ΦηρεκκειποΕαντ -ν τισ. 


: φαρµοντ 18/. νά ὑποᾶορισθη τὸ τριπζοῦν ολοιλήρωμα μπας ἔπι τοῦ 
. Π ών. ς « ὃν ος αρ [ ν 
τοῦ χωρίου Ν,το οποῖον Ορἰδεται ὑπο τῶν επιπεδὼν χςο͵ 50,350, χνυ 254. 


Λύσις: Αὐτὸ τὸ χὠριον εἶναι ιανονιιόν «καί περι- 
ὀρἱξεται ἄνω ὑπό τοῦ Επιπέδου ἆ-!-ῳ-κ. μαί πάτω 
ὑπὸ τοῦ 2-0. Ἡ δὲ τιροθοᾶτ αὐτοῦ ἔπί τοῦ ἐπιπέδου 
οχι εἶναι τὸ χωρίον } τὸ ὁποῖον ὀρίδεται ὑπό τών 
ξξισώσεώων κ-ο͵ 50, υ-ἰ-χ, (6λ. Σκ.{). 


θά ἔχωμέν Λοιπόν: 


Ίνκ-ν ! 4 Ί-χ-α 
[ία Σάχαυαάε- ᾗάκαν ὼ, πε [αν χιτάξ- 


ν δρ σ ο ο ο 
1 αχ χι αἳ 1 τν ' ! 4 3 
Ξ [αά) [πα αὐ -- [ανν αν 
ο ο . ο ο 
' | 4 ά ν 
-Ἡε |κῤ-κ)αχ-σαο « 


ἡ λε υμητοαποστ την «”πα ς απ πεσικκκά-κτν--- γόνο Ἅχ-τενππνσ-μ: κἜγνρτσπι« αν αρα στα 9 


25 Νἁ ὑπολομισθῆ τὸ τριπᾷοῦν ὁἀοιθβώρωμα [ 2 ἀχάναΣ, ὅπου τὸ χωρίον Υ εἷ- 
“ 
ή - ͵ ῃ έ ο Γ μα , τ [ 
ναι το ὄγόοον τῆς σφαἰρας τὸ ὁρι»ομενον ὑπό τῶν σχεσεων α ινε επ μαιχ»ο, 


υ2ο, 2.0. 


Ι --- .. 
ΛλύσιΣ: Συμφώνως πρὀὸςτον τύπον (3) δὰ ἔχωμεν: 


ἰ 


( πα ναι να χ)-νι 
ᾖ]πακαυ ασ - [αα (αν | πάπ ιαί ὁιαδοχιιῶς ἂαμθαάνομεν : 
ο 


ν ο 9 

[παν στ (α κ) -ψι) 

Ἡο ναι ---- 
ο. α ο μα) ας ο οχτ} 
ἐαί -ᾱ- | (η) -αἳ -υ) 4ν- [ας (αἱ) ν-τ .κ Ξ-ς (αἱ αἱ) 


ᾳ 
Οὕτω. παραμῖνει νὰ ὑποβονίσωμεν τὸ ὁἠοιδήρωμα | (α᾽ πχ) ἀχ. Τοῦτο όὲέ διὰ 


υπὴς ἀντικαταστάσεως χκ- Εσυνφ Ἰίνεται ἴσον πβὸς τό ὁάουδύρωμα 


Π 


τ | β΄” ημφάφ -- 
ο 


« 
δεν, τό δοθὲν ὁΔδοκδήρωμα Ἰσοῦται τρός πα 
69. ΑΛΛΑΓΗ ΤΩΗ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ ΕΙΣ ΕΜΑ ΤΡΙΠΛΟΥΝ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ .., 


Όπως εἰς τὸ διπᾶοῦν ολοιᾶήρωμα οὕτω τιαί εἰς τὸ τφιπλοῦν πολλάς φοράς Είναι 
2 . : στι » . : - 
ἀναμιαϊῖον πρός διενιολυνσιν τοῦ υποᾶογισμοῦ αὐτοῦ νὰ ιάμνωμεν ἀθλαρήν τῶν 


μεταθἠητῶν αὐτοῦ. Δὲν θἀ ἐπιμείνώμεν εί5 τὴν πᾶηρτιν ἀνάπτυξιν τῶς θεωρίας, 


ππικλὸ) ὅτι αὕττ εὐρίσεται ἓν ἀναδογὶᾳ πρός τὴν ἀναπτυαθεῖσαν δεωρίαν « εἰς το: 


----- 
ως - ο ως κιτ τιν. 


διπ Πσυν ῥλοιβύρωμα, θὰ θά ἀναφέρωμεν ἓν συντομία τινα περί τῶν συντειαγ. 
«τσ «----- 


μενων Επιφανειῶν χιαὶ ἀαιοβούθως ἕνα θασιι(ὀν Θεώρημα μειασχηματισιιοῦ ἕνός 


τριπβοῦ ὁβοιβηρώματος εἰς ἓν ἄῆἢο τριπβοῦν ὁδοιἈήρωμα. 


Καμπυηομβαμμοι αναετανμεναι; Θεωροῦμεν τὰ τριαορδογώνια. συστήµατα. 
τῶν ἀξόνων σχης ααίΐ οάυν μαὶ ἕστωσαν τὰ πωρια ν μαὶ ν’ ἀντιστοίχως Επ᾽ 
αὐτῶν. Ἂς υποθεσωμεν Ικεταξὺ τῶν σημείων των ὅυο ὁ ἀνωτερω πωριων ὑφίοτα- 


“ 
ῃ 3 μ } « ὸ ἐ τ ή - μ 
ται µία αμφιμονοσημµαντος αντιστοιχία Σιφραδοµενω ὑπο τῶν σχεσεων': 


χἜφ (κ υν) υςξζα ον) απ σ(α ον) () (00 ν)εν” 
Ὦ ὑπὸ τῶν ἀντισιρόφων τῶν συναρτΏσεων (1), Ὥτοι: 
κς (χιτ), υξ ό(χιυ3), ννς (αλ! Ε) (2) «(χ,ὐμ1) ΕΥ. 
' ν .” 
Δεχομεὂθα οτί αἲ ϕ ὅ, 6 ἔκουν µερικὰς παραγώγου: ὦς προς 


22. 
6 
ανν ατ' τἌξεωςς συνεκεῖ» μὲ Ἰοικωθιανοι 245.42 
ἤροφαν ὦς Ἐχομεν. Ῥ( νυν) 


}(9,4,ο) Ὁ(φιοςσ) - 
Ῥ(αιονο  ΡδςχἩ,Σ) 


Η ἀπειωονισις (0 µειασχηματὶσει τὸ χωρίον ν΄ εἰς το χωρίον ν, συνεπῶς 
ἕνα σημµεῖον (ι,υ, νν)ε Υ᾿ προσδιορὶδει πᾶύρως τό ἀντίστοιχον Οτικεῖον 
αι κ)εν. Μὲ ἄᾶλους Ἀόψους αἱ ποσότητες (1, υ,νν) δύνανται νὰ θεώρτι- 
δοῦν ὡς αἱ συντεταγνµέναι (διάφοροι τῶν Καρτεσιανῶν ποιουτων) τῶν σωµείων 
τοῦ χωρίου Ν. ὁὲ ο μαὶ πα Δοῦνται «αμπυΆόμραμμιοι συντεταμµέναι. 

Ἐάν π.χ. ὁώσωμεν ες τό ια. μίαν σταθερὰν τιμήν. ὁηπλ.µμὲέ ἂἄλλους λὸ- 
Ῥους θεωρήύσωμεν εἰς τὸ σύστηµα Οάνω ἕνα ἐπίπεδον παρἀλΆτπλον πρός τὸ 
ουν, τότε αἱ ὑπό τῶν τύπων (2 καδορίδεται μέ αὐτὸ τὸ πρ µία ἐπιφαάνεια. 


- ς ο , -- 
τὴς Οποίας5 αἱ παραμετριμαί Εξισώσεις εἶναι. 


χΧςφ (Νου, ν) , ΦΞδ(μο,ὅ,νν) 25 σ(μο ὐν) «δο 


Δίόοντε» εἲς το ας πασας τὰς δυνατὰς τιµμάς ὁημιφυρμοῦμεν σὗτω μίαν µο- 
.ν 


νοπαραμετριικὴν οἰμογένειαν ἐπιφανειῶν. Κατ ἀναΛογίαν με υ-σταὂ.ἡ ν/Ξατοῦ. 

ον κο κ ρμὰς 

ότιμιουρφουμεν δύο οἰικσρενείας ἐπιφανειών πειμένων εἰς τὸ πὠρίον ν. Αἱ τρεῖς 

ἀνωτερω οἰμομνένειαι σχηματίσουν τό σύνολον τὸ ιαλούμενον συντεταλέναι 

ἐπιφανειαι. Οὕτω, ααθε σημεῖον τοῦ ν δεωρεῖται ὡς ἡ τοµτι τριών ἐπιφανειῶν 
- [ - . 3 - 

ἔιι τῆς οἰμοχενείας τών συντεταγμένων Επιφανειών. 


Κατωτερω ἄναφερομεν τὸ μάτωδι 6ασιιόν: 


1 
ν 


᾿ 
{ - : Ἔ : 3 
θεώρημα πῃ- 3-{, Ἔστω τὸ τριπᾶοῦν ὁπομάνρωμα, [( Εντ) ἀχαυάξ ἐπεχκτει. 
᾿ ' ι .- μι ͵ νο . «ον . 
νομενὸν ἐπὶ τοῦ χώριίου Ψ το Οποῖον πιεριιΛείεται Ὅπο µιάς τμπιματιικὠς ἂείας 
ἐπιφανείας. Ἔστω ὁ ἀμφιμονοσήμαντος μετασχηματισμός αξφ(τιὉ ν)}ι ὢΞό(ανν) 


ᾱ- σ(ω,ύ,νν) ὅπου Ον εΥ' ναί δτιαὶ συναρτήσειΣ. 9,{,σ ἔχουν µεριωάς πα- 


| : ῦΌεα, 2] 
Π ς 1 πε τ ο τση ι 
ραρώγους ὡς πρὸς Ίωυ αν αἱ τάξεως συνεχεῖς µε”. -αιά θιανή Ρα, υ,ω) -ο 


͵ .] Πι 
τοτε ισχυςΙ.. ὁ 


π Ε(Χ,υ,α)άχάιμάν -- ῄ Ε(Φίων,ν), ὁ (αν), σ(αυ η) [να [όν- όν. κ. 
ν ν. 


1. Περίπτώσις σφαιριιῶν συντεταρμένων 

ς , 3 ῃ “ - ϱ ᾽ ν -- - 
ο πύτιος τοῦ ἀνωτερω) θεωρήματος εἰς τὴν περίπτωσιν τῶν σφαιρµιών συντε- 
Ἱταρμενων (61. Σς.. 1) ἤτοι: χ-ρσυνθημα, υΞρημθημφ, Ζ-ρσυνφ ὅὀπουρ20, 0Ξθ2Π, 


ΟπΦ «µπ γίνεται: κας, 


ή Είκ,ω,ᾳ) ἀχάψάπς { Είρσυνθηµςᾳ ,ρημθηµφ, ρσυνφ) ϱΏμφάράόφαάθ (1) 
ν να ι 
συνθημµφ ῥρσυνθσνυφ - ρηπµμθηπµφ 
πμθηµᾳρ µρημµθσυνςῳ 0συνθημφ 5 ρημφ, 
.. 
συφ -ρημϕ ο 


δ (κ, 1) 


ων νχοσχον 


θεωροῦμεν ἕνα στοιχειῶδες χωρίον ὄνμου 4υ περιεχόµενον μεταξυ τριών 

5ευμών συντεταγμένων ἐπιφανειών ἀπείρως πᾶπσὶον ἡ µία τῆς ἄᾶλης Ὠτοι: τό 
, 4 “παρα ποστ - Π Δ ες | [ 

χωρίον νὰ φράσσεται ὑτό τών ὁύο σφαιρῶν μὲ ἀμτίνας ϱ, ρεάρ τῶν δύο ιὠνι- 

- - ’ ο ' τ ἐ ΜΜ 1, 
ιών επιφανειών σχηματιςόντων μὲ τὸν ἄξονα Οἵ γωνίαν Φ μαίὶ Φταφ μαι ὑπὸ 

. ͵ 3 η ῃ Π - ΄ . 4 
τῶν ὁνο Επιπἐέδων οχπικατιδόντων μετὰ τοῦ ἄξονος ολνωνὶαν θυαιθντάθ. 

- ͵ ος ας ῃ [ - Π . ιά 3 . 

Προσευσνιστ!ιιιῶς το σοτοικξῖον τοῦτο ὀῦναται να Θεωρηὸγ ὡς ενα «οφρθοσοφώνι- 
ι ' ῃ ͵ - ῶκν 

ον παραθΆπᾶεπιπεδον » τοῦ ὁποίου αἱ πᾶευραι ὡς εὐιόλως διαπιστοῦται ἔχουν 


ἀντιστοιχως µήνπι ρ, ράφ, ρημφαάθ({θλ. Σχ.!) Όδενο ὄρωος αὐτοῦ εἶναι: 
ἁυ - αρ. ράς. ρημφάθ- ρἳ Πμφαραφαθ. 


Ζκ. 15 


Ὡς ξια τούτου διὰ τόν ὑποᾶοσισμὸν, μεσω τών σφαιριιῶν συντεταρµένων του 
όγωου ἑνός στερεοῦ περιοριδομένου υπό μιᾶς αήειστης ἔπιφαγείας 5, Ώτις τὲ- 


µνεται εἰς όὑο το πολὺ σημεῖα ὑπο πάσης εὐθείιας Φιερχομένης δια τῆς ἀρχῆς 


Ν 


τῶν ἀξόνων υαὶ τις ἔχει Εξισώσιν ρ-σ(φ,θ), ἀρμεῖ νὰ ἠάθωμεν 


ἄν « ϱ πμφαρἀάθαάς 
Ἐν συνεχεὶᾳ δί οΆοιἈπρώσεως εὑρίσιομεν τὸν ὅμιον τοῦ ατερεοῦ προσόιο- 


ρἱδοντες τιαταβᾶπῆως τὰ οριᾶ ολοιβηρώσεως τῶν ϐ,Φ,ρ. 


. μα Π 
ΤΠ. Περιπτωσις πυλινόριαὼν συντετανµενων. 


Ἐάν χρησιµοποιήσωμεν ιυβινδόρικάς συντεταγµενας Ώτοι;: 


Χχξ ρσυνθ, 9»Ξρημθ,ας, ὅπου ρϱ20,05Ξθς«2Π, Σεξ τοτεδὰ εἶναι 


ση ϱ ιαὶ ὁ τύπος τοῦ ἄνωτερα) Ὀεωρήματος γίνεται: 
ῄ Ε(Χχ )άχαμάᾱ- [] Ε(ρσυνθ, ρπμθ,2).ράράθαΣ σσ] 
ν ν’ 


ω { ἰ ' - τῶν 4 πα κι 

Όπως τιαί εἰς τῶν περιπτσιν τῶν σφαιριαῶὤν συντεταγµμενων δεωρσῦμεν οῦτω 
Γ - υ ως Ἡ ἃ 1 

μαι Ἐόῶ ἕνα στοιχειώΦες χωρίον Όγωου ἄυὺ περιε- 
χόµενον μετα ξὺ τριών 5ευρῶν αυντεταγµένων ἔπι- » 

- ᾿ } ι ι ω . . λι αι « 

Φανειών απείρως πᾶησὶον π µία τῆς αλλης Ὠτοι; Το 

ς [ ως ͵ - } 
χωριον νὰ φράσσεται υπο τῶν ὁύο κυλινόριικῶν επι- 


Φανειῶν μὸ ἀμτῖνας ρ μαί ρ: ἄρ, τῶν Φύο ὁριδοντὶ- 


3 ἐ ͵ { .« 
ων Ἐπιπεόων ἄντιστοιχουντων εἰς τας τικἀς ὅ ιάί 


ι σκ.2} 


αγάα τῆς συντεταμμένης ἃ ααὶ ὑπό τῶν δὺο ἥμιε- ' 
πιπόδων Φιερχομένων διὰ τοῦ ἄξονος τῶν 3 καὶ σχηματιδόντων μετὰ τοῦ ἄξο- 
ος τῶν κ χγωνὶαν ϐ ιαὶ θ.άθ(6Λ.σ«.2),.Οὕτω ἔπομεν ὀτιμιουργτισει ὡσατοι- 
αειῶδες πωρὶον ἕνα στοιχειῶδες «πρῖσμα » τού ὁποίου τό ἐμθαδον τῆς θὰ- 
οεώς εἶναι ραθάρ τιαὶ τὸ Όψος του εἶναι ἆ3. Συνετιῦς ὁ στοιχειὠόηις ὄγιος 


αὐτοῦ ἑἶναι: ἄυ«ρ.ἀθαάρ ἀπ. 


9 . ἡ [ ς ο ο . : .. . αν - 
Εφαρμομαὶ Ί3/ Μά ευρεὸβρ ὁ ὄμιμος τοῦ πωρίου τοῦ Φρασσομµένσου ἄνω ὑπο 
- κά ε ῃ ν-- ' 
τῆς σφαίρας χνη "ντ Ξ- Α΄ τιαίὶ αἁτω ὑπό τοῦ πώνου Σημα- (χ νυ")συν'α, 


μα. ή , υ « σέ 
ὅπου α εἶναι µία σταθερἀ γωνία τοιαύτη ὥστε θα π, 


Λύσις: Ὁ 5ητούµενος ὄχιιος ὡς γνωστόν εἶναι: 


.-.] 


[ακαμ αν (ο 


ὅπου τὸ χωρίον ν εὑρίσιμεται μεταξύ τῶν δετιιιῶν ἡμιαξόνων ΟΧ, ου 02. 

Πρός ὑποίογισμόν τοῦ ἀνωτέρω ο. πρηισιμ«οποιοῦμεν σφαι- 
θιαάς συντεταγµµένας ἀριμεῖ πρός τούτοις νὰ τροσφιορίσωµεν τὰ Οφια µε-. 
ταθοᾷης τῶν ϱρ,θ,9φ. 

Ἡ ἐξίσωσις τῆς σφαίρας εἰς σφαιριι«ὰς συντεταγμένας εἶναι ϱ- Ἡ η όε ἐ- 
Είοωσις τῆς μωνιμῆς ἔτιφανείας ἐὰν ἀντιιαταστησωμεν χΞ- ρσυνθτιµφ, 
ὉἩξςρημθτημφ, Ἐξ ρσυνφ͵ γίνεται µετά τὰς πράξεις . 

ρ)συν φημία - ϱημφΦσυνα τἩ κ. 
εφώ-ᾶεφα Όφ-α ἧφ-π-α 
Ἀριεῖ να θεωρήσωμεν τήν μίαν γωνίἰαν ἐξ αὐτῶν, έστω τὴν φ- α Έμτε- 


ἄοῦντες ἄοιπον τὸν μετασαηματισμὸν τὸ ὁΔοικθήριωμα (1) γίνεται" 


πίι α α . ἡ : 
ο π«4 [αο [πι «ο | ρἄρ - --- «(1-συνα)--ᾱ--- ον ( {-συνα). 
θιο φ-ο θτου 


ϱ - ῃ - ῃ ὧν ῃ κ. - μ 
24/ Νά εὐρεδῆ ὁ ὄμαος τοῦ χωρίου τοῦ μειμένσι) ἄνω τοῦ ἐπιπέόου οκ) 
μαί φρασσοµένου ὑπό τοῦ παραθολοειόοῦς Ἔ- χε ῃ" ιιαὶ τῆς κυλινδρικῆς 
επιφανείας -χἷι η” - αἲ. ᾿ 
͵ ς 4 Β} - ' , --- 
Λυσις: Ὡς ἵνωστον ὁ ὄγαος τοῦ ἓν Δόρω χωρίου Φά εἶναι: . 
ο - ᾖ[ακ άψα5 (9) 


ν 


Ὁ τύπο» (!) διὰ χρπαιµοποιήσεως αυΔινδριιῶν συντεταγμένων ὡπλ. κ- ρσυνθ, 
6- ρηµθ,2-4 γίνεται ᾿ 


Θ, ς ῄ ράράθας (1) 
ν” 
Ἀρμεῖ να εὔρωμεν τὸ χωρίον ν΄" μµεταξοβής τῶν ϱ,θ,3. Ἡ εξίσωσις τοῦ πα- 
ραθολοειδοῦς εἰς αυβινόριιὰς συντεταγµένας εἶναι: 3-ρ) μαὶ τού αυΔἰνόρου 


εἶναι ρ-α. 


͵ π ἤ . ς , . ἣ ἤ ν ι 
Ἔαν η Τώνια 0Ξ65 5-,τότε ο πεφριιάΔειομενος εἰς αὐτό τὸ ὁιάστηµα µετα- 


θοᾶῆς τῆς ϐΘ ὄγιος εἶναι τὸ Ί{ τοῦ δπητουµἑνου. θα ἔχωμεν ἂοιπὸν Δόνω τής (). 


ἓ α ρ” 
29: [2ο [ρορ[«ι- [9ρ [σάρκας -ᾱ- 


δεν, 9) Ξ-πα 


64.10 ΤΡΙΠΛΟΥΗ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ Ώςξ ΜΙΑ ΠΡΟΣΘΕΤΙΚΗ ΣΥΜΟΛΟΣΥΜΑΡΤΗΣΙΣ 


Κἀτ' ἀναλογίαν προς τὰς συνολοαυναρτήσεις τὰς ὁρισθεῖσας διά τὰ Επίπεδα σχήµα- 
τα ὀυνάμεδα νὰ εἰσαχάγωμεν πὴν ἔννοιαν τῆς συνβῄοσυναρτησεως ὠρισμέντις 
εἲς τὰ ὑποσὑνοᾶα (ἓν γένει στερεὰ σώματα) τοῦ χὠρου Μ’. Ένα χαραμτηριστι-. 
όν παράδειγµα μιᾶς τοιαὐτης συνολοσυναρτήσεως ὠρισμένης διά αάθε στε- 
ρεὀν σώμα εἶναι ὁ ὄγιος αὐτοῦ τοῦ σώματος. Ὁμοίως ἐὰν θεωρήσωμεν ἓν ὑ- 
λικόν στερεὸν τὸ ὁποῖον µατεχει ἕναν ὁρισμένον ὄγιιον, εἲς αὐτὸ Φυνάμεδα νὰ ἂν. 
τιοτοιχίσωµεν τών περιεχομέντιν μᾶδαν του ααί οὕτω ἔπιτυγκχάνομεν μµὶαν συ- 
νολοσυνάρτησιν ὥρισμένπ εἰς τὸ πεδἰον αὐτοῦ τοῦ χώρου. 

Ὁ ὄγιος αἱ ἡ μᾶδα Έχουν τήν ἰδιόοτητα τῆς προσθετιικότωτος, Ώτις διατυποῦ- 
ται µε τὸν ἴδιόν τρόπον ὅπως εἰς τήν περίπτωσιν τῶν ἔπιπέόων σχημάτων Ὅτοι;: 


Ἐὰάν Ε(ν) εἶναι µία συνοΔοσυνάρτηαις αὕτω Θά ιαδβῦται προσθετιαη, ἐάν ὁιά κᾱ- 


Θε 5εῦγος χωρίαν μαὶ νε [ὐ ἔκόντων κοινά ἔσωτερικα σημεία Ἰὰκλὶ ἐπί τῶν 
ὁτοίων ὁ Ε(ν) εἶναι ὠρισμέντι, ἡ τιµή Ε(ν υν;) εἶναι ἐπίσης ὠρισμένη καὶ Ἰ- 
σχύει : 
κ(ν υν.)ΞΕ(ν))Α Ε(να). 

Ἐάν ἡ (κιν) εἶναι ὁλοιΔηρώσιμος Επί τοῦ χωρίου ν τὸτε τό τριπλοῦν ὁ- 


Δομρθρωμα ἥ Σ (αν, Ξ) ἂν Φύναται νὰ θΘεωργιθυ” ὡς µία προσθετι τι συνολοσυ- 
ν υ . π Γ . . [ ῃ - ς - 
νάρτησις Ε(ν) ὠρισμεντι ἑαάστοτε επἰ τοῦ κὠρὶου τῆς ολομάπρωώσεως ν τῆς 


Σ (ανν, 3), 

ς - - μ - -- μ : 

Η χνῶοις τῆς παραγώγου μιᾶς προσδετιιἠς αινοᾷβοσυναρτήσεως ὡς πρός 
τὸν ὄμικον εἰσάμεται αατ’ ἀναλογίαν ὅπως εἰς τὴν περίπτωσιν τοῦ χώρου τῶν 


ὁύο διαστασεω», --- 


Ὀρι σµὸς σΠ- 4-{ Ἕνας αριὸµος ἓ δὰ ἂέρωμεν ὅτι εἶναι τὸ ὅριον τοῦ πηλἰ- 
ρου ο {όπου υ εἶναι ὁ ὀρμος τοῦ χωρίου ν΄ μαίὶ Ε(ν) µία προσδετ)ωη 
πε πμ καθώς τὸ χωρίον ν΄ τεΐνει Πρὸς τό σημεῖον Μο έαν διά ιᾶ- 


δε ε»ο ὑπάρκπ ὁ0 τοιοῦτον ὥστε νὰ ἔχωμεν: εν ϱἰίςε Δὰ κάθε πω- 
υΌπαρσ]ι σ ᾧ 


ν ν΄ Εξ ὁᾷβοιδήρου περιεχόµενον εἰς μίαν σφαὶραν ἄωμτῖνο» ὃ μαί µἔντρου Μο. 
Τὸ ἀνωτέρω ὅριον ἔξ ὁριαμοῦ ααδεῖται παράγωγος τῆς συνοβοσυναρτήσεως 


Ε(ν) ὡς πρός τόν ὅγιιον ὺ εἰς τό σημεῖον Νο μαί συμθοᾶϊδεται οὕτω: 
θίπη -ΕΩ)- Ἡ παν. 
Ν ψΜο άὺ 
Ἐόν Ε(ν) παριστᾶ την μᾶδαν τὴν περιεχομένην εἰς τὸ χωρίον ν, τὸτε τι παρά- 
γωγος τῆς Ε(ν) ὧς πρός τὸν ὄγιον εἰς τὸ σημεῖον Μ (Χ,Ν,) μαβξῖται εξ ὁρισμοῦ 


πυυνότως τὸς μάδης εἶς τὸ σημεῖον Μ υαὶ συµθολίδεται µε ὃ (κ, 9,3). 


Ἔμ τοῦ ΘεωρηΏµατος τῆς μέσης τιμῶς προιύπτει ὅτι: 


α .. 
τη [ῇᾳ ανα) όν -ὁσν). 


ν 


65. ΔΙΑΦΟΡΟΙ ΕΦΑΡΜΟΓΑΙ 


1. ὙποΔορισμός τῆς µάδης στερεοῦ ἐμ τῆς πυωνότητος αὐτοῦ. 


Εάν ἡ µατανοµῃ τῆς πυινότητος ἐπί τοῦ χωρὶου ν εἶναι ὁ (κιν, 5) τότε Ἱ μµᾶσα 


αὐτοῦ παρξεχέται ὑπό τοῦ τύπου: 


ο. [[ὁ (α.ε) ἀκάναίΣ (1) | ἑ 


. 
3 Π . , ῃ : ͵ ι ' } 4 

Π Ροπή ἀδρανείας, Καὶ ἀναλορίαν πρός τὰ ξιτεθέντα διὰ την βοπΏν ἀόρανεὶαν 
᾽ « ς α ͵ ς 6 ' ” -- « κ. ο 
ἐπιπέόου υλικῶς πβαιιόςσ ὧς προς τοὺς αξοναςΣ τῶν συντεταρµενων;,ουτω ὧαι εἰς 

ν Π ς Π - -- - Π ' - Π 
τῶν περίπτωσιν ἒνός ὑᾶιικοῦ στερεσοῦ ν τοῦ ὁποίου η µατανομΏ τῆς πυινότωτο5 

” ς 1 4 3 - ή Π η [ 
εἶναι δίχ,υ,ε) ἡ ροπΏ ἀὁρανείας αὐτοῦ ὡς πρός τοὺς αξονας ΟΧ,ου,οἳ Όα παρεχε- 


3 η α ἂν υ 
ται οντιστοικῶ5 ὑτιό τῶν τωπουν] 


--. 
Η 


χ ῄ (ή « 5!) ὃ (κα) ἀχάμαάτ 


--- 
πα 
1 


ἥ! (α” 2) ὃ (αι 3) ἄχαηαξ | (9) 


γ-4 
. 
ι 


ᾖ (αν) ὁ (αφ, 1) άχαωι απ 


κ. 


ια ’ Π ῃ ν -- 
Καὶ η ροπΏ ἄδρανειας ὡς πρὀς τὴν ἀρατν Ο θὰ έἶναι: 


τά | | αἴνῳε 13)  (ε)2) ἀκάναξ. 


ν 


ΤΙ. Συντεταγμεναι τοῦ πεντρου 6άρους. 


Αἱ συντεταγμέναι τοῦ μέντρου θάρους ὑᾶιιοῦ στερεοὺ Υ΄ µε ματανομην πυµνοττ 


τος ὁ (χὐ,3) παρέχὀντισι ὑπὸ τῶν τυτιων : 


/ χδίαι2)ἀχάυαξ ῄ αδαιψα)άχαναν ῄ αλα καμών 
ακκ------- ) πο τν μμ μμ ο ἄ 
[ή ὁ (αι 1) ἀχάν 4 ῄ δ(ν 2) ἀχάυάα ῄ δα) ἀχαν άχ 

ν µ ) | 


ἤ ͵ ι -- η 
Ἔαν το στερεον έἶναι ὁμομενές, τότε Έχομεν 


ᾗαάκάνα» ᾗ ψαχάν ατ ᾗ 3 ἀχὰμαά 
«σον ωτ----, εκς---- «4 
ι ᾗ άχάν ἀπ ι { ἀχ ἀν ἄπ Ι ῄ ἀχάν ἂν ἱ 


Ίο. Μευτώνειος Έλξις:. Ἔστω υλιμόν στμεῖον µάδης πα, τὸ ὁποῖον ἀαμθάνεται εἰς τὴν 
ἀρχὴν τῶν ἀξόνων ιαί ἕνα στερεὀν ν΄ µε ματανομὶν 
πυωνότητος µάδτις ὁ (Χ,,3) (64. Σχ.!).Τὁ στοιχει ὧδες 
χωρἰον ὄγμαου ἀυ Ἐμτεινόμενον πἑριξ τοῦ σημείου 
Μ (χιη,3) ἔχει µᾶδαν δ(χη,Σ)άυ καί ἀσιμεῖ Επι τῆς 
ὐδιμῆς μάδτις τη µίαν Φύναγαιν αξ Πτις παρέχεται 


ο - - - ῃ « ' 
ὑπὸ τοῦ γνωστοῦ τύπου τῆς Παμιοσμιου εἂξεως Ότοι: 


αξς« οι... Ὁ (), οπου τ-(α κανα") 


Ἔστωσαν αξ.,άξι 4Ε, τὰ µέτρα τῶν προθολῶν τῆς 6. 


Ζακ, { 


νο ἃἩ - 1: π Π ἳ 
4Ε επι τοὺς τρεῖς ἄξονας. θὰ Έχώμεν τότε: 


Ο(Χ,ὴ 1) ας δ(αν τ) χα 
ας, -κ.-δάωμΕ) ᾱ αυ - κ.-;δαθαδα 


αξι κ στ ε 
- ον κ. πι δα να) άν 
ἆξ, ο -ἵ--οϐ---ι κ . 
Ὅθεν τα µέτρα τῶν προθοᾷῶν τῆς ὀυναμεως Ε ποὺ ἀσιεῖται ὑά ολομᾶτΏρου 


- - 2 Ι - ! - . 
του στερεου επι της µασης πω εἶναι : ͵ 


Ε, «τη ----  ξ- νο -.... ; Ες κι κ... 
ν 


νΥ ια 


86. ΠΟΛΛΑΠΛΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΙΑ 
Ι Έως τώρα ξόώσαμεν τούς ὀρίσμούς ααὶ ἔξειάσαµεν τὰς θασιιιὰς Ἰδιότητας τῶν 
απᾷῶν, διπᾶῶν ααὶ τριπᾶ ών οάομάπρωμάτων. 

ὋὪν ανωτερω Θεωριαν Φυναμεθα νὰ τῶν χενικμεὐσώμεν καὶ ὅταν Ἐχώμεν µἰαν 
συναρτηΏσιν ὅ (κμΧι,..., Χα) τι- μεταθάητῶν. Ως γνώστον ἔα τῆς Ἀναλυτικῶς 
Γεώμετριας τὸ ΕμθαΦὸν ἕνος παρα ἀδη Δονράμµου π ἕνος ποραλληθεπιπεδου 
ειφραδεται ὑπὸ τῆς απολυέου τιμῆς τῆς ὁριδούυσης τῆς ὁποίας τά στοιχεῖα εἶναι 
τα µξτρα τῶν προξολῶν τῶν Φιανυσµατων εἷς του» συντεααμµένους ἄξονας. Άνα- 
χωροῦντες ὃξ αὐτοῦ τοῦ ἀποτελέσματος ἀρίδοµεν ὡς ὄγιμον ἕνός η- διαστάσε- 
ὧν παρα ἀπᾶεπιπεόου τῶν απολυτον τιµην τῆς ὁριδουσης μὲ πραμµαῦ (Ὦ στπ- 
λας) σχηµατιξδοµενας «ἀπὸ τὰς συντεταγµενας τῶν διανυσμάτων τὰ ὁποῖα 
αποτελοῦν τὰς αιιμὰς τοῦ παραλβηᾶεπιπεδου. Κατα συνεπειαν στηριζόμενοι. 
εἰς αὐτὸν τὸν δρισµόν τοῦ ὄγωου δυναµεθα εὐμόδως να, εἰσάχωμεν τὴν ἔννοιαν 
τοῦ ὀμμου ἕνος πολυξόρου δια σχήματα τοῦ Εὐμβειδείου κώρου τῶν π-δια- 
στασεων υαὶ ματ ἀιοᾷουθίαν νὰ ὀρίοωµεν τον ὅμιιον όια εὔρωτερας τιΛά- 
σει οχημάτων μειμενῶν εἰΣ τὸν Εὐιιβείδειον χώφρον τῶν η- Φιαστασεων. 

Π. Έστω ἴότι 4(χια.,...,Χς) µία συναρτηΏησιΣ π- ἀνεξαρτήτων μεταξᾷητῶν ὠρισμὲ- 
νι ιαὶ φραμμὲνη εἰ: ἕνα χωριον « τοῦ Εὐμάειδειου κὠρου τῶν η- διαστὰσε- 
ὧν. θεωροῦμεν µἰαν διαµερισιν ᾧ ἐπὶ τοῦ ἆ χὠριζοντες τοῦτο εἰς τὰ ὑπο- 


( - . 1}έ , Ἡ 
χωρία ,,8.,...,Δ» ἁαί τῶν ὁποιων οἳ ογµοι ἔστώσαν Δύ, Δύ.,..., Δύς. Εστω- 


σαν Επὶ πὀεον ὅ(αι), ὁ(α,)... ὃ (ας) αἱ διάµετροι τούτων καὶ Τ ἡ µεγίστω 
εξαὐτῶν. 

Ἔᾳ ἔιιάστου κωρίου ᾱρ,!ρ-τι ἂαμθανομεν ἕνα τυχον σωμεῖον Μι νε 
μαὶ ἁμολούδως σχηματίσοµεν τα ἀθφροίσματα: 


Μις (ΕΕ ελ δῦ.  (ἱ) 


στ] 


ἳ ὑ 
ε ς ον . . ) |) ” ὦ , 
ἛἜαν υπαρχγι το ἐίτω ) { ζει εν  ῃ εἰ} Δυ, τοῦτο μαθοῦμεν η-ταξεως πο. 
Ῥ-» ο) .- ' 


τν ο 


Δαπᾶοῦν ὁ]ομᾶηρωμα ιαὶ τὸ συμβολιδοµεν οὕτω: » 


15 |- «['αικωιυναο) κια, εκ. χα 


» 


.. 
; ς [ - Ὀ [ ς [ μα [ [ ως 
Προς υποῄογμισμον τοῦ ἀνώτερω οἠοιᾶηρώωματος θεωροῦμεν τὸ συνολον τῶν στι- 
ῃ , ῃ -- ᾿ » , η µ ΄ 
µείων (ΧιΧν)...,Χςι) ὅια τὰ ὁποῖα ἡ συντεταψµένη Χ. ἔχει µίαν σχαδερὰν τιμήν. Το. | 
σημεῖον (χ,χ.,...͵Χν.ι) διαμραφει εἰς τον Εὐμβείδειον χῶρον τῶν Ώ-ί διαστάσεων |" 


5, ' ς , .. , ι , ς ὧν π ' 
Ένα χωρίον « υαὶ ὁιἀπιστοῦμεν ευιολως ὅτι, τὸ τπ-ταξεως πολβατιλοῦν ὁᾷοικλη- 
μ.μ . θ-- ---- -- ς ως ο ο ῶ 


χι . | ἳ 
ρωμα 1] ἰσοῦται πρὸς τήν ἔαφρασιν: 15Ξ | ϐθ(χ.)άκ., (1) ὅπου Θ{Χ.) εἶναι το (π-()- | 
χο) - 
τάξεως ποᾶΔαπᾶοῦν οἀουδήρωμα. 
μμ .-- αχ... αχ. 1 


3 
Ἴ 3 ῃ - [ 4 ” ' υ ῃ , η 
Επεατεινόμενον Επἰ του χωρίου ϱ .αι χῶ, χ.Ὀ έναι το ἀνώτερον καὶ ιλατώτερον 
, μ , υ 
πέρας τῆς Χ, εἰς τὸ χωριον ες 
. ι ͵ « { ’ - ῳ ͵ ς ' 
Εἰς την περίπτωσιν Οπου τὸ χωρίον «4 εἶναι ενα παφραθληΔεπίτεόον ορι5Ο- 
. ι | 
µενον ὑπο τῶν ανισοτήτων: 
α,Ξχι-θ,, αι Ἔχισθ.,.... 
Ί - ς ( ή 2 οι « [ , 
το ποζᾶαπᾶοῦν οὔοιθήρωμα εἰς αὐτὴν τὴν περἰπτώσιν Ῥίνεται: 
ϐ, 6, 6. 
ἵ- αχ, [ἀα,...Γδαμκω κας (5) 
α 


αι ᾱι 1 


5 Π - η - ο. : 4 , ἤ 1 ἃ ! , 
Ὁ τυπος τῆς ἀλβαγηῃις τῶν μεταθἀπτῶν ἔπεωτεινεται μαι εἰστα Ὡ- ταξεῶ}ς πολᾷα- 


πβᾶ ὁλοιβηρώματα. . 


Ἔστω Χρ” 8 (Ν!, Ἡν,..-, ἄν), 051,2. -νΠ | 
οἱ τύποι τοῦ μµετασχτιματισμοῦ διὰ τῶν ὁποίων ὁπιμιουργρεῖται µία ἀμφιμονοσή- 


ι )έ 


. - [ ῃ .. 
µαντος ἀντιστοιχία μεταξὺ τῶν πεδίων α ααὶ , οπου (αρ ας ... ἀκ) ες’. θὰ ἕ- 


χωμεν τότε: 


{ι-] Γζαι,. «Χο }λακ,..., ἄκι 5 


μα. αρ λωᾖσων ἁννν 


Π Τα πολΔαπαᾶ ὁλοιήπρώματα εὑρίσιουν πἀείστας Εφαρμοψάς κυρίως δε εἰςτὼν Φυσικήν, 

Ἐφαρμομαὶ | νά εὑρεδΏ ἡ Νευτώνειος ὀύναμις ἔάξεως μεταξὺ ὁὺο ὑλιιῶν στε- ’ 
ρεῶν Νς, νι μὲ ἀντιστοίχους μµατανοµάς πυώνοτητος δι (χι, 0), ὃν (κ. ὺς, ἐς). 

Λύσις: Πρός τούτοις» Ὀεωροῦμεν Επὶ ξµάστου τῶν ατερεῶν Ν ιαὶ ν ἀπό ἕνα στοιχει- 
ὧδες ορθορώνιον παραᾶθηδεπίπεδον μὲ ἀνιιστοιχσυς ὄχμους «υ, - ὁπ, αν, ἀπ, ιιαὶ 
αυ, Ξ «ἰκ,άνιάτ, | 

Μεταξὺ αὐτῶν τῶν στερεών ὑφίσταται µία στοιχειώόης Μευτώνειος ὀύναμις αξ 


ς Ἔ η η - - Γ [ λι . ἃ ως : 
(ΠΣ οποίας το μἔτρον τῆς προθοᾷΏς εἰς τον αξονα τῶν κ΄ ισοῦταιπρος: 


αξ, «κ΄ -δι (ἄωνωξ.) δικών). ε(ακχι)λάχ,άν ἀπ, ἄχιόν, 4. 0) 


. [ " “ 
ὅπου ο 5 [ζχ,-κ.) ν (-φ )(α κ) | 
Διὰ νὰ εὕρωμεν τὴν ὁδιιαην τιµτν τοῦ μέτρου τῆς προθοδῆς ἀριεῖ νὰ ὑπολορίσω- 


μεν τὸ οἈοιᾶνρωμα: 


Εκ ῄ ἤ ο ο ας άχ, 4φιάξ, Αχιάψ, ἀξ. (2) 
νιχνι | 
Αἱ ὑτιοβοιποι προθοᾶαἱ ὑπολομίδανται ἀναλόρως, Εδῶ τὸ σημεῖον (Χ.,Β,Ξ,) αιν εἴ- 
ται ἐπίτοῦ χώρου ν, αιαί τό (χ.ἡντ,) μινεῖται επὶ τοῦ ν.. Ἐντεῦδεν τὸ ὁλομᾶήρωμα. (2) 
Δαμθάνεται Επί τοῦ πεδίου τοῦ χώρου τῶν 6- ὁιαστασεων τῶν μεταθᾶτιτῶν αιιν.͵ 
δι Χιλ. Αὐτο τό χωρίον μα αεῖται Καρτεσιανὸν υινόμιενον τῶν κωρίων ν μαι 


. μαίὶ συµμθολίδεται µε Ννικ νι. 


21/ Μὰ ὑποᾶογισδΏ τὸ ὁολοιήήρωμα: 


ή. [άχιάα. ' αν. 


ἔπειμτεινομενον εἰς τὸ σύνολον τῶν συµείων τοῦ Εὐοιδειδειου χώρου τῶν η- δια- 
στάσεων, τὰ ὁποῖα πθπροῦν τὴν ανισότητα χι αι}. -- κ. «κ 1. 

Λύσις: "Ας ιαβέσωμεν ή τὸν ογιαον τῆς αφαίφας ἀμτῖνος Κ5ί εἰς τον χῶρον 
τῶν η- διασιἀσεων. Ἐν τιρὠτοις παρατηροῦμεν ὅτι ὁ ὄψμος µιᾶς σφαίρας ἀμτῖ- 
νας ἃ εἰς τὸν χὠρον τῶν τι- διαστάσεων Ίσοῦται πρὸς ΜΜ, Α'. Πράγματι ὁ ὄνιος 


αὐτῶς ταρξχεται ὑπό τοῦ ὁδοιδπρωματος: 
κ ρ, 


ἔπειτεινομενον εἰς. το χωριον: 

: πλ αχλγ-.α κλπ ϱ). 

Ἐὰν εἰς τὸ ὁλοιδήρωμα (1) ξατεᾶέσωμεν τὸν µμετάσχηματισμὸν! 
χιτἙα, χιτ Εαν απτκάν 


τοτε: αν υδ γττιν αν 4. 


« κ ο 3} . το τας Π 9’ «τς 
Η Ιαιιὠθιανη τοῦ ἀνωτέρω μετασκηματισμοῦ ἰσοῦται πρὸς Κ᾿ Ό9εν τὸ 9λο- 
. 


μάηρωμα (:) γίνεται: 


- 


ὧ1/ 


ο,- κ ή . | αυ, ὁν,. 4υ.ς 


Ὁ,Ξ ΕΚ Να. (1) 

Διὰ νὰ ὑποδογίσωμεν τὸ Ν, ὁβοιδηρώνομεν ἓν πρὠτοις ὧς πρὸς Χν,Χ,,''' Χ εᾗς 

τὸ πεδἰον ὁριδόμενον ὑτιο τῆς ἀνισότηωτος: 
ανν αλ. ἄν χα, 

Τό ἀποτέβεσμα δά εἶναι µία συνάρτησις τῶν Χι,χ.ι μαὶ τὸ ὁτποῖον ὁᾷβοιδτρώνο- 
μεν ἓν συνεχεία ἔντός τοῦ αὑμλου: 
. Ἱ αν χν πε |. 
Τὸ ἀποτέβεσμα τῇ» πρώτης ὁλοιδηρώσεως εἶναι ο ὄψμμος μιᾶς σφαἰρας ἀωτῖ- 


, ἐς Ἀ ἳ . Π τ Π 
νο Ἠ/Ι- χὶ- χξ΄ εἰς τον χώρον τῶν (η-2})- ὁιαστάσεων Μαι συµφώνως προς τον τυ- 


( / ΄ 3 . 4 1 « . ο ο. 6 
πον (1) ο ὄγμος αὐτῆς τῆς σφαίρας Θὰ πρέπει νἁ ἰσοῦται πρὸς 
α . π-ξ 
κ ναι πλ 


... ε ῃ ' . ς ῃ 
θα εχωμεν ἂοιπον, µετᾶ τὴν ὀευτέραν οσοι ἠρωσιν : . 


ος λος ((-κί-αἲ) Ἐάχιακ, (3) 


ᾱ 
π ͵ : ο... ͵ - . ἳ 
οπου τοχωὠριον τῆς οομβηρωσεως εἶναι ὁ πυιᾶος πα αὶ -- 4. 


[ , ς , ο [ ἀξ [ 
Διά τον υπολοχισµον τοῦ οὔοωἈπρωματος (3) αρησιμοποιοῦμεν ποβιιάς συντε- 


ταρµενα5 πτοι - κ “ρσουνθ, Χχ,-ρτμθ, οτε ὁ τύπος (3) γίνεται : 


Ἡ { 
Μλ/ν κ η-ι. . τ-ε | 
σα [α-ε )ραραθ- λα | 0-1} ράρ--ᾱν-- 
Ό Ξ | 
Ὅδεν, άπ πττ ίωιν  (4) ' 


Εξ ἄλλου γνωρίδοµεν ὅτι: 
Μ5Ξ2,(µήνος τοῦ τµήηµατος -1,!) 
Μι, Ἱ, (Εμθαδὀν τοῦ αὑικλου αατῖνος {}) 


. [ κ ι } - 1 ω 
Ευιοᾷως εὑρίσµοµεν ἔα τοῦ τυπου (4) ὅτι. 


πο ο οδς ο 
Παράδειρµα: - 
4 ο τν :. 8 α φ 
κ πα Ακ κα 


3 4 ο ο - ς - ”. ! 
Ευιοᾷως διαπιστοῦμεν ὅτι, τοῦ που 9 Οµμος τῶς σφαίρας ἀμιτῖνος Ε εἰς τον 


αῶρον τῶν τη- ὁιαστάσεων τείνει πρὸς το µηδεν οἰουφήποτε ὄντος τοῦ Κ. 


6 7. ΓΕΗΙΚΕΥΜΕΝΜΑ ΠΟΛΛΑΠΛΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 


Ι. Διά συναρτήσεις μιᾶς μεταθλητῆς ἔχομεν ΘεώρηΏσει γενιαευµένα ὁδοιληρώμα- 
τα: ἰ) Αὐτα εἰς τὰ ὁποῖα πι ολοιάπρωτξα συναρτησις γίνεται ἄπειρος εἰς ἕνα ση- 
μεῖον μαὶ ἴι) Αὐτὰ εἰς τα ὁποῖα τὸ διάστηµα τῆς ὁλομιβτρώσεως εἶναι ἄπειρον᾽ Επί 
Πλέον εθεωρήσαµεν μαὶ ἕναν μιωτὸν τύπον τῶν δύο ἀνωτέρω περιπτώσεων. 

᾿Διπᾶᾶ μαὶ τριπὰᾶ ὁβοιάπρώματα ἔχομεν Ὀεωρήσει µόνον διά Φραγμένας συναρτή- 


Π { . ο 4 
σεις υαἱ δια φραμμέναχωρία ὁλδομᾷωρώσεως. 


ἊἌς θεωρησωμεν των συνάρτησιν 4(Μ)-4 (αι η) ὥρισμεντι εἰς ἕνα. Φραχµενον πω- 
ρὶον 3 τοῦ Επιπεόσυ οχι, «Ὑποθετομεν ὅτι 4(Μ) δεν εἶναι φρα}µενηω εἰς µαθε περι - 
Οχτιν τοῦ στιµειου Μο (αοι,)εὉ (5: ἡ ὃπιιπ τοῦ χωρὶου 9) ικαί ἔπὶ πᾶέον διὰ μάθε 
αιµριον } ὖς, ὅπου πο Ὁς περιεχει τὸ σημεῖον Μο εἰς τὸ ἔσωτεριικον του, ἡ συνὰρ- 
τησις {(χ,9) εἶναι Φραγμενπ ται ὁδοιδυρώσιµος ὑπὸ την συν Ἔννοιαν. (61. 


Ζκ, {(α) μαὶ 1 (β)). 


Ὁ δεωτπς ὃ τοῦ ὃς παριστᾶ τὴν ιν 
διαµετρον τοῦ πωρίου Ὅς, ο; 
Θά λεχωμεν οτι Π ἀμολουδια {01 ν 
τῶν χωρίων τεινει προς το στιμεῖον Μ, 
ααὶ σράφωμεν Ὁ, ---{Μ.]πι ο, ξὰν Σκ. 1 (8) 


διὰ ἀάθε ε»ο0 ὑπάρχη Β{(ε) τοιοῦτον ὥστε νὰ ἔχωμεν ὁ (ὑ.)-«ε δια Π.Σ Ν{ε). 
"αν ὁ--ο, τοτε το χώριον 3 τεινει νὰ περιορισὸῃ εἰς το σηµεῖον Μο. 
Ἂς δεωρῃΏσωμεν το δἠοαάπρωμα. } Συ) ἁχάν Ἡ συντοµω5 ῄ {(Μ)ὰσ. θά Άσιω- 
Ῥνυς δυῦς 
μεν Ότι τοῦτο τεὶνει πρὀς ἕνα ὅριον ῷ ααδὼςτο ὅ--ο ιιαὶ τὸ ὁποῖιον (οριον) εἶναι 


2 ᾱ- ῃ ᾽ - ' ͵ ' ͵ ’ Ξ 
ἀνεξάρτητον τοῦ τροπου ἁατάτόνὁποῖιον τὰ χωρία Ός τεινσυν πρὸς το οπµεῖον Μο, 


ξάνδια «πὰθδε αμολουδιαν χώριωὼν {υς.] ὭΣ] (1) Έμαστον τῶν οποίων περιέχει 


͵ ας Γι ᾗᾳ η ͵ -- ς ῃ : ς τ 
το σηυιειον Μι, εἰς το εσωτερίιιον του ται των οποιον Ύε Φιακετρος ἵτισανοποιεὶ 


τὴν συνθηιατν δ-,---ο τοῦ πλου, ἡ ἀντίστοικος ἀριθμηπιάγι ἀμολουδιο. 
! { α 4 { [  α ες - - 3 
ἱ ᾗ {(Μ)όσ] ὌΣ{ συχαἈϊνει προς ἕνα µάαι το αυτο ὁριον ε, το Οποϊον είναι ἀγε- 
δ.ὅδ. | 
ξάρτητον τῆς εωδεχείσως ἀιοᾶουθίας τῶν περιοχῶν ἐὖς 4, 
ν προαειμἒνῳ δὲ χράφομεν: 
ἐίτη [ει (Μ)άσ-ο (2) 
ὅ-»ο 
Ῥνυς 
Καλοῦμενεξ ὁρισμοῦ, Ὑενειευμένον ὁλοιιδήρωμα τῆς φ(αιη)- 4 (Μ) ἐπὶ τοῦ 


σι 


χωρίου Ὁ ααὶ τὸ ουμάολίδομεν οὕτω: ᾗ”ολάσ ιν [1 αράκάν ; τὸ ὅριον: 


ξίτη [ή ο0 4ο, ἐὰν αὖιο ὑπάρχῃ, εἶναι πεπερασµενον καὶ εἶναι ἀνεξάρτητον ο 
--ο : 


2νυς 


τροπου ατα το ὁποῖον τὰ Ὁς τείνουν πρός το σημεῖον Μο. Ἐν προιμειμἔνῳ θα λε- 
ζωμεν ὅτι τὸ χενιαευμἒνον ὁᾷομῦηρωμα συγαδινδι, ἓν εγαντἰα δὲ περιπτώσει ὅτι 
ἀποιθίνει. 
Κατωτέρω ἀναφερομεν δύο θασιιᾶὰ Όεωρηματα ἀφαρῶντα την οὐγιάλισιν ἕνός 
Τενικπευµενου οΔοιλπρώµατος μιᾶς µπ ἀαρνητιιΏς συναρτησεως, 
θεύρημα Σ8-1-! Ἔσιω ἤ µη ἄρνητιιιΏ δυναρτησις δίχη))«{(Μ) ἡ ὁποια ὁεν εἶναι, 6ραχ- 
μένηο εἰς µαδε περιοχτι 5 του Μ. ε Ὦ ενῶ εἶναι οἡομᾶπρώσιμος Επὶ τοῦ Ῥους- 
θεωροῦμεν μίαν µονότονον ἀιολουθίαν ὁμσμἔντρων αὐμων µέ ἀἔντρον τὸ Μο 
οοῦ τυπου (0). Παριστῶμεν ἕναν ««ύμδον µὲ κέντρον τὸ σημεῖον Με ααί ἀναῖ- 
νος ὃ δια Κς αἱ οὕτω ὄυνάμεθα νὰ γράψωμεν αὐτών τὴν ἀμολουδὶίαν ὑπό τήν 
Κε 2.9: --3 Κε": : (3), ὅπου ὃ.---ο τοῦ τι] ο. 
«Υπό τὰς ἀνωπέρω ὑποδεσεις τι ἀναχισία ιμαὶ ἑμανὴ συνὸπικη ἵνα το ὁᾷοιιθρω- 
μα / {(Μ) ὁσ συγιΔίνγι εἶναι η ἀριδμητια η ἁμοβουδία [] ()άσ]η2! (4) νὰ εἷ- 
Ρ , ἳ λοκς’ 
ναι Φραχμενν ὤ 
᾽Απόδειξις: (Ἀναχικαῖον). Τοῦτο ἔπεται ἅμεσα Σι τοῦ ὁρισμοῦ τοῦ γενιικευµένου ὁλο- 
μ.Απρώματο». 
(Ίμανον) Ἔσιω ὅτι ἡ ἀμολουδὶα (4) ἔναι φραχμενη. Λόγῳ τῆς ἀμολουαίας (3) ἔχομεν; 
Όνκε ς Όνκες'' Ὄὕόκες-- (35. 
νΕπειδτι ἡ ὁ (Μ) εἶναι μΏ ἂρνητ]ωτ υαὶ ὁλοιδηρώσιμος ἔπι τῶν συνολων τῆς ἀνο- 


λουδιας {Όν κο, [δή ουνἀζεται͵οτι η ἀαολουδία {{[μω0ασ]η5! εἶναι µΏ φθἰ- 


δρ. 

νουσα, εἶναι δε Ἐξ ὑποδέσεως ιαὶ Φραχμεντ, ἄρα συχιιᾶὶν ει Ἔσιω δε τη [ (µ)άσ- έ, 
τν οο 

ὅτε [4(1)4σ- ϐ διά μάδε πι. ιν Ἡ 


θνκε 
Ἡ [1] Π Γ { - η . - 
Έστω πιό ενα χωριον σς, περιεχομενον µεταξυτων  ζ ὧν κα μαι Και» τον 


οποίων αἱ ἄμτινες ο ο ϱ παθως τὸ δ.--0, θὰ Ἐχώμεν Αοιπον: 
Καν 5 Ὁς. 3 Και (6) 
Ἓι τᾷς (6) Δαμβανομεν: 
πχ Ὑ Ἆ [ 
» δσ νςς Ὁ Κάι (3) 


λογω της (3) Ἐκομεν: { {(μ)άσ «[ῥῳόσ -ς ῄ ό(μ)όσ (8) 

θνκς, δυς ας . 

Εἶναι ὅμως : ἀἶπι ωασ. είπε {4 ω)άσ «6, Ὅδεν, ςίπῃ ' ό (μ)άσ-6. 
στις η ρα. ο, γύδ 


. 


Ἰὁ ἀωθβουθον Ὀεώρτιμα ἀποτελεῖ µίαν γενίμευσιν τοῦ προτηουµένου ΦεώρΏματος, 


«θεωρημα ΠΠ -7-2: Ἔστω Ἡ μὲ ἀρνητιτι συναρεησις ὄ (κ φ)ξ (Μ) πλη- 
ροῦσα τα» ὑποδέσεις τοῦ ἀνωτερω θέωρήµατος, θεωροῦμεν μίαν αὖ- 
θαίρετον ἀμολουδὶαν χορίων πσεριξεκουσα το σωμεῖον Μ. τοῦ τύπου (1), 
δυλ.τῶν { Ὁς Ί,η 2.1. Τότε το ολοιδήρωμια ᾗ4(Μ)άσ συγικᾶὶνει ἔαν, ικαὶ µόνον Έὰν 
π ἀντὶστοιπος ἀριδμητιιΏ ἀποδουδὶα { Ι πώ. εἶναι φραχμενη. 

δὺς 

᾽Αποδειξις: 0Αναγωαϊον) ἸΑπεδειχὸοη αἷς τὸ προπιχουμενον δεώρτµα. 

(λα ανόν), θεωροῦμεν μίαν µονοτονον ἀλκολουδίαν αὐιλων τοῦ τύπου (3) περιαδεὶ- 
ουσα τὸ Μο μαἰάποδειινυομεν ὅτι ἡ ἀριμητιιτι ἀμολουδίαι (4) ἡ ἀντιστοιχοῦσα εἰς 
τὴν ἀνολουδια τῶν υύιιλων ἔἶναι φραχμέντ, Τότε δὲ ἐφαρμοχῆς τοῦ προηχουµένου 
θεώρηιµατος Έχομεν τό ἀποδειιτέον. 

Πράγματι, τὸ ὅτι ἡ ἀριδμηωτιιὴ ἀμολουδία (4) ἂναι φραγµένη ἀποδειιν ύεται ὧς 
ἀνολουθως: | 

ὑνποὂετομεν ὅτι: ᾗ[5 09) 4σ ο «6ο, διὰ ταθε πω {. 

Ῥωυς. 

Ἐπειότ τὸ ὃν-»Ο τοῦ πιὴ ο ὀυναμεδα νὰ συµπεράνωµεν ὅτιδιά υάδε τι Ὁπάραει 
τη τοιοῦτον ὥστε νὰ Έχωμεν : κδ ο ὖς, Έα τὶς τεᾶευταίαςσαξσεως ἔπεται ὅτι - 
Όνκε' 5 Όνῦς, μαί επειδη ἡ {() εἶναι μπι ἀρνητιμή θᾷοαβτρώσιμος συνὰρ- 
τωσις δὰ ὄχωμεν: [(Αάσ -- { {(Μ)άσ 

Ῥνκδ, ἍὨδυύς 
Ὅθεν, πω. ἄσςσς, (ς: σταδερα). 


ρυκς 


δί ἔφαρμογῆς τοῦ προπγουµενου Θεωρημµατος ἔπεται ὅτι το { α(μ)]άσ συγιδίνει, 
2 
Παρατηρησεις. 41 Ἰὁ ἀνωτθρω εωρημασα βραρμόδονται ικαὶ εἷς τὰ τι ---τιλᾶ ὁλοιιληρωμαπα. 


πο, 


23: Ἡ µεδοδος ἀλθαγης τῶν μεταθλτπῶν Ἐφαριιόδεται αιαὶ εἷςτα Σενικευµενα τολ- 
Δαπδᾶ οβοιθτπρώματα οἱουδήποτε εἴδους ἀρμεῖ τοῦτο νὰ συγαλὶνη. 

Ἱαράδειυμα {5 Νά ὑπολοχισὸῷ τὸ ὀὐοιάθρωλλα. | νο ’ ὅπου Ρ εἶναι ὁ δϊσιος 
αλ] -ε{ ιοί νὰ δειχὸῦ ὅτι τοῦτο συγιὰᾶϊνει δισ α--ο ιαὶ ἀπομαβινει δια 4529. 

Ἀποδειξις: Ἡ ὁλομΆπρωτξα συνάρτησις δὲν εἰναιφρωύμένη εἰς κάδε περιοχὴν τοῦ ση- 
µείου Μ. (0,9) μαὶ ὡς Εμ τούτου προµεκαι περί ἑνός χενικευµενου ΟΔοιδπρώματος. Ἐπὶ 
πᾶσον ὦ ὁβοιδηρωτέα συνάρτΏσις εἶναι Ὀετιι ή διὰ μάθε (κι) ΕΡν {Μοὶ ααί ματὰσυ 
νἔπειαν δυνἀμεὂκινὰ ἐαρμόσωμεν τὸ ὈεώρΏμα ΠΠ -7-{. Πρὸς τούτοις ἀαμβάνομεν την μο 
νότονον αμοβουδιαν τῶν ὁμοιέντρων πύμδων, μἔντρου Μο μαὶ ἀμτῖνος κο, Τποι την ἅικο- 
4σουδιαν [κι] πο 4. ἵη ἀμολουδία αὐτωτεινει προς τὸ συμεῖον Με(0.). Ἐν συνεχεια θεω- 
ροῦμεν τῶν ἀντὶστοικον ἀμολουδίαν τῶν οβοιθπρωματων : 


ἓ [ντ (1), ὅπου }Ἡ, ὁ δαιτύλιος Όκφ, 


ας 
"Εάν ωτελέοωμεν τον µετασκτικατισμον κΞρσυνθ πμθ τὸ ἆλου Ἰπουμα (4) 
-ο6 υΞ6 
ν : 2ΠΏ 
γίνεται; | ο.» πα τς). Σξὰν 4-2 
ν Ὀ 
νά ο ἥν στ (ποτ 1) : 22 422 : 


πας ; .έ « ο κ - Ί , 7 ἃ [ - 
Εὰν 4-2 ναι τ]ος, οτε υαι Κιτ Μο το Οριον τΏς ἀνώτερω ἁμοάουθιαστων 


ς Τ Π κ. 
οἑοαζηρωματων Θα εἶναι. 


ἵς Εἶτα ἵ 


Ἡ --ν οὐ . 
Εάν 432 τὸ ὁοθὲν ὁλδοιμᾶπρωμα αποιἂίνει. 
Παράδει]μα 23 Νὰ ὑποβογισοῃ τὸ ο ρρωνκὰ ἤ θά ,ὅπου 2 εἶναι ὁ δίσαος 
"τ -- δ νζ ”. ) 
ὃ ὁριςόμκευο5 ὑπὸ τῷς Ἑλλείψεως -ᾱ- --- ... Ξ 4. 


λὺσις: Ἡ ὁλομδτρωτέα συνάρτησις δὲν εἶναι φραυμένη εἰς παοε περιοχήν τοῦ σηµε]συ 
Μο (οιο)λΕπὶ πᾶξον δε αυτη εἶναι Ὀετιιιη. Ὅθδεν όυναικεοα να ἐφαρμόσωμεν τό δεώρπ- 
μα σ-1-2. Πρός τούτοις Δαμθάνομεν των µονότονον ἀιολουδίων τῶν ὁμοιαξντράν ἓλ- 
Δείψεων µέντρου Με, ἤτοι τὴν ἀμολουδὶαιν {Ε,],ηΞ1,Όπου η ξξίσωσις τῆς Ε., εἶναι: 
νέω'- ΜΕ)». 1. Ἠδη θεωροῦμεν τὸν ὁωτὺᾶιον Ὁ., ποὺ περιέχεται μεταξύ τῆς ὁὸ- 


θείσως Ελλείψεως καὶ τῆς Ε, μαὶ ᾱς Θεωρησωμεν Ἐν συνεχεία τό οὐομᾶήθρωμα:: 


απμ]άχαυ αν τκας.. νο 
1,Ξ έκοο βατοοτ (0) η {[Ἓσενης. 129,929. 


Ὑ 


ω ο ῃ ῃ 
ὅπου ὦ, το τεταρτον τοῦ ἀνωτερω ὁαμτυἷου, 


»ΕιτεΔοῦμεν τὸν μετασκτιµατισµον «- αρσυνθ, ν- βρημθ εἰς τὸ τελευταῖον ὁλοκλη- 


- 3 « . ; 
ρώμα, ὅτε ο ελλ ειπτιμός τεταρτοδα μτύλιος ὤ, μετασχωματὶδεται εἰς τὸ ὀρδογωὠνιον 


ον παρ  υ---ᾱ 


χωρὶον ον (βλ. Σχ. 1). μαὶ τὸ ὁᾷοιληρωμα 1 Ὕινειαι: 


ἀπ. αἳρ' κο.ο. πημθσυνθάράθΒ ο] Ἆ ϊ πμ2θάθ .  Ἰ 
. Μ᾽συν υν1ρ.-θ ημ"θ) | ζουν" ϱ θ η ο) ἳ -- 
{ στα 
--ᾱ ᾱἷ (ι-) Φ[ ανα αἲ 6 συνιο) Ἡ ά (συν2θ) ε 
ο 
μμ οωσστ α δαν (ι- τη) Σεν. 1. 


μαὶ ἐπομένως: ζίπη ἷῃ Ἕσνα πα 
9 Υπάρχουν μαὶ περιπτώσεις ὅπου ἣ δεωρπθεῖσα συνάρττισις δὲν ὁρίδεται 
ες ἕνα τι περισσοτερα σημεῖα. Ἑάν π.χ. Π οᾷοιιᾶτιρωτεα συναρτΏησις τί- 
νεται ἄπειρος νατὰ µΏιμοςδ μιᾶς Ίαμτπύλως (1), εἰναι τοτε ἀναγιαῖον να 
ὀρίσωμεν μίαν ἁπιολουδίαν τιεδιὼν οᾶἈοι Ἀπρώσεως περι αδείουσα των 
παμτυᾶτην (4) καὶ ὃν συνεχεὶα να εὔρωμεν τὴν ἀντίωτοιχον ἀνοδουδίαον 


- 5 έ { “ 
τῶν οὔο αμ Ἀτιρεωματων, ὡς δεακνυεται εἷς τὸ ἔπομενον παράδειγµα. 


Παραδεισμα ὃ5' μα εὑρεδοῦν αἱ τιμαὶ τοῦ 420 ια τὰς ὁτιοἰας τὸ ὁβοικλή- 
ρωμα. {8ρ; ἀχ άν σνγαΆλίνει, ὅπου Ὦ τὸ χωρὶον αν: ΟΞχΞ/{ ους ο. 


Λύσις: Παρατωροῦμεν ὅτι, ἡ δᾷοιδηρωτέα συνάρτωσις έἶναι Όετιικη, ἑατός 
τῶν σημείων τοῦ ἄξονος τῶν χ τὰ Οποῖα ὀρίδονται ὑπὸ τῶν σαεσεων:ἡ-ο,0κχς!, 
ὅπου αὗτω ὁεν ὀρίδεται, Πρόκειται Α4οιπὸν περί ἕνος γενικευµενου ὁδοιιλη- 
ρώματος μαἱ τοῦ ὁποίου τὰ ἀνώμαᾶα στμεῖα εἶναι τὸ ἀνωτερω εὐθδυχραμ- 
μον τμΏμα,δπλ. το )Ξ0, ΟΞΧΞΛ. Διά νὰ ὑποβογίσωμεν τοῦτο δυναµεδθα ᾿ 
υαί ἓν προιειµένω να εφαρμόσωμεν το θεώρημα Ἠῃπ- 1-2 καὶ τὸ οποῖον 
ταραμένει Ίσκύον ιαΐ εἰς την περίπτωσιν ὅπου ἀντὶ σωµείου ἔχομεν εὐδυ- 
Ὕβραμμον τµήµα, ὅτου ἡ συνάρτησις ὁεν ορίδεται͵ θὰ Θεωρησωμεν Ἅοι- 
τον των ἀιιοβουδίαν τῶν ὀρδσχωνιαικῶν τόπων Ό,- Τ(αψΙΟΞΧΞΊ, 

, 


ῃ ' χ ῃ ' - ν ' 
απ Ἕνυ τι] η παὶ την αντίστοιχον ἁαολουδίαν τῶν ὁᾷσομβηρωμάτων, 


πτοι πην - | 
4 
1. - { ολ αχαν - [ χταχκ. | ᾱ-  Εἶναι γνωστον ὅτι τοῦ η ῥοο το 
δη {η | 


{ απ συγνΆίνει δια 0-4 --! .Ὅθενιμαιτο ὁσδὲν οἀομλΏρωμα συγαλίνειδια Οπα-{. 

Ἰ” 

Παράδειγμα 4” Νὰ ὑπολοχισὸῃ τὸ ὁλοιληρωμα {να Ἀ 4κάψ, ὅπου Ὁ εἶναι τό τετραχω- 
νον µε µορυφας τὰ σημεία (9,9), (ο11), (19), (1/1). 

Λύσις: Ἡ θεωρηθεῖσα συνάρυησις δὲν εἶναι ὥρισμενη ἐπὶ τῃς πᾶευρᾶς τοῦ τετραχώνου 
ποὺ ορἰδεται ἄποτα σημεῖα (00) (01). Επὶ πᾶξον δὲ εἰ. παν ἄλλο σημεῖον τοῦ Όεωρτι- 
Ἄεντος τετραχώνου εἶναι συνεχώς ιιαὶ ΌετιικΏ μαὶ ὧ5 Ειι τούτου δυναµεδα νὰ ἐ- 
Φαρμοσωμεν τὸ θεώρπµατή-7-0, Ἔστω μη έύναι το ορδογώνιον που ορίδεται 
ἀπὸ τὰς εὐθειας «κχΞί α-τ 1-0 μαι ἡ-1. Ἐπειδη τι Σιν) ως ἐῑναισυνεχιις επί 
τοῦ Ὦ, Φὰ ἄναι οᾷοιδηρώσιμος ἔπ αὐτοῦ ιιαὶ θάσει τοῦ προαναφερθέντος Όεω- 
ρήματος δὰ ἔχωμεν: ΄-.,: 
ᾗν απ οχαν- μμ ζωα” ἁπάν. 
5 ον 


! 


[ { , ͵ η 
- | σΦ : πο ο ή 4 
Ἔπομεν ὅμως: νο καν. κα όν αχ νι Ξ| 51 νε. 
ὃν 9 ν 


τσ 
"δεν, ᾗνα Ἰάκόν Ξ τη Πσνα] Ξ4, 
Ῥ 


Πρότασις ΠΠ-- 4 |. Η συψμᾷισις τοῦ ὁλομβπρώματος { ά αιὐ)|ἀχόυ (ἀποᾷυτος 


σύυγιιδισι5) συνεπάνεται την συγιμᾶισιν τοῦ ὁἠομάπρώματος [ᾳ (αι ἡ)αχαμ. 
5 
Ἀποδειξις5: καί ἀρπχὰς ἀναχωροῦμεν ἔιι τῆς παραττρΏσεως ὅτι ἐὰν {, (α.9) ναὶ 
409) ἔϊναι δύο δετιιαὶ συναρτήσεις τοιαῦται ὥστε , (α.9)) Ξε δι (κι) διὰ κἀάδε 


ζ.ψ) εΌν{ Ρ] ασὶ τὸ οἠοαδήρωμα {, (κν)ἀχάν συμιδίνει, τότε μαὶ τὸ ὁᾷου δη - 


Τ 

θομα. ες (αν) ἀχάν συγιᾶίνει.Ἔξ ἄλλου ο [ο -ὐζαι)ΞἙ2 | εκιν)] ταὶ ἔπει- 
ν] 

' δή τὸ ὁλοιᾶηρωμα ῄ [ὁ (κιν) | κάν συνωδίνει,ξξ αὐτοῦ ἔπεται μαὶ Ὁ πα Ιαν] αν)]άχαψ 

υ Ό 


συγικίνει. Όδεν ὑπάρκει τὸ: Π [ ψαφ]- { 6 α)|-{α))]αχαν- 


5 
ο ᾗ σ)αχάν Ἆποι τὸ [[ εν) ὀχάν συγωᾶινει. 
5 ο 

« 3 , ! . µ 5 υ 
Ένα αξιοσηιμειώτον μριτηριον συμιᾶισεως γενικευµενου οὐἀοιάπρωμα 


- ͵ [ 
τος εἶναι το κατωώθδι: 


1 ῃ . ως ον ε ς « 

Προτασις σΠ - 1-2. Ἐαν ἐπὶ τοῦ αᾶειοτοῦ χωωβιου Ὦ η συναρτησις {ίκν, 
εἶναι συνεχπις, ἐξαιρεσει τοῦ σηµείου Ρ(0,0)ΕΤ, ὅπου ἡ {ζαιν) εἶν αὐτὸ γίνεται ἄπει: 
ρο5 ιαί ἐαν ὑπαρχΠῃ ἕνας σταθερὀς ἀριοµμός Μ720 μαϊ ἕνας Θετικό» ἀριθμὸν 

- ω . μά , ͵ 1 Γι ε.α.” 
4-2 τοιοῦτος, ὥστε: ]{0)| -- στο διὰ ααθε (Χ,η)ΕΡ2Ρ, τότε το ὀλόκην 
ρωμα ἴ {(,9ὴ) ἀχαν συχιά]ινει. 
' Ρ 


| ς . 
Αποζειξις: Ἔχομεν ὡς γνωστὸν: 


| [11ο αχαν ο. [ή κα μ]αχκάν «ε ΜΜ ῄ ποπος 8, 
ν Όν δη 


.. ͵ Ἱ ' ] - μ -. 

όσιου Ἰὸ Λλ«Όν ὐ, μα; τὸ Όν εἶναι: ὄλα: αὐλά2 λεν τροο Ε(29) ασὶ αατίνο» βι- η . Λαμβανον.ευ 

. 6ο - ι ( π 9 ῃ . ἁκχαἄ ο ς ' 

- π. Ὡ Οίτη υπαρχει 
τὰ Ορια. τῆς ἀνωτεφρω σκεσεως διὰ η ου αι Επειό ιτη Ἴπεσς ρ 
(6λ προπγούμενον παραδειμµα 19’) Έπεται Οτι τκαί το Ρα 
ὁδοιάτπρωμα [Η (αν) ἀχαν συμιᾶϊνει. 
υὶ 
Π ! ι ῃ [ Γ ! -- Π ο." 
᾽Αναλογου» ὁρισµους όνναμεθα νὰ ὁώσιωμεν και όωα τα τριπλᾷ ὁ ᾷοικδτρωμω 


Παρα ὀειγμα 54/ νἁ ὑποβογισθΏ τὸ οβοαΔηρωμα: 


ἀχανψαΣ 
(ν κδνο στ) 
Ῥ 

ω Ἱ Ἱ ἕ... ἡ ο ε ο. » 1 1 1 ΓἩ 4 
ὅπου το χωριον } ὀφρίδεται ὑτιο τῆς ανισοτητος χο Στ. 

ῃ µ : ὃ . . 4 σι .. ώ η 

λυσις': Ὀρίδομεν το χωρίον ὃν τοιοῦτον ὥστε: πΞρΞΙ,οπου ρ5/ αμ. τ) 
[ Π 1 

Εἰσαμωμεν σφαιριμαδ συντεταρµενας, Ὥτοι: χςρσυνθημφ, ν πρημθτικοῳ, 


Ὁ .ω [ 
Έ- ροννφ, οτε εὑρίσωομεν 


πα (1ος), ἔἕάν Όσα ς3 


1... 
Ἱ ακθνες μα | | | ρα ημφάράςαθ - 4 έοφ γι “ 4-3 
ο ο Ίο .- (η πι). ᾳ 23 


Συμπεραϊνομεν ὅτι,τό ὁδομλήρωμα συμιαλίνει ὅια 4-3 ιαὶ ἀποιλίνει ὅια 
τα. 
Ἕνα αναἠογον άριτηριον διὰ τά τριπδᾶ αραἈκουμάεα πρὸς τὴν Προτασιν 


τπ--α-3 εἶνι γι αατωδι: 


Πρότασις πΠ- 7-35. "Εάν ἐπὶ τοῦ μβειστοῦ χωρίου Ν΄ ἡ συνάρτησις {(κιυ,Σ) εἲ- 
π η μα [ [ει ς . 3 ῃ 

ναι συνεχης͵ ἐξαιρεσει τοῦ σωµειου Ρ(0,00) ΕΝ, οπου Ὦ {(κ,,Σ) εἰς αὐτο χί- 

Ὄνεται ἄπειρος μαίὶ ἔων ὑπάρχῃ ἕνας σταθερός δοιῤμώς Μ 50 καὶ ἕνας Θετι- 

"πός ἀριδμός α-- 3 τοιοῦτος ὥστε: | χ Γκ ττσττα δια μάθε 

ριόῶµος 4 τοιοῶτος ὥστε: [2 (αι, 2) πρτεσι 


(κ,ὐ,π)ενν Ῥ,τοτε τὸ οβομὂτρωμα ες { κι Ζ)άχαυάᾶ συριθ]νει. 
ν 
Βασει τῶν ἀνωτδρω συμπερασμάτων Φυνάμεθα να ὑπολογίσωμεν τα ὁᾷοι ἃπ- 
βώματα: 


(ιν) οχον ο] 
[ (καν (-θ)2)1 .ὰ 


Ῥ 
ο (ων, Ε)άκάφαάτ -- 
καν (0 θ) (σε) 


«ϱ- Γ ον - -- ' ”; 4 
Όπου (α.ϐ) ἢ (α,θ,γ) εἶναι σιαθερὰ ἔσωτεριιιά σωμεῖα τῶν χωριών Ότ ν ἀντι- 
στοἰκὠς μαὶ ἡ συναρτησις ὁ εἶναι συνεχης Επὶτοῦ Ὁ η ν ἀντιστοϊίχως. 
{ : κ ς - ω τ τε πλ . 

Προς τούτοις Σατεβοῦμεν εναν Ὑραμμ/ιον µετασακημµατισµον, ὥστε το στ 

μῶ- 2 , - .) / ῃ [ 
μεῖον (α,ϐ) η (α,ϐ,υ)} να εὸτι εἰς τών ἀρχὴν τῶν ἀξονων αἱ ἓν συνεχεία. 
ει { ς ΄ ῃ ) [ ᾿ ' [ 3 ; 
ερναδοµεθα «ὥς ανώωτερ«. Ἀναλοχώς εἰς την περιΠπτωσιν Ν ανεξαρτητων µετα- 


θλγιτῶν τὸ Ν-πλοῦν γενιαευμένον ὁδοιθηρωμα [: ὃν [πε ἀχ,ἁχ,.-. Απ, ο: σταθερα, 
ν) 


ω πας ης σσ , πώ το ' ' 2 ͵ 
οπου τς ναι ος) ον (αι- κ) συχαἈίνειδια 4Η μαι ἀποιᾶϊνει δια 45: Ν, εὰν το ση- 


. Ἡ } κ ν , 
μείον Μτί(χὶ'' αι) ανπάγι εἰΣ τὸ ἔσωτεριμον του χωρίου 9. 


ῦ -- ' | ͵ ' - ν ( ΄ « ' .. 
Ἱ. Ἔστω οτι το χωφιον Ὦ δεν εἶναι φραμμµενον. προσεύγιδοµεν αυτο διὰ μιᾶς ᾱ- 
. .. , [ . -- . , . ὃ 
μολουδίας Ὅπο-χωφίων 0, ὃ,,... Όα... τὰ οπαῖα εἶναι παντα ᾠραμμενα µαὶ ἕἔ- 
ἑ ῃ κ. 4 . ͵ Ὠ . ας 
χουν την ἰΦιοτητα ὅτι .αδε αὐθαιρετον Φραγμµενον ὑπο-χωφίον τοῦ Ὦ περιέχεται 
ς: ῃ ' »ε [ -- { ' 
εἰς μάδε Ὦ, ὅπου πΣ ἕνὸς ἀμεραίου Ώλ. Πκ. ἔὰν τοῬεἴναιτο ἐπὶπεόον ὡς ὃ. δυ- 
ναµεθα νὰ ειᾷβέξωμεν τὰ ιαυιβιιά χωὠρίἰα µε αέντρον την ἀρχτην τῶν αξόνων ικαὶ 


) 5 
αιτινα ἩἩ. 


Ὀρισμός πΠ - 1-2. Ἔστω ὅτι τὸ χωρίον Ὦ δέν εἶναι Φραρμένον ιιαὶ η συν- 
αρτησις } (χ,υ) συνεχὺς ἐν δ. Ἔστω {Β]. μία ἀικοδουδία φραμκιένων καωρίων 


ε αὅ ε) ͵ ν. . ιο ΄ -- ς ΄ 
ὡς ὠρίσὃη ανωτέρω. θεωροῦμµεν τὴν αιιολουθίαν τῶν οὐοιδηρωμάτων: 


1 - ῄ ξ (πι) ἄχάν (0 
ν 
Εάν τοῦ τ]ουο }αὶ ἀιιοβουθία (1) συριβίνΏ τιαί εἶναι ἀνεξάρτητος τῆς ξιιᾶδγεί- 
σης ἀμοβουδίας { ϱ,}, τότε τό ὁοιον τοῦτο ιιαθεῖται γενιμευκιένον οἡοικδύρωμα 
τής { ἐπί τοῦ µη φραμωένου χευρίου Ὦ ἁαί συμᾶοῶίσεται οὑτω: σαν αχοαν : 


Συμφώνως πρός τόν ὁρισιιόν ἔχομεν: 


{ασ ῳάκαντε ξίτη ᾗααιῤ άν άν 
2 ὃν 


θα Δέρωμεν ἐν προιειµέενῳω ὅτι τὸ ὁΦδοιᾶύρωμα [βαφαχαν συγι«Λίνει ἓν . 


Ἐν εναντίᾳ δὲ περιπτώσει 9ὰ Δέγωμεν ὅτι τὸ ὁοἁοαδήρωμα ἁποιιΏένει ἓν ρ. 
Ανάδοχος ὁρισμὸ; δίδεται μαὶ ια τὰ τριπᾷᾶ ὁλοιβηρώικατα μαι χγενιικῶς πολ- 
Δαπβᾶ οδοιιαπρώματα. 
Σηµείωσις: Τά συμπεράσματα τῶν θεώρτιμάτων τΠ-1-{ καὶ π-Ἱ-ὸ µετα- 


[ ᾗ [ « , ς , , - -- 
φερονται λατ ἄνα Λλοχιαν αι εἰς τα γενιικευµδνα. Οοἠοιάυρωματα αυτοῦ τοῦ 


2 ι ' κ ' ῇ 
εἴδους διὰ τὰς µη ἀρνγπιιὰς συναρτήσεις. 


Παραδειχµα ες Πὰ Έξετασδῷ Ἐάν συγιᾶϊνγι τὸ ομᾶπρωμα ἵ- [6”"άχσν, ὃ- 


3 ' ͵ -- »] 
που Ὁ εἶναι το Επίπεδον ον χὺ. 


Λύσις: Επειδή ἡ ὁᾷοιιβηρωτέα συνάρτωσις εἶναι Όετιαπ ἀριεῖ νά Φείξωμεν τὴν 
, φ ρω αμ] ῃ ς ! η ΄ π σὼ . - 
σὐγαᾶισιν τοῦ ανωτέρω ὁᾷομιδπρωμιατος διά την αύξουσαν αμοβουδίαν τῶν χω- 


ρίὼν ὁδοιμδηρώσεως Ὠτοι τὴν ὃν: χε η) η! 18,.. 


"Εστω ἴωτ [ο ῦ άκαν, (1). ὅπου δ,[αψ: δν απ] 
ο. 


Μετασχηματίσοντες τό (1) εἰς ποβιμὰς συντεταρµένας ἔχομεν: 


1π 


1, - | 4θ |εἨραρ»π(ι-ο”). 


μαὶ ἐίπι ἵ, -ἷξ ἐἴπηπ (ι-ςο””.)«π. 


νου νο ᾽ 


Παρατήρησις: ᾿Εὰν ἀάθωμεν ὡς ὃς (αν): ἱχ/-π, || η] τοτε θά ἔχωμεν: 


3η 
α ἡ]ο ακοη- | οᾱκ [ε εἰ αι- (5 Θ παν) - ( [: ο αν) 


Ό» -ῃ τη 


οο ) 
! . . ο. [ία 
Ἐπειόπ | 6 ἀχ--σ-, (6λ.σελ. 166) ἔπεται οτι: 


Μι α 3 
ο Αμ. 


Πρότασις τη - Ἰ-4. "Εάν ἐπὶ τοῦ μή Φραγμενου χωρίου Ὁ το, ὁλοιδήρωμα. 


[μαιω]άκάν συγιᾶἰνΏ (ἀπόλυτος συψμᾶισις) τοτε καί το ὁάοιλήρωμο, 


[] 
Ι {(α,ὴ) ἀχανυ συμιᾶίνει, 
δ 

Πρότασις ΠΠ- 1-5 Ἐάν ἐπί τοῦ μὴ Φραμµενου χωρίου ὃ ἡ συνἁρτηωσις 4 (αιυ) 
εἶναι συνεχὴς αἱ ὑτάρχγ τον σταθερός ἀριδμος. ανν μαι ἕνας δετιιός ἀριὸ- | 
μός 4232 εἰς τρόπον ὥστε νἁ ἔχωμεν: | {α,υ0)| σας να διὰ αἀάθερον) ΕΣ, 


τοτε τὸ ὁδοιάπρωμα [ορ αχάν συγιιθΐνει. 
δ ν 


᾿Ἀπόδειξεις: θεωροῦύμεν µίαν αὔξουσαν ἀμολουθίαν Φραγμὲενών χὠρίων Ὦ, μαὶ 


, ῃ « , { Π ε . ' ΄ ῳ 
ἔστω δὲ ὅτι τὸ ὃ.,, περιέχεται εἰς τὸν δαμτύλιον μὲ ἀωτῖνα ϱῥ50. μαί ρ- Β., 6- 
που τοῦ τι]σο το Ὦ, 9ο, Ὁδοιιάτιρώνομεν τὴν {(χ,ὐ) ἐπί τοῦ χωρίου Ὦ, ικαί εἷ- 
σάνοντες πολιιάς συντετανμένας Ἐχομεν: 


 λ.. 


Ό, δ», 


μαι μὶ Ψ αν) αχάν ατα Ώρας, διότι η . ν. 0 


"θθευ, 


"μα ν) ἀχάψ[-. ἜταΏριτ) Ὠτοι τὸ 


| {ᾳιυ)ἀχαάν συμμθίνει. 
δ 


Πάντα τὰ ἀνωτερωῳ ἐπεμτείνονται ματ ἀναλογχίαιν υαὶ εἰς τὰ τριπᾷᾶ μαὶ χενιιιῶς 
πολδαπᾷᾶ οΔομαπρώματα. 


Παράδεινµα 33/ νά ἐξετασὸῇ ὡς πρός των οὐγωδισιν πό οἀοιῤήρωμα : 
[9 ρ” ὅνου ο [α) ικα ποσα). 


Λύσις: Ὀρίδομεν τὴν ἀιιολουδίαν τῶν φραγμένων χωρίων Ὦ,; Ὦ,Ξ [α): (κχκηοκυ-ἡ ' 


! 
Μ ο ἀκάν [αχ {ὁν {ιτ πμ. π 
Εἶναι δὲ, { πο [ακαν « [ζνο” µε Ἱ της αγ [οξιαν |- [ανα Εψτλωε 
- π υ ο ι 
“δεν, συνιΔίνει τὸ | Εν] ἀχαν, ἄρα μαί τὸ [πο αχαάν. 


δ 


Παράδειγμα 8δ5/ νά μεβετηδῃ ὡς πρὀς τὴν σὐγιᾶισιν τὸ ὁλοιῦπρωμα τοῦ ζαν 


έεν ή, (α. κ ψ') ἀχάψ, ὅπου Ὁς- {ζχιν): «20, 9Ξο]. 


Λὺσι. θεωροῦμεν ὡς χωρία ὃ. τὰ τετράγωνα πλευφάςση, ΛΙ 


(8λ. 2χ.!), ὅτε θὰ ἔχωμεν΄ 


ἴ.- [την (αυ) αχαάν- { (ημχίσυνι νσυνχ ημη!) ἀχαν | ς | 


ὃ. δ. | : 
Ξ 0. [ ημχ αχ. [ουν ν΄ αν . ε. οἱ 


Ἰοῦ π{100 ἡ τελευταία σχέσις δίδει τὰ γνωστά ὧς ὁλοιθτιρὠώματατοῦ ΕΓθ5ηΘ6 ᾽ 
(βλ. ἄσι.30,σελ2595) Ὅθδεν Έχομεν: | 


ο - 
[ ημχῖ αχ Ξ [ουκ] «κ -ἓ ΑΣ 
ο 


πα πωτις 
Όδεν, ὅσα] ατα στ 


σι ᾽ ! « υ 
Ίαν πόπ ἠάθωμεν ὧς χωρὶα 2, Οχι τα τετράγωνα, 
αλθὰ τεταρτοιὐμᾶια ἀικτῖνος Ὢ (8. 2κ.2) μαὶ διὰ µετα- 


͵ « 
'θάσεως εἰς πολιιἁς ουντεταγρµενας Θά ἔχωμεν: 


Ίκα πια .νν ἀχαάν- ᾗημρ' ράραθ 


η π 


π κ 
5 [9 ἡπμρ' ραρ- σ- (1- συνη]), 


ρ ο 


͵ . . “ ο μες , πι 
τοῦ ποσο τὸ {θίπη ], δεν ὑπαρχει, αἆλα ταθαντεύεται μεταξυ τῶντιμῶνοκαι-- 
νου 


- { Γ - ών ςί ή { 
Συνεπῶς δια Φδιαφορετιιὰς οἰμορενείας περιοχών παρατηροῦμεν ὅτι, το ὁᾷοιιθγι- 


ρώμα τοῦ (αὐφθου ἄλλοτε ὑπάρχει μαὶ ἀάλοτε δὲν ὑπάρχει. Ἆρα τὸ δο9εν ὁᾷλο- 
λλύριωμα ἀποιδίνει, 


Παράδειγμα 33/ Νά ὑποβονισθῃῷ τὸ γενιμευµενον ὁᾶοιιλπρωμα : 


οο σο ο 
(αλνυ.ς ζ2 να”) 
ο ο 9 
ο 5. Ἱ - ! ͵ -- ες - ς ) να - 
Λὖσις: Ο τοπος τὶς οἀομδηρώσεως Εἶναι τὸ χωρίον ν το Οποῖον Ορίδεται ὑπο τών 
ἄνισοτητων: Ὁ - κ, -κοο. 


͵ η -- ε ' - , ῃ ο ς | ς / 
Προς τουτοις θεωροῦμεν την ἀιοβουδίαν τῶν χωρὶων ῬἙν, τά οποῖα ορἰδονται ὕπο 
τῶν ἀνισοτήτων: 


’ 
Θ,: αυ. εστεη υαὶ Χυ250, ΠἝί 18... 


μαι ἔσιω]: 1 - ᾗ ἀχανα. 


(αλ Έναν). (0 


ο 
--- 


Μετασχηματίδοντες τὸ (1)είδσφαιρικάς συντεταμένας ἔχομεν : 


ο ο ο 


Σ Ἅ 
1 - ῄ (ρ”- αν ρ᾽"μφαράθάφ -] «θ]  μφάφ{ (ρ'.α') ϱ.αρ 


3. 


ο 
- 


Ὕ 
--ᾱ- [ρε ο)) θάρ --ᾱ (φλας τὰ τοξο Ἡ) 
ο 
Ὅδον, 1 5θίπ Ἱ, Ξ--. 
ην οὉ 8δα 


68. ΑΙ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΓΑµΜµα και Βητά 
Ι.«Η συνάρτησις [άμμα αοὶ ἰδιότητες αὐτῆς, ΕἰΣ το Κεφαᾶαιον Χν͵ξςε τοῦ Πρώτου : 
Τοµου ὠοίσαμεν τὴν συνάρτησιν Γ καί ξμεβετήσαμεν µεριικάς ἁπᾶᾶς Ιόιότωτας 
αὐτῆς. Εἰ5 τὴν παροῦσαν παράγμραφον δὰ µεβετήσωμεν µερικὰς ἀμομη Ἰδιότητας 
τῆς συναρτἠσεως }, ἀμοΔούθως δὲθἀὀρίσωμεν μίαν ἆλθην σπουφαἰαν σὐνάρττι- 
σιν, τὴν συνάρτησιν Β μαὶ θὰ ἵόωμεν πως συνδέεται αὕτη µετά τῆς συναρτή- 
σεως Τ. 


ς ͵ ς ϱ ς ς ͵ - «ς ι 
Ως γνωστόν η συνἀἁρτησις Γ ὀρίδεται ὑπο τοῦ οὐἀοιΆπρωματος: 


Γω-]ε” αν τακ, 150 (1) 


ο 


μαί Έχει τὰς μάτωδι χαραμτπριστιμάς ἰδιότητας (6λ.Ίόμος Α Κεφ χν, 56). 
α) Γ)-1, ϐ) Γ(Ε.1)Ξ5ε: Γ(), κ) Γιηνὴςπ!, διά πεΒ 
ὃ) Γά ντ 1) 5 (41) (41). (1η). Γ(). 


Εἰς τὸν (1) ἐωτεβοῦντες τὸν µετασχηµατισµον χ- αμ’ ἀαμθάνομεν: 


Γα)- 2] ο” οἱ αμ (2) 
Εἰδιιῶς δια ἔ-ςσ ἔχομεν : 
σο 
Γ(4) -ᾱ [9 αι «να (3) 
[ο] ’ 3 


3 ς « ω 
Ἐάν η ἀμέραιος, (ὅτε εὐωόλως ὑποβοψιδεται οτι: 


Γέπες)ς (π- 5} Γ(π-ς)Ξ(η- Ἑ](η- 3). δτσ ρε 


| -- 


ααί ἂογω τῶν (2) ικαί (8Ά) ἔχομεν: 


-ο 


{ν απ ο 5:15..:(2π-1) κ (απ)! - 
Γον) το |α "αυ «το νὀνοὸ πα Ο)  νπ 0) 


Τὸ ολομάπρωμα (!) συγιαᾶΐνει δια Ο-«[-«κοο μαὶ ἀποιβίνει ια ἔξο (διατὶ͵) 
α η 
Το εν δόρῳ ολοιδήρωμα εἶναι γενιιευμένον ὧς πρὸς τὸ τάτω ὅριον διά ἔ-ς1, 


Ἀποειμνύομεν μπατωτέερω μίαν ἀξιοσημείώτον ἰδιοτητα τῆς συναρτήσεως Γ 


ο ς [ - 1 Π 
Προτασις ΤΠ - 8-Ι. Ἡ συναρτησις Γ εἶναι συνεχτς ιαί ἔχει τοαραρώμου5 


ι Ἡ ; ῃ 
πάσης ταξεωώς δια ικἀὸε {ε(ίο,-ςαο). 
: ο ᾿ 
͵ ο.) ' - {τί , κά 
Αποδειξις: ἈΑποθειαινύομεν ματ ἀρχήν ὅτι το |9 αι ος συγικᾶίνει ομαιλῶς 


ο 
: ͵ ε ε ϱ ῃ ΄ 1/ ) 
ὡς πρὸς την παραµετρον ἆ εἰ» μάθε πεπερασμξνον ῥιάστημα [α,6] πτοι δια 
ὧαάθε ἓ μὲ 0Οκαφςέἑςθςκοο. 


Πράγματι τὸ ὁλοιβήρωμα (1) γράφεται: 
| ο η 
Γ()Ξ ο αακν] ο χκὶ αχ 
ο Ἶ 
-ε { ' ι ς ' Γ 
Το οΆοι ἄτρωμκια ος αχ συμικϊνει ὀμαδῶς διὰ μάθε ἑε[αθ]ωαιο-ακςῇ 
ή ο : 
ν ο 3 ͵ 
| ια οσον ισχυει: 


| ο" ο. ο ατα αὐ ο χα 


| 


οο 
5 , : [ ιο : 
.. Ἱ Ὁμοιως το οὐοιιάπρωμα 


ο κὶ κ συγιαᾶϊνει ὁμαβώς, Δόρῳ τοῦ αριτπιρίου 


τοῦ ν/αίεγσίναςς (6Λ. Ίομος Πρῶτος, θεώρ.σΠ- 9-!), όιὰ τάδε ἑε[α,θ] καὶ 
(σχιςοο. 


Ἐφ ὅσον ἀμφοτερα τα ολοιβηρώματα ουχιιΔίΐίνουν ὁμαλῶς συτχρὀνως δια 


. , 19ο ώ ᾽ .. ι - ο] Π , 
ίαθε ἰε[α,θ] το οἑοκνᾶπρωμα ] ο”. κκ συχιλινει ὁμαθώς εἰς τὴν συνάρ- 
ο 
ἴπσιν Γ(). 


ζωη” 


Μμ βρω 
μμ 


; Ὁέ ο - ο μ- Π . ο µε 
Εφ οσον η 4(χ,)- ϱ”:Χ.χΤ είναι συνεχως δια χε (ο) μαὶ ἰ»ο και το Ὀ- 
η Μπ χ-{ π 5 ας Π 1 [ [ 
Ιοιᾶψρωμα | ο  χὶ αχ συριιάινει Ομαᾷώῶς ὡς προς τγν παρα µετρον ἓ 
ο 


εἰς μάθε πεπερασμένον διάστηµα [α,ϐ] με οςαξ{ξβ-του, τὸ ῥᾷοιδή- 


ρωµα Γ(Ε)Ξ --. χ'΄᾿αχ εἶναι συνεχης συνάρτησις εἰς ικάθε τετοιο διάστηµα 
(αλ. θεύρτα-ιὃτ) όπη.π Γ(8) εἰναισυνεχης συνάρττισιςΣ διὰ πάθε ἔε(οιν ορ). 
θὰ µεδετήσωμεν τώρα τὴν ουναρτησιν Γ({) ὡς πρὸς την παραμωγρον. 
Ἔσιω {(κ)-ε” χα) µέοςσκςκουο μαΐ {2ο0. Παρατπροῦμεν ὃτι ἡ ος 
ο "(έσ9χ). κὶ εἶναι συνεχἠς διὰ μάθε χε(0ο9) καὶ 120,τὸ δε ὁλομδήρα)- 


μα ταυττὶς, ητοι τὸ: 


30ο τ οδό, ᾗ 
ο (έοφχ) «αν ] 9 ως) ας 
5 ο 


συγιδϊνει ὁμαδῶς Εφ’ ἔμᾶστου αδειστοῦ ὅιαστπματος [α,ῶ]με 0« αξ{Ξβςλο. 
Τοῦτο ἀποδειανὺεται δι ἔφαρμογῶς τοῦ ωµριτηρίου τοῦ ΜρίογσΊγας5 (6λ.θεὠρ. 


-ὉΣσπ-9-1, Τόμος Α΄) διὰ τὰ ὁβομβηρώματα: -κ- 
᾿ 45ο 
/ ϱ (σαχ) χὶ Αχ ιιαί | ο" (ουχ) χε ἳ οἱ χ 
ὁ 4 


όιὰ τα ὁποῖα ὀυνάμεθδα να Θεσωµεν αντιστοίχως: 


Μαξςκς [έσχ| μαι Μ(οςκο. | ϐθρηχ|ο”. 
Παρατηροῦμεν ὅτι πᾶπροῦνται πᾶσαι αἱ ὑτοθέσεις τοῦ θεωρΏµατος ππ-13-2 


ικαί συνετπῶς ἡ Γ(4) ταραμωνίδεται αι Ίσχυει" 


400 
Γω-] ϱ”Σ(θοςα) κὶ απ. 
ο 
Ὁμοιως ἀποδειανύομεν ὅτι ὑπάρχουν α παράγωροι Κ-τάξεως τῆς Γ() μαι ἰσχύει: 
γσο 
0) μ κ ε- 
Γα)- | ο (θσοχ). χζ ἅχ, Κ:!2,3.,.. ͵ 
Ἱ. Ἡ συνἁρτησις Βῆτα ιιαὶ ἰδιότητες αὐτῆς. Τό οὐοιδηρωμα: 


4 
ο -ἲ 
| αλά, (1-κὸν αχ (1) 
. 
͵ ι - , 6 2 / } 6 - . μα ιν 
το οποῖον συμικθϊίνει, ὡς ἁἀποφειινυεται ευὐμοᾷως τῷ 6οπθειᾳ τῆς προτα- 


σεως Χύ-3-3 τοῦ τρώὠτου Ἰόμου, ὁια Ῥ»ο μαὶ 420 ἀρμιεῖ νὰ γραφγ οὑτω: 


ἤ τν ν 
[αητοἶ"ακ- αἲ (1) ἀχι .. "κ {(ἱ) 
ν 


6 2ο 


ὁ [4 ͵ Π [ 4 -- . 
ὁρίδει μίαν συναρτησιν δύο μεταθθητῶν, των: 
ι ος 


βρω» |." (1--ς) 13 αχ. 


ο 
ωἳ . ο - . - η 
ητις ιααθεῖται π βῆτα συναρτησις τοῦ ΒΙποῖς. 
ι ͵ Γι { 
Δια την συναρτησιν Β(Ρ,ᾳ) ἰσχύουν τὰ μάτωδι: 


ο διότης 13: Β(ρ,4)- Β(α,Ῥ) 
Απόόειξις: Ἐιτεβῶντας τὸν μετασχημµατισµον :πτπί-ξ ἔχομεν: 


[ ἰς | ’ 
Β6ρια)- | ο ἔι-ος εἰ ας ς (1-8) αι- Β(α,Ρ). 
4 ς 


ο 


'0δεν ἡ ΒηΏτα συνάρτησις εἶναι συμµετριωηΏ συνάρτησι» τῶν Ρια, 


τῃ 
Ἰδιότως 35 Β(ρ,α)-2 ] ημ"Ὁ. συν ὁ ἀβ. 


ο 


ΆΑποδειξι5: Χρησιμοποιώντας τὸν μετασχηματισμὸν κ«Ξημῖθ Έχομεν : 


. Ἡ 1φνι 
Βζρα)- (πμθ)”'. (συν ο), ληµμθουνθάθ-2 | πμ συν θά48. 
. ν ο ή "ᾗ 
Σηµείωσι5 '. δια ρ-α5- ἔχομεν: Βίρια)Ξξ Β(5τ) 9 [ άθ-π. 


. ϱ . ͵ “ - { 
'Η συνάρτησις βῆτα συνδέεται µε τὴν γαμμα συνάρτησιν διά τῆς σχέσεως: 


Ἰδότης 3 Ἀίρια)- πριν, Ρ20, 420. 


φοο 
«Ἀπόδειξις5΄ Ἡ συνάρτησις Γ(1)- | εἳ αἳ "αχ διὰ τοῦ μετασχωματιομοῦ κχςυ’ ψἰνεται; 
ο ο οο 


γοο φοο 1 
Γ(- | ο "χι αχ-2 | α””. η”. αν (α) 
0θεν: -ω ος 
Γρ): Γ(α) -- 4 ί { ο-χ. χ2ρ” αχ) (| ο]. νὰ, αν) 
φοο αι. 
Ξ4 Ι μου «πι μἩ ἀχαυ (8) 


Διά μετασατιματισμοῦ εἰς πολιικάς συντεταµµένας κ-ρσυνθ, ἡ-ρημθ μαι ἔχον- 
τας ὑπ' όψιν τὴν προηψμουμέντν ἰδιότητα τῆς βῆτα συναρτήσεως, ὦ σχὲσις (6) 
ἵνεται:. 
χ ι σα 1ο : . . οί 
Γρ): Γ(α) - 4 | | νά αι «πμ Θ.συν ὃ ἀράθ - 
ο ὀ 4 


"(Γή μ”. άΡ) ( [πμ ὃ ου ἀθ) - 


κ. | 
502: Γίργα)" | πμ”.Θ.συν ὁ ἆθ- Γζρια)- Βία, Ρ)- Γίρνα). Β(ρ,α). 


Ὅδεν : Β(ρ,α)- ερ ,Ῥ2ο,α”32ο 


ο Λια ρ-α-- αμθαάνομεν ει τῆς ἀνώωτερω σχεσεως: 
Ἡ 
Γον. Γ(α)Ξ ἹΓ()]ς Ῥ(ανα) γα. 
Λάλα Γ0)-4 ται Βί5,σ)-π, ὀθεν : 


(5) [- π ααὶ συνεπώς: Γ(5)5νπ. 
460 
μαβὰ Γ(Η)«ὸ [ος δεν. 


τος [ 
] 6 αχ-ςΓ(5)- Μα 


Ίτοι, τι θοηθεἰα τῶν συναρτήσεων Βῆτα ιιαί γάμμα ὑπολοχιδομεν τὸ ὕνωστὸν ὅλο- 
υἌηρωμα τοῦ Εαθου. 
Ἰόιότης 40 “Ἡ Β(ρα) εἶναι συνεχὴς συνἀρτήίσις διὰ αάθε Ρ2Ο µαί 4γο. 


- - πι - η . Π ο τ- ῃ 
Τοῦτο εἶναι ἄἆμεσος συνἔπεια τῆς προημουµέντις ἰδιότητος μαι τῆς προτάσεως 


Ὑπ- δε]. 


Δύο ἀξιόλοφοι ἔφαρμογαί τῶν συναρτΏσεων 8ιρ α) ααί [αμμα εἶναι αἱ πἀτωδι: 


- 


Ἐφαρμογη 13: Νά ὑπολογισὸρ; τὸ οἀοάδπρωμα τοῦ Ἀαξἐις: 


Λι 
τν | πμ’ θάθ 


ο 


2 


λύσις:. Ἡ σχέσις: : " 


ἐ ή ο) 
Βέρια)-2 | «πμθ: συν ϐ αἱ 
ο 


ῥνεκάνοε μον. 


. ε 10ο. 3 [ 
μαί ἐπειόπ Γ(Σ)52 | ϱ”"χςνῃ ἔχομεν : 


«να, ΓΔ.) 
μμ... Γ( «!) 


: Ἐφαρμογη. ο Δείξατε ὅτι όια ο κλον Ὥ, ἰσχύει: 


νὰ 
πιω νο. π το (τύπος τοῦ θιἰγθίπα) 
Λύσις: Ἔχομεν: 


ορ μου | 
Γη!) Ξ | ο αχ άχ- ου έθ4α-κ4 κ 


ο 


ως) 


ό ς 
θετοντες χξτκν ἡ (!) Ὕινεται" 
ο 


[ιν ὅ”] ο κπ)ν αυ- [9 θ 144 πθοη (κ - -- άνς πι π. οἳ ο"| ον Ἀ)λαυ 


---- "τι - 


Ὡς γνωστόν (64. Τόμος Πρῶτος, σελ. 412). 


ως ως 
ἔοα αναοπα--ᾖ-- 
μαίὶ όια κ- Ξ ἀαμθάνομεν 


| ας ει 
3 ἔοφ (13 π)Ξ π"οης 4 (3) 

Εἰς την (1) θέτοντες υ- νπ.α οί ἔχοντες ὑπ' ὄψιν τὴν (3) ἀαμθάνομεν: 
46ο 


α 


. ---- ϕ- ας ο. 3 ο 
Γ(πνι) τπτ ο ] ϱ ην αυ ηἳ οπνής ο 


άω 


"Ύπ 


Ι 0) 


μ τεδευταϊα σχέἐσις διά π ἀριετὰ µεχάδο γράφεται : 
Ύσο αι 
Γ(ηνι)ς π) ο ντι | Θ Σα (4) 


μ 
1.“ γφου .. 
Ἀθλᾶα Γ(πνι)ςπ! ιλαὶ | ασ αμ] ϱ”ἳ ἁα- νο Ο9εν ἡ (4) δίδει : 


{ 
πίσενση η τρ 


' . 3 ι) 
Συμπληρώματα μαι ασωησεις᾽ 
ῃ 6 -. « , ον , - ' ς 4 - ῃ 
μά εὑρεθῃ ὁ ὄγιος τοῦ χωρίου τού φρασσομενου ὑποτῆς ἐπιφανείας 4-ᾱ-χἹ-υ" 


μαὶ τοῦ ἐπιπεδου -κώ. 


4 -- 6 ΄ - . « .ν ε , ο. - 
Μά εὑρεὂτ ὁ ὄγιος τοῦ πωρίου τὸ ὁποῖον φράσσεται ὑπό τῶν Επιφανειῶν απ” 


. ααι στ 4- αυ, 


Π . ., - -- ᾗ ῃ , - - 
«Ὑποβογισατε τὸν οἵιον τοῦ στερεου ποὺ περιιᾶείεται ὑπὸ τῶν δὺο ελδειπτιωῶν 


παραθοδοειδῶν 23Η χ-Ι6ΞΟ ναί οὐ ν2'-χ-Ο. 


Μά ὑποᾷοχισὸῃ τὸ ὁλουλήρωμα [ χάν, ὅπου ν εἶναι τὸ χωρίον τὸ ὁποῖον φρἀσ- 
ν 


σεται ὑπό τῶν ἐπιφανειῶν υςχ ἡ-χα2, αχ νυ” μαίὶ 2-ανδ. 
Π - [ [ ω, - Π . ῃ ε ' 
να ὑποᾶογισὸξι το ὁδομᾶτρωμα Π/ 2άχάψάτ,οπου ν εἶναι τὸ χὼφριον το ευρισαο- 
/ -- χ ῃ ν ῃ . ς ͵ . . - ο 
µενον εἰς τό πρῶτον ὀγδοημόριον µαϊφρασσεται υπόοτῶν επιφανειών 50250. 


αλυς-2 πνην-θ, Ἕ η -4.. 


- κ. ο Γ ες οὖ { ς | -- η - ' 
Νἁ εὑρεδῃ ὁ ὄγωος τοῦ χωρίου τὸ ὁποῖον φρασσεται υπο τῶν ἐπιφανειων Σαν ααὶ 
ασ χ. 
' -- ὼ/ - ͵ . « ' ῃ - 3 - 
Να εὑρεδρ ὁ ὄγμος τοῦ χωρίου το Οποῖον περιυᾶείεται ὑπὸ τῶν ετιφανειὼν 
ἆ-α"κυ” ααὶ κ νν τα", Σ3290. 


Νά ὑποᾶοχισθῃ τὸ ὁλοιδηρωμα. ῄ Ζτμ(χζνυ") ἀχαάν ἀε, ὅπου ν εἶναι τὸ σφαι- . | 


ν 


ο 


15. 


ριαόν τμῆμα µε µία ϐασιν, τὸ ὁποῖον περιορίδεται ὑπὸ τῆς σφαιριιῆς ἔπιφα- 


, ) ᾽ ͵ ως. 2 ω 
νείας ᾱ-(αἲ- κἳ- μι) μαί ὑπό τοῦ ἐπιπέδου π-Ώ ρς«Ώτ-α. 


1 ς ων π. σ ες ; ῃ ς φᾶς ε | ς . 3 πα 
Να ευρεδΏ ο ογιος τοῦ χωρίσυ το ὁποῖον Φρῶσσεται ὑπό τῶν ἐπιφανειῶν 


αν υ”’-2χΞΟ, 43 κ νυΣ ιιαί αχ) νη" 


Κό ς ὃς : ο ο α ς ͵ 1 τω -- ες . Ά ' 
α ευρεὂδῃ το μ.. ααί Ἠ ροππ αὀρανείας ἶᾳ του στερεοῦ Ψ το οποῖσν περιαἠείεται 
/ - ΄ - σος , 2 -ς 
ὑπο τῶν ἐπιφανειών αν «2]-4, 43-8-«2-μ" μαι 350, εάν ἡ πυµνότης αὐτοῦ 
2 - ρός- ᾿ - μ - ῃ τ - ’ 
εἰς μάδε σημεῖον Εἶναι ἀνάᾶογη τοῦ τετραγώνου τΏς ἀποστάσεως τοῦ σημείου 


. τι { οὸ 
αποτπο επἰπεόον 2-0. 


, ς -- . { κ ͵ - - . 
Να ὑποᾶβοχισὸῃ η ροπη αδρανεἰας τοῦ αυμδιμοῦ πώνου ἆ-αλκυ”, 330 ὡὧς 


μ { πι ο, [ 
Προς τους ἄδόνας τῶν συντεταγµενων. 


4 --  « ' 
Να υποᾷογισὸῃ το οἈοιβπρωμα: 
ή (αν; 5’) αυεἀχάψαξ, ἐπὶ τοῦ χωρίου Υ΄το ὁποῖον ὁρίδεται ὑπό τῆς σχέσεως 
ν 3 
α νυν εκ. 
Ἐάν νς{αε): ος χνν «σ εἰ], υὑποβοχιοατε το ολομάθρωμα: 


[ῃ εν ακάυα2 
αλ ω σα στη / ο μά 
νΥ 


Νἁ εὑρεδῇ ἡ μᾶδα τοῦ χωρίου αἲνυ”ν17 -9,ὅταν «30, υ:0,3Ξ0 ιιαὶ ἡ πυ- 


κνοτης τούτου εἶναι δ(αιυ,2)- αυ. 


α- ι ο ' α-- - ᾽ { 
Νά εὑρεδῃ τὸ α.6. τοῦ ημισφαιρίου αἶνιεσ'-α 3Ξ0 τοῦ ὁποίου η πυωνότας 
είναι ἀνάλογος τῆς ἀποστάσεως ἀπό τὸ αέντρον 
ευ πα υ αχαύας ο [ ᾿ . Π , μα ο. 
Να ὑποβογισοῃ το ἥ ἄῑιφιτῦΡ ο Όπου τό χωριον Ψν Φρασσεται υπο τῶν σφαιρῶν 


«ή 
ανη ν2κα ααὶ πχ. 1-6, ὅπου α6 2ο. 


2/. 


«Ὑποῄσγίσοτε τῃ 6ουθειᾳ σφαιριικῶν συντεταγμένων 


ή σπλεης ἀχάνατ 


/ α ν 
οπου νε{αιφτ): α Ἑκχλνυ να περὶ ο-«α «θἱ 


{ 1 Γ- .. ' - ὁ μα ----- μ 1 α 
Όμοιωςτο |/παχαιαα οπου το χωρὶον Ψ ρίδεται ύπο τῆς ἄνισοτηπων αν 13 
ν 


μαί αχ νυν στ -ε 1. 


«ποβοχίσατε τό οβοιδήρωμα: ῄ ντι τη 


ὅπου ν- {αν ): ο ο ηλ. αν ος αλνυ «σος 51 


σσ) ἀχάνακ, 


ο « .ς - ς , : , 
Να ὑποβογισθοῦν αἱ συντεταγιέναι τοῦ μ.68. ενός σώματος περιοριξοµένου ὑπο 
- ῃ - ῃ ῃ ! ῃ -- “ { κ. 
μιᾶς σφαἱρας ἀμτῖνος α μαὶ ἑνός αώνου γωνίας πορυφῆς 2, που ἡ ιλορυφη τοῦ 
ε Π { , { - Ι Π - - 
βΏαλου συμπίπτει µε το μέντρον οὓς σφαίρας ααὶ ἡ πυμνότης τουσώματος εἶναι 


! 
σταθερα. 
ει αν νὰ 
κ ντ Ἐπα [οὗ 
ὡς πρὸς μίαν εὐθεῖαν διερχομένηΏων διὰ τῆς ἀρχῆς τῶν ἀξόνων μαι ἐχαύστις 


μα εὑρεδῃ Ί ροπΏ ἀόρανείας τοῦ εάδει ψοειόους: ἃ Ξ4, 


ὀιευδύνοντα συνηµἰίτονα (συνα, συνβ, συνγ). 


.. 3 α .έ . 
Νά εὑρεὂῃ ὁ ὅγιιος πού ἀποιόατει ἅτιο τὸ ελλειψοειδές -ᾱτ αν νοντ ντ” {τὸ ἐπίπε- 


όον κχνφννό-τ 


ο) --- - ῃ ε { µ ͵ - ι | - 
Εἰς Ειµαστον τῶν ιιώτωδι οἼομ ἂπρωμάτων τὸ χωριον Τ εἶναι ο μοναδιαῖος 


- 


δίσιος α πι ΕΙ. ᾿Εξετάσατε ποῖα εξ αὐτῶν συχιᾶίνουν. 


ᾱ {κι . ᾱ- ιν «.. χα χα. 
{) [αν ι) / (ρα αχαάνυπς(χ εν’) ἓ μθ) νς ἰν) [ετρς- 
ῳ 2 2 


Ρ 


Ἐξετάσατε ποῖα ια τῶν πάτωδι ὁᾷοιᾶπρωματων συγιδᾶίνουν. 


0) ῄ ϱ Ἱἀχαιάκ, ὅπου ρ-(χζνυν 11)’ μαι ν τρ! μαὶ 20 
ν 


ή) [ιρ, ὅπου ντοερς! |) [ή οᾷντοκρε! 


νΝ 


25 Ομµοιως τὸ ν Αχάμάς ο , ὅπουτὸ χωρὶον Υ εἶναιτὸ χλνυ να) τε {. 
ναλνυνν(α-- 5) | 


ν 
253 Νὰ ὑπολοχισὸη τὸ θἠουᾶπρωμα : 7 -ᾗ χα ὅπου το χωριον Ὦ ορι- 
. { έ ο. 
δεται ἀπο τας εὐδειας: χ-ν ν-ο,χ-α. 


᾽ Π 1 3! 1! α 5ς 1 ς ἀαχαν 
1. Ἐξετάσατε ἂν Έχῃ Έννοιαν τὸ ολοαᾶηρωμα ᾗε εκατ (κο)) 


5 


νο 


’  ᾱ , ὡς 3) ͵ . ή. 
ὅπου ὮΞ [ο ν): κ3οΟ, 95ο] , ααί υποδογίἰσατε τοῦτο. Ἀιοᾶδουδως δειξατε οτι: 


κ. -4 


κ θοφχ” ἀχ-- , 


ο 
Χ [κ χ. [ χ- 
͵ ας, η-ι 
(5) Δειξατε οτι: ο. [ Ε (κα) (άχ) - σπ-οι [αω Είμαι Ὡ-1,2,3,.. 
[ο] ο ο ο 
[ ς .) Π η - [ - , 
Παρστηρησις: Η ανωτερω ἄσαπσις ἀποτεβεῖ γενιτικευσιν τῆς ἀσωπσεως 


κ μα απ 
ῄ ] Ε(α) (κ) - [α-ω Ε(α)άα (64. σχετικὠς ἄσωνισιν 6 σελ. 210). 
ο 


ο ο 


--- Ἀ. Ὑποβογίσατε τὸ οἈοιδήρωμα τοῦ ῬἱγίοΠθοῖ 


ἷς .. να 1 αΤ ἄχαυάε 


ν 
’ 3 
ὅπου ν:5{(αιἡ1) εδ: αεί «α Έιαθο,ὐΞΟ,ΞΞο9] 


«Ὑπόδ. θξτοντες α΄ Ἔιαινυτυ, -νν Δαμθανομεν: 


. τ Π πα πα τα ἀιαάυάν/ 


ΥἈ 
ῳ κ 3 
οπου: Υ 5 {ω19»)) εδ: νυν! μπΞο,υΞο,νΞξοῖ 


ῇ . ὸ « η ς 3 , . ; 
θετοντες υξ(!-α){ μαι ΕΈχοντες ὑπ οψιν τας ἰόιοτητας τῆς συναφρτηπσεως 


γάμμα αί εἰόνιώτερον ὅτι: κΓ(α)- Γ(91) τεδιιῶς εὑρίσαομεν: 


Γκ γ(β) γα) τα). 
ϐ Π[ανθιγ) 2η] 
285. Ί]α υπολογισθῃ το ολουάηρωμα {μ] αυ” αχ ἄν ὅπου τὸ πώριον 3 εἶναι το 


σ 


δα: οςχτ Ίος 1]. 


Υγοο. 


39. Πιωστοῦ ὄντος ὅτι: ο φο-π.. δείε 6 ὅτι: 
το Ὕπαρη , δείξατε ὅτι: 
: . 
Γ(ρ): Γ(1-Ρ)Ξ ος , φείξατε ὅτι: 
{ ... νου [ [ 3 
. .γ 4 - πο --- 
3ο. Δειξατε οτι : / ὦ/1-χα αχ- οτε [τ()] 
μι) 
8. Δειξατε ὅτι. κι. Φ γω. 
; ] γη -ἴημ" θ αντ τέ ος 
ο 
: ιο 
. ο -----. 
3) Δειξατε ὅτι! | 4/053-α)(α-3) ο. Γης) 


3 


3. Εάν σ»ο,872ο0 ιιαὶ 4αχγ»6 δείξατε Οτι: 


“ο {0ο 
| | | ο” "θε 1ψ!) 


-ᾱν -οα) 


Μ. ἈΝποάογίσατε τὸ ὁλοιβήρωμα Π Ενεάκάναε, ὅπου Ν εἶναι τὸ χωρίον το 


γ κ. 
περιμδειόμενον ὑπὸ τοῦ ἐλΔειφοειδούς -ᾱᾱ- : ἃτ μι νὰτ Ξ4, αρησιμοποιοῦντες 


ματ ἀρχτν την ἀλβαγη τῶν μεταθᾶητῶν, “. Ὁ 25: 1ιαὶ ἓν συνε - 
χείᾳ µεταθαίναντες ἀπὸ τίς ορθογώνιες συντεταγμένες (η,υν) οτὶς ἀντὶστοι- 


-αες σφαιριμἒς. 


8δ Νά εὑρεδοῦν οἱ συντεταγμενες τοῦ μ 68. τῆς ἔπιφανεὶιας τῆς σφαἰρας χγνσί-{ 


μὲ πυκνότητα ὃ(αιυ, 2 κν--- ον τας (Απαντ: (509,0) 


ναν πο σι 
(ο) Ὑποδογίσατε το οἈοιΆπρωμα ., 


1 (Έ,η 1) Ξ ῄ συν (Εκ ηφα ὴ2)ἀχάφάα Δαμέανοιισνου Επὶ ὤὔδόφαιρας 1. 


(9 ὑπολογισμός τών ὁΔουδηρωμάστων τοῦ ΕγΩΣωΦθ. 


τὰ ὁδομδτιρώματα: 
γα 
μ[. ημ(υ")άν, 


Ρε [. συν(ν') αν () 


εἰναιγνωστά ὡς ολοιἈτιρώματα τοῦ Γγοστιος ναί εὑρίσωουν ἐφαρμομάς εἰς την 


ὀπτικὴν. 


Διά τὴν ἐπίδυσιν τούτων Ειτελοῦμεν τὸν μετασχηματισμὸν κ--Ε, ὅτε ἔχομεν. 


Ε.[ς- αε, ει.» [-ὸα αἲ, 


Ἐι τοῦ ὁλοιβγιρώματος τοῦ ΕΈωδξου ] ο ἄκχ- ο. ἂαμθανομεν - 


οί 4σο . 
Όδεν: ο. ντ] οσὲ αχ, (3) 


Εξω πώῶν (1) ααὶ (3) Ἔχομεν : 


οο οο οσο οὉ 
ο ο τημεάϊ, μι “κ| ϱ”- 


Σἐἔημ{ίαί καὶ Ἱι ο” 


Ἂν παδέσωμεν Ἱ,- 
ραροντιωΏν ο... θα ἀάδωμεν: 


1- θἰπι (-Θ παἲ συν 


ε-νο 
Ες 


Ξξίτῃ (ο επμὰ ῄ ) ασε ὃν 
Ε-ουο .. 


ώ ΄ - η ω ' . 4 ' 

ΕΕ αὐτῶν Έπεται ὅτι. [, - τισ μαι Ι.Ξ 
- 

εχοαεν. - . 


-ᾱκ Ετ 


1, 


Ξτᾶρι 


πχ 
τας (6) 


νε 3 


κα. - οὐρεα ντα ο Μα, 


αἲξ συν] ο ἓ (34) 


“Εσυνίαξ ικαἰ ἔφορμοσωμεν πα- 


Ἴγτα 1. - 
. σι πια τν 
π | (5) 


-ὰν Τ, 


χιοιι Δσιμιδάνοντε,ς ὑπ ὄψιν τάς (4) 


3 .. Π : « 
Εἰς τὸ Ε, ἘΕωτελοῦμεν τον μετασχηματισµόὀν Ἴ------ 2Οτε: 


. ο ττ ᾿(-στ ου 
κ.ά] -. --- | 4ξ Εξ τοι ΕΞΕ 
ορ ο 


τ 


. ς . { ( ᾿ - ͵ - Π 
Το Ε ὑποᾶορίδεται αατὰ τὰ Ῥνωστα ει τοῦ Α΄τόµου, 6Λ. σχετιικὠς ἔφαρμογη 45, 


ὑλκω 472, Τόμος Α΄ ότε Έχομεν ας 


«Ε.Σ 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ ΤΣ 
ΣΊΟΙΧΕΙΑ Εκ ΤΗΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΗΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ 1ΩΗ ΚΑΜΠΝΥΝΛΩΗ 


Εἰς τὸ παρὀν Κεφάδβαιον Θὰ ἀναφέρωμεν θασιμά τινα στοιχεῖα ἔω τῆς θεωρί- 
ας τῶν ααμπὺβων, ἁυρίως δὲ δά ἀσχοβηδώμεν µε τὰς θασιιμάς ἐφαρμογάς 
τὴς ΜαδηματιικΏς Αναβύσεως εἰς τὰς ααμπυάας τοῦ Εὐαβειδείου χώρου 


8 ο 2 ν [ Εν 4 
Ἡ υαιὶ εἰς τινας περιπτωσεις τοῦ Ιπ. 


9 {. ΟΡΙΣΜΟΣ κΑ! ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥ ΕΣΩΤΕΡΙΚΟΥ ΙΑ ΕΞΩΤΕΡΙΚΟΥ ΓΙΜΟΜΕΗΟΥ 
ΔΥΟ ΔΙΑΗΝΣΜΑΤΩΝ ΕΙΣΤΟΝ χωροη [β΄ 

Εἰς τὴν παροῦσαν ϐ ιρίνομεν σµόπιµον νὰ ἀναφερωμεν, ἀϊαν συντόμως, τινα 
ἒα τοῦ Διανυσματιικοῦ Λογισμοῦ. 
1. Ἔστωσαν τα διανύσματα ἃ- ία,,αι,αι) ααί Ἑ- (68. θε) τοῦ Εὐιβειδείου 
χώρου ᾽. Ὡς γνωστόν, (6λ. Τόμος 1, σελ. (99) ὁ πραγµατικό» αριθµός 
Δ.Ῥ-α,-θ ἄνθιίαςθ., ααᾶεῖται ἔσωτεριικόν Φ(νὀµενον τών ἃ μαί Ὁ. 

Εἶναι δε, Δ.Δ--8)-|Β/-- αἲ καὶ «αἲ. Ἐπί πβέον Φε ἔχοµεν: 

)) «ρα, ἰ) α (ρ2ς)-Δρ-ᾶς. 

Δυνάμεθα να ὁώσωμεν ἁαιὶ μίαν γεωμετριιἠν ἕρμηνείαν τοῦ ἀνωτέρω ἔσω- 
τεριιιοῦ γινομένου, Έστωσαν 8- ἀᾷ ἓ- αξ (84.2κ.1).Ἔστω δὲ θ - 
ἡ γωνία αὐτῶν (0-6 Ι80’). Εἰς τὸ τρίγωνον ΑΒΓ έω τοῦ ςδ 


νοµου τοῦ συντικιτόνου ἔχομεν: 
[τὰ - |Α8/ςΙΑΤ/ -α.|Α8Ι ΑΓ] συνθ- |Α/Ε|ΡΙ-1]8] |ρ]συνὸ (). , « 
ΞΕΕ ἄλλου : . 
ΙΒ |-ο|- (8-9): (8-9) - Ια!). |91-2.8:5:. (1) 


Σχ.{ 


Ἐν τῶν (1) μαὶ (1) ἀαμθάνομεν : 


| ἀ Ὁ- Ι8]:| 9]. συνθ (3) 


ῃ , .. Ξ ΄ , 
Ο τυπος (3) εἶναι αξιοσημείωτο. 


Ἔαν 8, ράσο μαὶ Δ-Ρ- 0Ο, ἔπεται ὅτι 8. Ρ. 


( τοϐ παριστὰᾶ τό µδενιιόν Φιάνυσμα τοῦ πώρου ). 


ε ι , ͵ ὰ ὁ 5 ὧ, ῃ - 
Διὰ τα µονασιαῖα ὀιανυσματα ἱ,],ἰ ἔχομεν προφανῶς 


ὑις Ες κκ 5 .κεκί-ο. 


π. Ὀρισμός τε -Ι-Ι,. Ἔσιωσαν τα ὁιανύσµατα. ἂξία,,αι αι) μαι Ὁ- (6, 6.69). 
Τό ἔξωτεριιον γινόµενον τούτων ἂκο ορίδεται ὅτι εἶναι τὸ ζιανυσμµα:. 


ἀχκρς{ία, έι-αιθι, ανθι-ᾱι θι, αι θι-αι ϐι) ὑπό µορφηΏν ὁριδούσης: 


ο. 
ἄχρςα | ἄα, ᾱ, 
6, 6, 6, 


Προφανῶς ἀχᾶ - 6. Τὸ ξξωτεριικόν γινόµενον εἶναι ἕνα ὁιάνυσμα. 


1 2 1 Π 1 ῃ 3 [ 
Το εξωτεριιιὸν γινοµενον Έχει τὰς πατωθδι ιδιότητας ’ 


ϱ), ἄχρ--ρχα, ἰί) αχ(ρες)« ἄχραᾶχς, Ιἰθ) Ιαχρ]-- Ια[:|Ρ/-- (8. ϱ) : 


Ἰμπόδεεξις: (τής Ὀί) ᾿Εχομεν: |4κβ]- (α,6,-α.6,) ν (αν ϐ, - α,θι) --(αιθι-α.θι) - 
} - ᾿ ι α ο 
«(αἳ καὶ {αν ). (6,6: «θ.)--(α,θιία, βι -ας 6, - ία|. 1] --(8.Ρ). 
"μόπ δά ὁώσωμεν μίαν νεωμετριιὴν ερµηνείαν τοῦ εξωτεριιιοῦ γινομένου. 
Ἐιι τὴς ἰΦδιοττιτος ὑἱ) ἄαμθάνομεν: 


Αχ οι" - || οἱ” --|α|" | Ὀἱ συν -|α[: [ϱἱ αμ” 8 


Ὅδεν : Ιαχ/|-||.|ρ]ηµθ (4), ὅπου 9-6 /δο". 


Ἆρα Σα τοῦ τύπου (4) παρατηροῶμεν ὅτι: Το µέτρον 

: ποῦ Εξωτεριμοῦ γινομένου παριοτᾷ τὸ ἐμθαφον τοῦ 
. νι ' ς , η 

παρα ἁἠπᾶονραμμου τοῦ 9ρι5οµενου ὑπο τῶν Φιανυ- 


σµατώων ἃ µαὶ ϱ (4λ. Σε 2). 


Ἔστω ς-ΔΧΗ, παρατπρούµεν ὅτι, 


Σκ.2 
ᾱν αν | α. α, ία, αι ᾱ, αν, ἄν] 
σ8ξ . αι α.ξ]α, ἄν ἄν -0 
6, 6, 6. 6, ϐ, 6, 6, 6, 6. 


09εν: ς ἄ-ο, ὁπλ τὸ ἂχο εἶναι θοδογμώνιον πρὸς τὸ ἄ. 


σοσσνεφεχοτ: 


ο αμ. 


. ῃ υ , Γ - 3 ͵ / ͵ 

Ομοίως ἀποφειμνυεται ὅτι τὸ ο εἶναι ὀρθογώνιον προ» το Ρ. 

Ἡ φορᾶ τοῦ ΔΧΡ ἀαμθάνεται εἰς τρόπον ὥστε τὰ διανύσματα 8,Ὀ, ἂχῆ νά σχΏµατι- 
σουν ἕνα Φεξιόστροφον σὐστημα. 


ω ..) ' ͵ - ς. ͵ ᾽ ῃ ο. 
Ὅδεν: το εξωτεριωον Ὑινόµενον ΑΧΕ είναι Ένα όιάνυσμµα καάδετον προς το ἔπίπεόον 


τὸ ὁριξόμενον ὑπό τῶν 8 μαὶ Ὁ, μὲ µετρον διδόμενον ὑπό τοῦ τύπου (4) ιαὶ Φορὰν 


β 3 ῃ ο) ι ͵ ῃ - η 
τοιαύτην ὥστε το σύστηµα ἂ,Ρ, ἂχρ νὰ Είναι Φεξιόστροφον. 


Εἶναι δε : ἰχὶ 5 1χ) - κκκ-σθ, ”ΧΚΞ ἰ, κχὶς1, κ) Ξ κ, 


Ἡ. Τὸ ἔσωτεριιιόν χινόμενον ἃ (Εκς) ἤ συντόμως ἂ Ῥχς Π (αὈς) μαβεῖται και- 


Ὅ παπτον Ῥινομενον. 


᾽ ῃ - ῳ - 2, ῃ , Λ { 
Ευιιοᾷως διατιιστοῦται στι τουτο ετείι τας τιάτωὃι ἰδιότητα ς ὃ 


Ἐὰν ἅ-{ία,,α.,αν),ΒΞ (6,6...) μαὶ «5 (γι, Υ. Ἑν) τὸτε: 


αι αι. 
] . ἄνρχς Ξ | 6ι 6. ϐ, (5) 
Ἑι ἕ,  ὃἅν 
αἱ) απ. ΌχςΞξ Ἀκρ-ς 


'μόη ἄς όώσωμεν μίαν γεωμετριιήν ἑρμγνείαν τού μιατοῦ χινοµένονυ: Ἔστωσαν 
τὰ όιανύματα α.Ρ,ς; ἀαὶ τὸ Εξωτεριιόν γινοµε- 
νον Αχ Ὁ τών 8 ιιαὶ Ρϱ (61.Σχ.3) Ὡς γνωστόν ἓ- 


χοµεν: ἂχρς- ]ἀχο].|ςἰσυνςςὶᾷ |.ΙΕ])-ημΘ]:|ε|συνφ. 


Τό ἐμθαδὸν τῶς βάσεως τοῦ παραδαπᾶεπιτι έόου 
ποὺ σχηµατιδουν τὰ Ἆ, Β,ς εἶναι ΙΙ. |Ο]. πμ | μαι 
τὸ ὄψος τοῦ παφαδλιᾶεπιπεόου εἶναι[ο[συνφ. Ὁ - 
εν, τὸ ἀνωτέρω µιατόν φινόμενον παριστᾶ τὸν ὄψωον τοῦ παραθΆνιάεπιπεόου 
ποὺ ἔχει ἁιμάς τὰ ὁιανύοματα ἃ,ρ.ς. 

Εὐικοβως Φιαπιστοῦμεν ὅτι! 

Ὁ. Ἡ ἵμανα μαὶ ἀναγααῖα συνθφιάτι ἵνα τὰ διανύσματα ἄ,ρις εἶναι συνεπίπεδα, 
Εναι (4, »ς)-ὓ, ὅπλ τὸ μιωτὸν γινόμενον νὰ εἶναι µηδεν. 

ἤ) Διὰ τὰ διανύσματα ἃ,δ,ς εἴτε εἶναι συνεπἰπεόα εἴτε ὄχι Ἐχομεν; 


(8,0ς9)Ξ (598) -(ς,8,ϱ)Ξ- (Ὀὰ,ς)Ξ- (8,9) (5,8). 


62. ΔΙ ΑΠΥΣΜΑΤΙΚΗ ΣΥΗΑΡΤΗΣΙΣ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΗΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ 


τ { ν 6 ῃ υ η { ͵ ῃ 
Είναι προσφορον να ορίσωµεν Ἱμαμπυᾶας τοῦ χώρου Ἡ µεσω συναρτσεων 


Δαμθανουσας διανυσµατιιάς τιµάς (διανυσματιὰαὶ συναρτήσεις). 


Ὀρισμός ΙΣ-2-1. Ἔστω ὅτι δια ικάθε {ε [α,θ] ἀντιστοικεῖ τό διάνυσμα 
ο) -ακ(θί νυ (8) 1] (1) Αὐτό τὸ ἄιανυσμα νιαδεῖται σιανυσικατιικὸ συν- 
ἄρτπσις τῆς πραγματιισὶς μεταθθητῆς 

Ἱοῦ ἓ µεταθαᾷομενου εἰς τὸ διάστηµα [α,ε], τὸ πὲρας τοῦ διανύσματος "Ὁ(3) 
ἔχοντος ἀρχὺών τὸν ἀρχὴν τῶν συντεταγµενων 


Γ ͵ 
4 αἱ Γι ” . . ) 
διαγρἀὰφει μίαν μπαμπυᾶτν (1) εις τὸν χώρον Μ ρ----- 


(ηραφιαΏ παρἀὀστασις τῆς Φιανυσματιαὺς συν- 
αρτήσεως), ἧτις ααλεῖται δσογράφος τῇ ς δια- 
νυσµατιαΏς συναρτήσεως Ὅ(ε) (61.Σχ.1). 

Ἡ σχεσιΣ Ὁ- τ(Ε), ὀπου τ()-κ(ε)εψ(9)1 4. Σ(4)κ 
μαθεῖται παραμετριιΏ (Φανυσματ/ιη ) ἐξί- 
σωσις τῆς ιαμπυᾶης (γ). 

Εἰς τῶν περιπτωσιν ὅπου π µεπαθᾶτιτι α πα- 
ριστᾶ τὸν χρόνον, τοτε η ὀδομράφος εἶνα ἡ προχιᾶ 
τῆς ἁΏσεως Ενὸς σημείου. 

Ἄς Θεωρήσωµεν τὸ σταδερὀν ὀιάνυσµα Β- αἱ «θΘ)«γΚ. θὰ Δένωμεν ὅτι τοῦτο 
εἶναι τὸ ὅὁριον διὰ { ---ἐς τῆς διανυσµατιιῆς συκαρτήσεως Ὁ (ἱ |; Σὰν 
θπι τ(ω-κ|-ο (9). 
Ἡ σχέσιΣ (1) ἰσοδυναμεῖ μὲ τὰς σχέσεις: 


ὀπικίθτα, Κν(956, επι 225 σ. 


ο Ἔστω Ἠὶ διανυσµαταιΏ συνὰρττσις Ὅ(4) μαι (1) τι παριστωµεντ ὑπὸ ταύτης 
μαμπὺᾶη τοῦ χώρου (6λ.Σχ.1). δεωροῦμεν Φύοτιμας τῆς μεταθβητῆς Ἑ ἔστω- 
σαν αἳ ἐ καί ἐν δὲ ιμαὶ ἔστωσαν Μ καί Μ΄ τὰ ἀντίστοιχα πρός αὐτας στιμεῖα. Σχη- 
µατίδοµεν τὸν Δόρον: | 


(ο κδὲ)- ο (4) 
πε το 


Ὁ Δόμος (1) παριστᾶ ἕνα διάνυσμα παρἀἀάγιᾶον πρὸς τὴν χορσθὴν ΜΜ΄ Ἐὰν ὑπὰρ- 
ΧΤΏ τὸ ξίπι ανα) (4) , τοῦτο μαδεῖται παράφωνρος τῆς Φυανυσματιιῆς συν- 
αρτύσεως ο (8) .. τῶν τυµην ἓ μαὶ συμθολίδεται ούτω); τὰ π τα). 

Ἡ παράγωγος αὕτη εἶναι προφανῶς, ἕνα ὁάνυσμα Έχον τὴν διεύθυνσιν τῆς ἀφαπτο- | 
µένης τῶς μαμπὺᾶηως (5) εἰς τὸ σημεῖον Μ, ὅπερ ιαδεῖται ἐραπτομενιτὀν διάνυσμα 
τῆς ιαμπυᾷης εἰς τό σημεῖον Μ. 

Ἐὰν το ἓ παριστᾷ τὸν χρόνον, τότε ἡ "ο (8), Εξ ὁρισμοῦ, ἀαδεῖται τακύτης τοῦ ιὰἰ- | 
νητοῦ ἐπὶ τῶς τροχιᾶις (1). 

Ἐὰν (τς κε) ἱν ἡ (891 Σ(4)Κ, τὸτε συμφώνως πρός τὸν ὁρισμὸν τῆς παραγώγου 
τᾶς τ({). θὰ ἔχωμεν : . 


ο) κ) ) 1 αα)κ (3) 


το διὁ ἂν (8) 
ὁ διάνυσμα σοι 


μαδορὶδεται τᾶήρως ἐφ ὅσον ὑπάρχουν αἱ ταράψωνοι κ.(), 
υ΄(8), Σ4) διὰ τὴν τιμήν Ἐ. 


αν κ ἳ Ἅπί., ἀῑχ() εν ανα) αε() 
Γενιιιώς ὃε Όὰ εχωωµεν: πα. πα απαρς ται «κ (4) 


δηλ. ἡ διαφὀριοις μιᾶς διανυσματικ{Τι» συναρτἠσεως ανάγεται εἰς τὴν ὁιαφθριοιν τῶν 
συντεταγμένων της. 


:Διὰ τὴν διαφόρισιν μιᾶς διανυοματιιῆς συναρτήσεως ἰσχύουν οἱ τώτωδι µανόνας. - 


υ. -ᾱ {Φώτος πρώην - 


ἴψ) -ᾱ- [ολα Φ]- αι) κ πι «τικ ο, 


όπου 4 (4) πραγµατιιαΏ συνἀρτησις ααὶ ος), τι), "ο. (4) διανυσµατιααὶ συναρτήσεις. 
Τὸ µῆιος τόξου ὧς παράμετρος. 
Ἔστω Ἠ υσαμπὺᾶω (Υ) µε ιανυοματικἠν Εξίσωσιν: 


ττπτωλσακ() ευ) τ(α).κ,εεΙ. 


θεωροῦμεν τήν συναρτησιν: 


ἳ 4 
ἐ-εω- ] πν|αιτ/ ν/α (ευ «ντ ) αἲ (9) 


ἓο ἐο 


Προφανῶς ἔὰν ἐξ-ὲο, τότε μαὶ {ἔ-- ο. Εάν ἓ-έ., τότε έἶναι {-ο. Ἡ ἀνωτέρω 
συνάρττοσις ἰσοῦται μὲ τὸ µῆιμος τοῦ τὸξου τοῦ τμήματος τῆς μµαμπύλης µε- 


ταξύ τῶν τιμῶν ἵο ιαί τ,, 
4ὲ ἆ | ιἀπίι) άτ(ϱ) 
Εἶναι εξ ἄλᾶου γνωστὀν ὅτι. τα Ι | ατ [αἲ- σα ας |- ιά νν ΕΣ. 


ὋὍδεν : ἀξς νο (2) 


3 
-- . ͵ ͵ Γι ν { - α σαιιο Γ 
Ἐα τῶν ανώτερω συµπεραινοµεν ὅτι η συνάρτησις {ξ{ (8) ἄναι µια ναβωόειτῃ 
“Ἀλᾶαγή τῆς παραμέτρου { ἐπὶ τοῦ 1. Οὕτω, τὸ µπμος ὁ τοῦ τόξου μιᾶς μαμαύλης 


. ν - Γ , - ας μὁ . - 
Φύναται να εἰσαχὸῷ ὡς µία πα ετρος τῆς ὁιανυσματιιΏς ἐξισώσεως τής ια- 
. 
μπυΊης. 
ά { . ΄ « ῃ ῃ 2 
Ὢπὸ {ον τύπον (|) παδἰσταται φανερόν ὅτι, ἡ ὁφριδομένη συνάρτποις ϐ-- 6(3) ἔ- 
4 ῃ 4 ῃ Γ κ- Π ῃ Π ας 
ανά ται καὶ απὀ τὸ ἀρχιιμόν σημεῖον ἓἔο. Ἑπομένως μιά παράοστασις τῆς να- 
, , ῃ η 1 ο ὰ “ , - ῃ - ι ᾿ µ 
Ρηνάης µε παράµετρον το µήμος τοῦ τοξου αυτῆς δεν εἶναι µοναδιωη  ἆλ]α 
ἐξαρτᾶται ἀπὸ τὴν ἀρχὴν που δὰ μετρᾶται το µῆκος τοῦ τόξου τὴς παμπ ἅγις 


[ Π Π - , ' . ν 
ααθώς τιαὶ ἅτιο τὸν προσανατοᾶισμὸν αὐτῆς, παθοτι άυναμεθα νὰ ἄαθωμεν: 


ι- ιω- ] ΓΕ ο αεί] αι 


ἓο 
Τι Σα - « η Γ : σα Γ 4 ͵ 
είος ἐὰν τ-πιθ), ἐε 1 εἶναι ἡ ΦιανυσµατικΏη εξίσωσις τῆς µαμπυᾷπς ὣς τιρὸς 
ο υ ο . ον ͵ ΄ - ’ 2 ε 
μίαν παραµετρον {, αΌτηω δὰ ααᾷτται φυσιικΏ παραστασι»ς τῆς μαμπυᾶτις εαν 


αλα, ας δε ἑ ααβεῖται φυσική παράμετρος τῆς ιαμπυᾶτης 


ῃ [ ιν ͵ “ µ 
Παραθέτομεν ἄνευ ἀποδειξεως το αάτωδι: 


"μα 1 - 1-1. Ἐάν π.τ(ϐ) ο ος κος τῆς μαμπυᾶης τὸτε; 


ἴ) Ἐάν ζατ” (3) εἶναι µία ἄλλη φυοιμή παράστασις τὴς μαμπύλησιτοτε {55 (ὖνς, ο Ζίαδερα. 
:ἴ) Ἐὰν τπτ’ (4) εἶναι µία ἄλλτι παράστασι» τῆς ααμπύᾶτης μὲ τόν αὐτὸν προσανατο- | 


| πο :.. 40 άν 1. κ. ενω, ἄν -ς τότε -ᾱξ | 
Δισµον µε τὴν "ε- τ (6), τσιε ατα], ἐὰν δε εἶναι ὁ ἀντίθετος προσανατοήισµό» τοτε αἳ -Ἱαξ |. 


Ἂς σηµειωθῷ ὅτι άν πι ἐ- Ε(3) ὁρίδεται ὑπὸ τοῦ τύπου (1), τότε ἡ 5 τ(ε(ϐ)) εἶναι µία 


φυσιατ παράστασις τῆς μαμπύυᾷης. 
απ 


ο ιτ. ἀπ. αξι. |ἀτ|.]4π]. 
πραρματει [αε | [αν / ια |- Σετ |45] ο. 
Παράδειγμα: Νά εἰσαχοῇ τὸ µΏικος τοῦ τόξου ὧς παράμετρος τῶς ἔξισώσεως τῆς 
μαμπυλης: π- (οἶσυνλ).ἰ αν (οἳ πι): 11 οἳ. κος νοο. 
« ἁ Άν 
Λύσις: Ἔχομεν: ἓΞ | μα] αἲ-] [ε(-ᾱ συν{ημ 191) κο (1αυν Ένα ξ9!)» ο] αἱ - 


3 
ενς] οἱ αἲ- νΣ (οί-ι). 


Ἐπιλύοντες τῶν ἀνωτέρω ξξΕίσωσιν ὡς πρός { εὑρίσωομεν : Έξἔοφ ((4”/), νἳ «ἐςτοο. 


Ἆρα ἡ φυσιωΏ παράστασις τῆς μαμπύλης εἶναι επ ( ντ) [συν ἔο9 (δα κι) ἑκπμθ (έν νι) ήν κ] 
Εάν Δοιπόν Δάθωμεν ὡς παρᾶμετρον τῶς ἐξισώσεως μιᾶς μαμπύδης τὸ μῆωος τοῦ 
τόοξου αὐτῆς, ἦτοι τς το (6, τοτε συμφωνα πρὸς τ ἀνώτερω [ασ 5-4 θὰ συμθολιδώμεν ὃς 
μέτο τ --ας ιαὶ δἀ εἶναι |τ[-!, ῆτοι τὸ ἐφαπτομενιιον Φιάνυσμα τ τῆς μαμπύλης 

ἔχει µοναδιαῖον µΏ ος. 

Εἰς τὸ Σξῆς ὅταν ἀαμθάνωμεν -ἆς παραφώφους τῶς ΦιανυοματιιαΏς συναρτησεως 
ὡς πρός τό τόξον 6 αὐτῶς θὰ τὰς ουμθολίξωµεν συντοµως οὕτω:  ἕ,  ατλ. πρὠ- 
τη, ὄευτερα, τρίτη ἀπ.λ]. παράγώχος. Ἐνῶ ἑαν ἀαμθβάνωμεν τὰς παραρώφους ὡς 
πρός μίαν ἂλῆτιν μεταθΆτνιην ο δά τὰς συμθολίδωμεν συντόμως οὕτω: τ{ε), τ΄ (ε) ἕ (8) 
μ.ιτ.λ. 

Πρότασι5 1ς-- 2-2. Ἐὰν ἡ όιανυσµατιητι συνάρτπσις τ-τ(ε) ἔχη σιαθδερὀν µέτρον, τότε 


τὸ ἔφαπτομενιμον διάνυσμα -- εἶναι μάδετον εἰς τὴν διανυσµατιιαγν ἀμτῖνα τΞ τν (Ε).. 


Ἀπόσειξις: Ἔχομεν Ἱπί(α)|- ος ἢ π(ε)-ο()- ο) (1). Διὰ παραφωφνίσεως τῆς (1) ὡς προς ἑ 3αμ- 


θάνομεν ' 
τας κ ε. πο τ στο, Ὅδεν, ἡ ΦιανυσματιαΏ συνἀρτΏσις ᾿τ(ε) εἶναι «αδετος | 


πρὸς τὴν αν ; ὅπλ.τὸ ἔφαττομενικον διάνυσμα ο ε(ε) 


. 


Ὀδοιᾶδήρωμα μιᾶς διανυσµατιιῆς συναρτησεως: 


Ἔστω ἡ ὁιανυσµατιικἠ συνάρτησις ὍὉΞ Ὁ (8), ας{-β. Ἐωτεδοῦμεν εἰς τὸ διάστημα 
α-ἐ-β µἰαν ὁιαμέρισιν ὦ μαΐ ἓν συνεχεία σχηµατιζοµεν τὸ ὁᾷροικάπρωτιιόν ἄθροισμα: 
ν 
5 πίτ) (άν ερ) 4 
ρξι 
όπου αξίοςξ,«ἐ,ς--.«ἐν-θ ααί ἔρ-ι, π τρ ἓρ. Εάν τὸ μα Δὲρ-- Ο, τοῦ πι]οο (δὲ, Ξἐρ-ἔρ-ι) 
μαὶ ἐὰν τὸ ὁδοιδηρωτιμόν ἄὁροισμα (4) τείνρ πρός ἕνα πεπερασμµένον ὅριον (όιάνυ- 
αμα) τοῦτο (τὸ ὅριον) ἐξ ὁρισμοῦ τια ἀεῖται ὁᾷοιιβπρεωκα τῆς όιανυσματιι«Ώςσ συν- 


ϐ 
αρτΏσειως Ὁ- (8) ἐπί τοῦ [α.θ] μαι συμθολίἰδεται οὕτω: [πωαε Ὥσιε Εξ ὁρισμοῦ: 


ϐ 
[ε θαεσε οσο νὰ τση Δι, (2 


Ἐάν, τ(8)- κ) ἕνυ(ε). 195 (3) κ ,τότε ἀόμῳ τᾶς (1) ἔχομεν; 


[πῴαι «([αφαι)ιν ([νωαι)! κ ([χωαι) «κ (8) 


α α. α 
Αἱ συνήθεις ἰόιότητες τῶν πραγµατιαὦν συναρτἠσεὠν ἰσχύουν υαί ἐφῶ π.χ 
6 ἐ 
ω(ρ-χ(ραι- Γως) το]- ( μ(ε) ται ατλ. 
α 4 Ἀ 
635. ΤΡΙΕΔΡΟΗ κΑ) ΤΥΠΟΙ του ΕΒΕΗΕΤ 
θεώωροῦμεν τὴν μαμτυᾶτν (π) µε Ἐξίσωσιν, τπτ (ὁ) 0) ὅπου ἑτομῆιιος τοῦ τό- 
Εου αὐτῆς, Εἰς ιάδε σωμεῖον Μ αὐτῆς (ἀντιστοικοῦν εἰ» µἰαν τιμήν τοῦ «ϐ) τὸ 


μοναόιαῖον ἔφαπτομενιικὸν διάνυσμα: 
τς (ϱ () 
' 3 ' ῃ - . ͵ 
προσδιορὶδει τήν Φιεύθυνσιν τὼς ΕφαπτοµένΏης Ἐπί τής ιαμπυᾶης, Τὸ Φιάνυ- 
σµα [- Ἑ, συμφώνως πρὀς τὴν Προτασιν Ι- 2-3, εἶναι κάδετον πρὀς τὸ τ. 
: 


- { ον Π Π - π -- 4 
Συνεπῶς το μοναδιαῖον όιανυσµα ν ἐπὶ τῆς ῥιευδύνσεως τοῦ ἓ θα παρέχεται 


6 , - , . 
Ὅπο του τυπου; 


Προφανώς τον εἶναι κάθετον πρὸς το τ. 
Ἐπί πᾶᾳξον Ὀεωροῦμεν ἀαὶ το διάνυσμα’ 


β-τχν (4) 


Τά διανύσματα Ὅ,ν υαὶ ϐ σχηµατίδουν Ενα τριεόρον μὲ ἄνα όύο µωαθετα 
μοναΦιαϊα άιανύαματα, τὸ ὁποῖον ικαθεῖται συνοόσύσν τρἱεόρον τοῦ Γτθποτὶ 
(6λ.Σαᾳ.41). 

Εμ τοῦ τύπου (4) έπεται ὅτι : 
νκθ-τ μαί θχτεν (5) 


. ! . - έ 
Τὰ διανύσµατα τ͵ν μαὶ 6 υιαλοῦνται πρωτεύοντα 


ὁιανύσματα καὶ προσόιορίδουν ἀντιστοϊχως τὰς Φιευ- 
δύνσεις τῶν εὐθειῶν ποὺ ὀιερχονται ἀπιο το στιμεῖον Σχ, Ί 

μ τῆς ιαμπὺᾷης υαὶ αἱ ὁποῖαι ιαλοῦνται ἐφαπτομένη, πρώτη πάθετος ιαὶ 6ευ- 
τέρα τάθετος τῆς μαμπύᾶη». 

Τὸ ἐπίπεδον τῆς ἐφαπτομένηως υαὶ τῆς αἲ κα αἄθετου παδεῖται ἐννύτατον ἐπίπεόον .. 
τῆς γραμμῆς, τὸ Επίπεόον τῆς αἲ: τκαὶ τῆς 65 καθέτου υαδεῖται κάθετον ἐπίπεδον 
ααί το ἐπίπεδον τῆς 639 ααθῖτου καὶ τῆς ἐφαπτομενως ιαδεῖται εὐδειοποισωὺν ἐπί- 
πεόον. 

Ὡς χνωστὸν, ἡ Φιανυσματιιή Εξίσωσις μιᾶς εὐθείας ΦίερχοµενΏς διά τοῦ σωμεὶουύ 
Μ ἀντιστοιχοῦντος δὶς τὴν Φιανυοματιιἡν ἀμτῖνα Ὁ, μαὶ παραᾶλήλου πρὀς τὸ ὅι- 
ἄνυσμα ἃ εἶναι: 

α-, λἃ ος η ναρ ) 

Ἆς εὖρωμεν Ἠόηπ τάς διανυσµατιιάς Εξισώσεις τῆς ἐφαπτομένης, αἲ' µαθετου 

ται 63 ἁαθέτου τῆς μαμπυᾶης Ἐξτ(θ). 


Αἱ εξισώσεις, προφανώς, εἶναι αἲ υάτωδι' 


α). µε κ λ ἐς (ἐφαπτοµενης) {(ἴ) 
/ ϐ) εως τος λ ἓι ία." «αθετου) (8) 
1) ἁ- Τος λ.χ ὂς (β35 ιιαθετου) (ἰν) 


Ὡσαύτως εἶναι χνωστὸν ἐμ τοῦ Διανυσματιυωσῦ Λογισμοῦ,ὅτι ἡ ἐξίσωσις ενός ἔπι- 
πὲδου διερχοιιένου διά τοῦ σημείου ἴς ἄαί µαθέτου πρός τὸ διάνυσμα εἶναι : 
(α- τ, 8Ξ-ο (ν) 
ο. πα) .. η » π α- 3 [ » 4: - ῃ ) , ἴ 
Ἄς εὕρωμεν ἩΠδη τὰς ἐξισώσεις τοῦ έγγυτατου ἐπιπέδου, τοῦ καθετου επιπεόου 


ιιαἰ τοῦ εὐθειοποιοῦντος ἐπιπέόου τὴς παμπυάως Ὁ- Ὅ(ε). 


αμ απ -Ἂ.. 


Αἱ Εξισώσεις, προφανῶς εἶναι αἱ «κάτωθι: 


ὁ) (α- τι). ς Ξ0ο (ιάθετον Επἰπεόον) (νι) 
ε) (µ- τι): ἓ, -ο (εὐθειοποιοῦν ἐπίπεόον) (9ἱί) 
στ) ία τι): κ ὍιΞο (Ἔνγύτατον ἐπίπεδον) (νι) 


᾿Εάν πχ. µξ(«κ,Ὑ, ᾖ), ὡς πρός ἕνα ὀρδομώνιον σύστημα συντεταγμένων υαὶ 
η ο ' , ’ ο [ η ; “ 
Ἔο- (Χο, ύ.,2.), τότε ἡ ἀναβυτιάη εξίσωσις τοῦ ἐγνυτάτου ἐπιπέόου, ἄαμβανοντες 
ὑπ) ὄψιν τὸν τύπον (ἱ:) .9α εἶναι. 


Χ-χ, Ὑ-υ ᾱ-ᾱ, 


ο 


ἂν 


9 Ἡ µίνησις τοῦ συνοδεύοντος τριξόρου Επί τὴς ααμπυᾷτης εἰδικεύεται εἰς τὸ 

να µεβετησωμεν τήν ταχύτητα μεταθολῆς τῶν διανυσμάτων τ,ν καὶ ϐ, ὅπλ. εἰς τὸ 

νὰ µεθετήσωμεν τὰς παραγώγους τῶν ἀνωτερω διανυσμάτων ὡς πρὀςτὀτόξον 6. 
ἸΕπειόΏω το ν εἶναι μοναδιαϊῖων ἐπί του τ 9ἀ ἔχωμεν: 


ν- -ᾱ-- ᾱ- 
[τι 1] 


θέτοντες δε, |Ὅ]|- |π]-Ι, ὅπου Κ μή ἀρνητιμός ἀφιὸμός, θά Έχωμεν: 


Ὅς Κ.ν (6) 


Ὁ ἀριδμός Κ ααδεῖται παμπυήοτως τῶς μαμπυᾷως εἰς τὸ θεωρηθέν σημεῖον Μ. 
0 δὲ ἀριδμός Κ- - νιαβεῖται αιατὶς τιαμπυᾷότητος τῆς ιἐαμπυᾷᾶτς εἰστό σομεῖον Μ. 
Εξάλλου θ-τνν υᾳὶ ὃς τχνντκὺ- χυκνντχὺ- σθετκν-τκὺ.. 

Ὅθδεν, τὸ ϐ εἶναι ιάθετον πρὀς τὸ τ, Ἐξ ἄλλου τὸ ὁ εἶναι αάθετον τιρός τὸ ϐ 
(ααδὸ ὅσον τό 6 εἶναι µμοναδιαῖον). Εἶναι ὅμως τὸ ν μάδετου προς το βιαὶιτ Ἆνα 


τὰ διανύσματα ϐ μαὶ ν εἶναι συγγραµµιια καὶ κατὰ συνεπειαν δινάμεθα νὰ Οξακωμεν: 
β--6 ν] 
ὅπου 6 πραρµαιτιιός ἀριθμός. 


-- , - ’ ώ ͵ ς ες ιΆ / « 
Ὅ ἀριὸμός 6 ααδεῖται στρέψις τῶς κπµαμπυᾷτις εἰς τὸ Μ ο ὁεαριδμός --- 3 ρ 
1) Αὲ ἀξισώσεις ἰ) ἕως νης δεν ἀζῆάσσονν μοορην «ἴτε οὶὲ αιααπελθ» ἀναφέρεται δές .. Φυ- 
σιενν της παράμκᾶτερον αὖτε ξές τυκχορισα παοάμκετοον - 


ναβεῖται αιτὶς σερέφεαλς τῶς καμπύᾶης εἰς τὸ Μ. 
Τέᾷος ἂς παραφωγρίσωμεν τὸ Φιάνυσμα ν-θκτ. 
ἛἜκομεν ν- ἂχτ-θκί-- 6 νκτιβκκν-σθ-κτ. 
Ὅδεν: 


νε-κτ» 6.6 (6) 


Οἱ τύποι (6), (7) μαὶ (6) μα βοῦνται τύποι τοῦ Εγεηθἑ. 
θά ἀποδείξωμεν ὅτι, ἐὰν ἡ παμπύᾶη ἔχρ τὴν διανυσματιαἡν ἂξίσωσιν υ-τ( 
ἔνδα Ἐ τυχούῦσα παράμετρος υαί ἡ μαμαύᾷη ἔχω τὸν αὐτὸν προσανατολισμό) 


΄ Π { ' , ῃ ; ζ 6 ῃ - 
µετην τ- τ({),τότετά πρωτεύοντα διανύσματα τιν, 6 παφξχονται ὑπό τῶν 


τύπων 
ο πχκνλκν α. Ὅκτ (9) 
ἱνχτιπι) Ιυχσ] 
'  ᾱτ ὦὢςν αξ ', ἀξ . ]Ι, . 

Πράρμαιι, ο - αντ ας ᾱς - Ὁ ας τπτ ... 

ᾗ ν α 9, . δα. κ’ 
όιοτι τ οσα, Όδεν, πο 

. 46 . 

» 1’ .. απ΄ α χατ) ..ἳ αν εθ ᾿ - [ο αἲ ὀ 

Εξάλλου ντ τν ταν -τ-αι- σον ὃν Ξε(α») σσ την 

α “ ο Γαθν" . αθ ἀθ : [ . 
Ὀθεν., τν ξ Ὁ τη κ τσ αλ Εἶναι δε ναι π- ἡ, τ- 4 ται να πολ 


Δαπᾶσσιασμοῦ εξωτεριιιὼς τών ὁύο τεΔευταϊων σχέσεων λαμθάνομεν: 


πχ π’- (οκ ϱ) (3) Ἐπειόη 9 20,τα διανύσματα Ὅχτιαὶι ντ-κθ 


8-.Ἔκτ' 


εἶναι ὀµόρροπα. , Ὃδεν, δυνάμεΌα νὰ θεσωμεν : τν ππτσω 


οκ τν) χ χ. 


Τελος τὸν- - 
ο5δτον-θκτν κι απτ 


Πρότασις Ι-3-/. Εαν Δθ εἶναι ἡ γωνία µεταξυ τῶν Φιευδυνσεων τῶν ἔφα- 
Πτομενιιῶν διανυσµατώων Ὁ (6) καὶ Ὅ (6Η Δ6), τότε δεἰξατε ὅτι Κπ Εἶπι -ᾱ-- -ν- 
θ-οο 


Ἀποδειξις: 'Επειόήὴ το τ εἶναι µοναδιαῖον διάνυσμα το μέτρον ἱτ(ε.δε)-τ(ὸ | 


εἶναι Π ϐάσις του ισοσαελοῦς τριγώνου, ϱλ. Σχ. { (6), τοῦ ὁποιου τὰ µετρα τῶν 
ἴσων πιευρῶν εἶναι ἴσα προς την µονάδα, 


θά Ἐχωμεν ἀοιτόν: |τ(ἐνΔ)- τ()|-τημ8 - 


τ(ε.Δε)-τ(θ 
πο ((08]σ υνΣ-48-/ ο (Δ0) συνξ (1), ον 
όπου ΟΞξ-- -- : Συμφώνως προς τὸν /Ἂ σσ 
ὄρισμον τῆς μαμπυβότητος ιαὶ Άδχω Σχ. Λ.(6) 


τ -- ο 
της (4), Όα Εχωμεν Σκ. ! (3) 


ΔΙ ορ Δθ)᾽ .. ... 
ξίτη ται πι ία συνξ | (1) και επειόη τοῦ 


ατα θὰ τεὶνΏ ιαὶ το Δθ(θ)--ν ο, συνεπῶς θίτη «6)) συνξ ] Ξ 0. 
Δέ-νο δές 


κ- τ|-| Είπη σεν α5)- τ{5) η 


ἃ Ἔ -θἶ-δ9.. 
Όδεν, ἄοχῳ της (), Κπθιη αρ 


Ἐφαφρμογρτ εἰς την Μηχανικην. 


Ἔστω τ-τπ() εἶναι ἡ διανυσµατιικΏ Εξίσωσις τῆς τροκιᾶς ἕνός ὑλιμσῦ στιμείου ὃ- 
Ἴπου { παριστᾶ τὸν χρόνον. Ως γνωστόν ἡ ταχύτης τῆς αινήσεως αὐτοῦ Φϊίδεται ὑπο 
τοῦ τύπου: 
νω-δν ω 
Ὁτύπος (1) γράφεται: 
νω-ας ντα 
Ἐπειάω τὸ τ εἶναι λισναςΦιαῖον διάνυσμα Επὶ τῆς απ} μαθέτου δα εἶναι [τ]-{ 
ααί ἔα τοῦ (2) Δαμθάνομεν ᾿ 
ἱνω- π-ας- (3) 
:. Ἐξ ἄθδου ἡ ἐπιτάχυνσις τοῦ ὑδιιοῦ σημείου παρέχεται ὑπὸ τοῦ τύπου: 
Ἑ στ (4) 
'Ἡ (4) γράφεται: 
Αν τις οι τας Ἅᾖςϱ) 


᾿ΕΦαρμόξδοντες τόν τύπον (6) τοῦ Εγρηθί ὁ (5) γράφεται: 
αἲθ 61" 

Μετά σεν κ (3) () 

Οὕτω πὶ Επιτάχυνσις ἀνεβύδτι εἰς ἕνα ἄδροισμα τῶν 
τα. 
στο | 
µέντης ααί τῆς αι «αθέτου (61.Σκ.2) μαί αἱ ὁποίαι τκα- 


τ. 


μαι ν. κ. (4)! ματὰ τὴν Φιεὑδυνσιν τὰς ἔφατιτο- 


- [ » [ή . 
ἀοῦνται ἀντιοτοΐίχως ἔφαπτομενίαη ἐπιτάκυνσις υαὶ κεν- 


τρομοᾶᾷος ἐπ/τάκυνσις. Ἠτοι : 


Εἶναι δε, ῃ 
αἲέ .., άν ' . αυ 
Μι πτ τι ται υαὶ ν | Ξ-ατ 
λες - ας ο ώς ὑκρν 
Ὁμοίως: νι τν κ. (ὃς) Ξν.κ ν 


Ὅθεν ὁ (7) χράφεται; 


Μ/-- τν εν. κ.υἲ (6) 


1 - απ . ἤ ς η - [ ε [ο 
Εἰδιαῶς, εὰν Ὁυ - ὺο (σταθερον) καί Π παμπυᾶγπ είναι περιφερεια ωυικήου οτε 


Κ-----,τότε ἔω τοῦ (8) ἀαμθάνομεν: 


: υ 
ποσο 


- . . - ον . ' 2 
θεώρημα ΙΧ--3-4. ἸΕὰν μπατὰ μΏικος τὴς παμπυᾶης τ- τ(ϐ) πὶ παμπυβοττις αυ- 

- . , , Π , Π , -- ᾽ 
τής εἶναι Σι ταυτότητος ἴση πρός τὸ µηδἐν, ὅπλ. ΚΞο0, τότε ἡ μπαμπὺἃτι εἶναι εἰ - 


θεια γραμμη τιαὶ ἀντιστ ρόφα) 5. 


Ἀπόόειξις: Ἐφ ὅσον ΚΞ ο ἕπεται ἔα τοῦ τύποι! (6) τοῦ Ετοποὶ ὅτι ς- εξ ἧς τα” δ. Εἷ- 
ναι ὅμως τ--τ (6), αυνετιῶς (6) -δ. 

Δὲ οἀοιβτπρώσεως τῆς τεβευταἰας Εξισώσεως ὧς πρὀς ϐ ἂαμθάνομεν Ὁ- ἃ- νο, 
ἔνδα ἑὼοτάδερα. Ἡ τεδευταία Φιανυσµατιµτ ἐξίσωσις προφανώς παριστᾶ κόρον 
γραμμήῶν διερχοµενην ἀπό τὸ σημεῖον ὮΏΞ(6,,8.,ϐ.) ααὶ παραλᾶηλου τιρὸς τό ἅια-- 
νυσµα ἂ- (αι α., αν) 

Αντιστρόφως: Ἔστω η εὐθεῖα πο. τί «Ὁ, 8-0. 
-ᾱν αἲ 


Εἶναι τ-”(6)- αν πε σι, αξ Είναι δε, 
εε 


ΓΞΙτ]ΞΙΚΙ: 31], ες ὡς -ᾱν -ὰ «λ (σιαδερὰ) 


Ὅδεν, τ-λ18 ναὶ κ: {| -[ ας (1α]- ο 


Θεώρημα 1Χ-3:2. Ἐάν ματὰ µήμος τής παμπύλης π- τ(θ) τὴ στρἐψις αὐτῆς εἷ- 
ναι ἔω ταυτάτητος μπόεν, όπλ. 6- Ο, τότε ἡ παμπύζπι εἶναι ἐπίπεδος μαί ἀντισιρόφως 
Ἀπόδειξις: Ἔκομεν 6-90, τότε ξω τοῦ τύπου (7) τοῦ Ετεπθὶ ἁαμθάνομεν ὁ- 6 Εξ 5 
6-6. (σταδερον). 
κ της, μμ --- 
Εξ αἀδου -- (ν 6.) ---- :6ο-τ.θι-ο, διότι τ 8ο. 
αθ αό : 
ο. η 
Ὀδεν, τ.6.- ο (σταθερὀν), 
Έστω ὅτι εἰς τὰ σημεῖα Μς καὶ Μ τῆς μαμπύᾶτις ἄντιστοι- 


χοῦν αἱ ὀιανυσματιικαί ἀατῖνες Έο (61 Σχ.3). Ἄς σχηµατί- 


σωμεν τό ἔσωτεριμον πινόµενον: 


πκ.3 


πο 


ΜοΜ,6ο- (Ἴ-τ.):8. - Τ.86.- Το θι- ς-ς-0. Ὀθεν Μο] 8ο (Θο: σταδερὀν). 

ρα τὰ Μ ὁπλ. τὰ σπμεῖα τῆς μαμπὺᾶτις αεῖνται ἐπὶ ἑνός ἐπιπέόου. 

Τὸ ἀντὶστροφον ἀποόειωνύεται εὐιόάως. 

Παρατήρησις: Εάν ἡ αἁαμπυᾶτ εἶναι ἐπίπεόος τότε αὗὑτη αεῖται ὁάόιμᾶπρος ἔπι 
τοῦ ἔμμυτατου ἔπιπεόου ταύτης τὸ ὁποῖον παραμένει ἀμετά θᾷητον. 

Παραθέτομεν ἄνευ ἀποόσίξεως τὸ πιάτωὸι θεμελειώδες θεώρημα τῆς διαφορι- 


αὖς Ἱεωμετρίας 


θεώρημα 1Σ-3-3. ᾿Εστωσαν Κ(ὲ) μαι 6(6) ὁύο αὐθαίρετοι συναρτήσεις ὠρισμέ- 
ναι επὶ τοῦ διαοτήμάτος ας {-β. Τότε ὑπάρχει εἰς τὸν κῶρον υ.ὰ: µία μα μόνον µία, 
υαμπύᾶτ (Ύ) διά τὴν ὁποίαν τὶ Κ(6) εἶναι τι παμπυβότης μαί τὶ 6(6) εἶναι ἡστρέφις 


μαὶ { εἶναι µία φυσιωτὶ παράμετρος ματά μήκος τὴς (γ). 


μ π ῃ - α ; , - ς. ’ ες 
Παρατηρησι5: Ὁ προσδιορισμός τὴς ἀνωτέρω παμπύᾶης εἶναι ἓν προθάτμµα τρ ο- 


ο. ͵ 2 ͵ , ν ο) ὤ : 
ποῖον τιαρουσιαδει αριετὰς ὀμσισλίας. Πάντως τοῦτο ἁπβοποιεῖται σηµαντιτια εἰς 


τὴν περίπτωσιν ὅπου σ Ξ0 ὁπλ. ὅταν ἔχωμεν επἰπεόον ααμπύᾶτν. 


Προθάηυμα: νἀ εὑρεθῃ ἡ υαμπυὺᾷπ τοῦ πῴρο; τὴςόποίαςη Ἱαμπυβότνι5 εἶναι Κ(4) 


µαί Ἡ στρέψις 6(4)Ξο0. 
Λύσις. ᾿Ἔστω ᾧ παριστᾷ τὸν γώνίαν τοῦ τ μετὰ τοῦ ἄξονος τῶν κ (61.1κ.4). 
θά Έχωμεν . τς(συνφ) ἑ- (ωμφ).] {() 
Ἐπίσης Επειόπ το ν εἶναι ὀρδογωώνιον πρό» τοτ 
δα ἔχωμεν: 


ν 


ὑ] 


(συν (ο .) ἶ- (η (Φ μπα) | η 

(-πμφ)ἰ- (συνφ){ (2) 

Διαφορίδοντες τὰς (1) ιιαὶ (1) Ἀαμβάνομεν: 
ὃ- Φ [{-ημφ;ὶ « (συνφ).ἡ]-ϕν (3) 
ν --ϕ (συνφ).ἰ 1- (πμφ)./ | --ᾧτ (4) 


ν 


1“ 


οι τυποι (6) καὶ (8) τοῦ Εγοποῖ δια σ-ο Ὑὶνονται: 
ἵξεκν, ν--κτ (5) 
Λόνω τῶν (5) Εμ τῶν (3) ὦ (4) Δαμδάνομεν : 
ῥ- κ, εξ ἧς Φ(0- [κ(θάΐ νο, (6) 


Προσόιορισθεῖσης τῆς Φ ἔα τής (6), δὰ ἔχωμεν Δόνῳ τὴς (1): 


τ(ο- [τ(θάξνς, Ξ [[(συνφιο). ἰ -- (ημφ(0).]]αὲ. σ, (3) 


Λ κ-. τ(θ)-- ( [ουν Φ(048) κε (. [ημφίθαθ): -ςο. 
Ὁ οὕτω εὑρέδν ἡ διαν. εξίσωσις τῆς ἀαμπὺυβτης 

Συμφώνως πρὸς τὸ θεώρημα Ι-3-ὢ ὅταν ὁοθοῦν αἱ ἔάφράσεις Κ-Κ(θ) ααὶ 
σ-σ(θ) ᾳὗται ἀνεξαρτήτως συστήµατος συντεταγμένων ὁρίδουν μίαν ναμτυλην 
ες τὸν χῶρον. Αἱ ἀνωτέρω Εξισώσεις ααλοῦνται φυσιικαί Ω συμφυεῖς ξΕισώσεις 
τής υαμπυὴτης, τὰ δὲ μεγέὃτ Κ,σ, ὁ ααλοῦνται φυσιικαί συντεταγµέναι τῆς τία.- 
µπυᾶτις, ᾽Αποζειυνύεται οτι͵ δύο ααμπυᾶαι Έχουσαι τὰς αὐτὰς φυσιαὰς Εξισώ- 
σεις εἶναι αἱ αύται, διαφέρουν µονον ματά τὸν Θέσιν των εἰς τον χῶρον. 
"Εάν ἀπαε]είψωμεν τὴν { μεταξύ τῶν ἀνωτέρω Εξισώσεων ματαβύγομεν εἰς 
μιαν εΕείσωσιν τῶς µορφῆς: | 

φΦ(κ,σ)-ο 


[μι - ΄ : . ͵ ; π [ 
ητις μαβεῖται χαραμτηριστ/Ώ ἐξέσωσις τῆς ααμπύᾶτης, διότι χαραατωρίθει ἂπο 


τινος ἀπόψεως τὼν ὑπ' ὄψιν ααμπυλτν (γ) Ὁ ἀωριθέστερον µὶαν ικατηρορίαν. 
μαμπύᾶων περιᾶαμθάνουσα και τὴν (1). 

Βασει τῆς μορφής τῆς καραμτηωριστιατς Εξισώσεως ταξινομοῦμεν τὰς α- 
µπυᾷας εἰς ὁιαφόρους Ἱατηχορίας, ὅπως πχ. µία ἁπᾶουστατη μορφη τῆς πα. 
η ιπριστιμῆς ἐξισώσεως εἶναι ἡ Λ:Κ»μ-σ-ο, Ένδα λιμ σταθεραι. Ἄποσει- 

ἆ µννεται ὅτι Ἡ 1 Κεμσ-ο ο ὁριδει μίαν ἁατηκορίαν παμπύλων τῶν στερεών ελἰ- 
ο ππων, Άτοι: τῶν παμπύλων αἴτινες τἔμνουν ὑπό σταθερὰν γωνίαν τὰς χενε- 
τερας αυλινδριαῶς ἐπιφανείας τυχκουσης θάσεως 

Μία δὲ ἀπᾶουστάτω µορφΏ τών στ ερεῶν εὰι- 

Ὅμων εἶναι τὶ κ υιΆιωτ στερεα Εᾷιξ (61 7κ 1), της 
ὁποίας ἡ ῥόπμρος τὴς αυλινδρικῶς επίφανειας είναι 


περιφερεια πὐμᾶου. Αὕτη ἔχει τὰς ιάτωθι παραμετρι- 


3 ' 
πάς εξισώσεις: 


χ-ασυνὶ ὐ-απμί,2-6ἵΐ. α2ο,630 


6 4. ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΟΣ κΑΙ ΣΙΡΕΨΕΩΣ ΜΙΑΣ ΚΑΜΠΥΛΗΣ 


Έστω ή ταμιπυὴη μὲ ὁιανυσμιατι]τιν ἐεισωσίν Ὀστ(έ). "Ἔχομεν ἐξ ὁρισμου κξιύ]. 
συνεπώς διει τὸν ὑπολοφισμον τὴς παμπυλοτητος Κ µιας παμπυάᾶης ἐχούσηπς εξισώ- 
σιν΄Ἔ- τ(θ) ἀριεῖ νὰ εὖρωμεν τὴν (6) μαὶ ἓν συνεχείᾳ νὰ εὔρωμεν το (άπολυτον) 

Ἴμετρον τὴς ἀνωτέφρω διανυσματιωτὶςΣ συναρτήσεακς, 
Διά τόν ὑποᾶδώφισμόν τῆς στρέψεως ἁαμθάνομεν τὰς έξισώοεις: ὔ-τ ααὶ Ἕκκν 
Διά παραγωγίσεως τῆς Φευτέρας ὡς πρός ἕ ἀἁαμθάνομεν: 

| «κυνακ.ν (1) 
Λόνῳω τῆς οχεσεως (6),5δ3 ἡ (1) γράφεται; 
α - ἕν-κτκσ. {(ἱ) 
Ἱολῆαπᾶασιάζοντες τὠν. (2) Εξωτεριιῶς ἐπὶ τη -ὼὺ ἁαμθάνομεν: 


σετ 


ο αμ ο. 38 
κα ώς (9) 


Ε 


-. 


Αα κ ολ 


Ἐν ουνεχεἰᾳ ποἠλαπάασιάδομεν τὴν (3)Εσωτεριιῶς ἐπί Ό-τ, ὅτε Δαμθάνομεν: 
Ἐν ς ἃ. 
ιτ! 
(επ, τὸ) ςκ-σ 


(4) 


, ιν [ , , . , ο.) , αὲ : 
0 τυπος (4) παρέχει τών στρεψιν τῶς παμπύᾶτης εἶς τὸ σημεῖουν ΜΜ, 


Μότι γεννᾶται τὸ Ερώτημια νὰ εὖρωμεν τὴν ἁαμπυλότητα Κ ααὶ τήν στρέψιν σ 


μιᾶς μαμπύυλης, πι ὁποια δίδεται ὑπο παραμετριατιν µορφην ο-- Ὁ(4). Πράς του - 


τοις ἔχομ εν: 


ᾱτ απ αἲ απ ας ε) κε. αχ 


αθ ᾱχ ἆἀδ ) αἲθ"' τά ἄθ3 
(5) 
ας ἄν {αγ αι αϊ αἱ ἂτ αχ 
Ἠαν πε ας (48) 39 ας ἄξ ἀδ ᾱξ 465 
.. ι νο κ ες [ο] ἀ --ᾱᾱ .. ο’ ' 
Επειότι τσ αν ᾱς ἕπεται οτι: 
ο ΕΕ. ο ος ο αἲ 
ας -ποω! στα, (6) ὑποθέτομεν ὅτι -- αρ ο. 


Ὅδευ, 
ΚΕ, ο ος οι 

αξ ας ἹΙπίι] 

Αμοᾶουθως σχηματὶσοµεν τὸ ἔξωτεριιόν γινόµενον τῶν ὁύο πρώτων ἐα τῶν 


ἐξεισώσέων (5), ὅτε ἄαμθανομεν': 


αἲ, ἀπ αὲ δε, . απ 
αξ Ὁ αι αν κατ) (5ε)’, ΕΒΕ θ κας» κ.6 δὰ ἔχωμεν: 


Κκ.θ65 (τ(1)κ -- Ἱ (5) 
Ἐπειότ [86|-1 και Ἀόνω τῶς (6) Δαμθάνομεν τεδιαὦς ξι τῆς (3) 


τεοκ πω! 
καῖς νώμ | (6) 


Ἀντιμαδιστῶντες τὰς ἐαφράσεις (5) εἰς τὴν σχέσιν (4) µετά τά» πράξεις εὑρίσωομεν: 


(τ(ο, τα) τν) (49)' εκ.σ (9). 


Ἡ (9) ἀόνω τῆς (8) δίδει τεβιιῶς: 


ο ο) να) το). 
πο τρ]: ο. 


ο Ἐὰν ή διανυοματιικΏ Εξίοώσι5 τῶς υαμπυᾶης εἶναι: 


π() - πα) νυϱ).1 εΣ(.Κ. 
τότε οἱ τύποι (8) καὶ (1) οἱ δίδοντες τὴν µαμπυδότητα ιμαὶ τῶν σιρέψιν τῶς ααμπὺ-- 


Άης ὧς εὐιόλως ἀποδειωνύεται (81. 51,8), γράφονται ὑπο τῶν μάτωθι ἀναλυτικήν µορφΏν: 


μι στ [. Σ΄ ΧΙ. . μ’ ᾗ 


“/ απ” Γή χ” 4 χα κά 
κ- (8’) 
(κ, πο. /.) ο 

χ’ " Π ”’ : : . 

ν’ α’ .’ χ’ | χ’ , 
σ- χ ἡ τι. 3 κ | (1ο/) 
ι να α, α’ Χ” χ” ” 
χ ή η χ’", 


Περίητωσις Επιπἑόου καμπύἁτις: 

ἘΕὰν ἡ μααμπύᾶτ εἶναι ἐπίπεδος, τότε σύµφωνα πρός τὸ θεώρημα ακ- 3-3 ἡ ατρὲ- 
ψις σ-0. Ἠόη ἄς ὑποβογμίσωμεν των μαμπυβότητα αὐτῆς. 

Ἔστω ἡ παμπυᾶη χςχ(), υξ υ (8), 2ο. (Επιπεφος). 

Εἶναι ο) - κοκ υ(/ οκ, τα) -χ(Οἰκυ)ὴ κοκ μαὶ ὁ τύπος (8) μετὰ τὰς 
πράξεις δίδει: 


. ἱχίν- χ | 
| ποσα... 


Οὕτω εὑρέθη ὁ τύπος (2) τῆς σε]. 584 τόμου 1, ὅστις ὀϊδει τὴν μαμπυβότητα μιᾶς 
ἐπιπέδου μαμπύᾷᾶτης, μὲ τὴν ὁιαφοράν ὃτι ἡ ααμπυᾶότης εἰς τὸν χῶρον ὁρίδεται 
πάντοτε Όετιωτ, ἑνῷ ὅια τὰς Επιπεἐδους μαμπυᾶας ὠρίσὃτι προσημµασμµένη. 


ι) 


ΕφαρμογΏ ο Δίδεται τὶ πυμᾶιατ στερεα ιδ: 
χ.ςασυνί.ἱ -απμῖ.] «Στ κ, ὅπου ν2ὸ. 


Μἁ εὑρεδοῦν . 13/ Ἡ ἐξίσωσις τοῦ ἐνγυ;.Ίτου Επιπέόου ταύτης 39 Ἰὸ µήμος τὸ- 


ξου αὐτῆς, 34/ Ἡ µαμπυβότης, 43/ Ἡ στρὲψις. 
Λύσις: Ι8/ Ἡ Εξίσωσις τοῦ ἐγνυτάτου ἐπιπέδου εἶναι : 
Χ-ασυνὶ Ὑαπμί ᾖἆ1-νὰ 
-απμι ασιυνί α Ξ 0 
-ασυνί -απμῖ | 0 
25/ Τό µΠιο» τόξου αὐτῆς μέ ἀρχὴν τὸ οημεῖον τῆς Εὔιικος πού ἀντιστοιχεῖ εἰς τήν 
τιμήν Τξο θὰ εἶναι ὡς γνωστόν: 


.” ἀ 


| ε 
ο σπης τ/!) αἲ -» [ α ημ"Ε κα συν" Υ αἲ "| αν αἲ -ι/ανγ" ἓ 


ο ο ο 


θέτοντες «γα «γ΄ Ξς , τε ἐ-ς:ξ : 


. ' νά ο γι -. μα ͵ - , . 
μαὶ τἢ διανύσματικχι ξξίσωσις τῶς Εδιμος, συναρτήσει τοῦ τοξου, γραφεται. 


π(θ- ασυν ξ ἱναπμς εκ, 
83/ τό ἑφαπτομενιιὸν διάνυσμα εἶναι: 
ο ο ουν-ξ {κ -ᾱ- κ 
' : α δι 6 . 
ται τν ες μλάσος ι- ἐτ ημσο 0ο κ 
Ὅδεν, ἡ παμπυᾶότης Κειτ]- ας Ξ οταδερα. 
ον ὃι ἲ οαθα, Ἕ-, -- πα κ. ο 
43/ Εἰναι νΞ πε] συν ἵ-πμ-ε 1νο:κ 
ἰ ) κ | 
«τχνξ] -ᾱμμξ «ἃσυν νο μι τ ο ινα 
μαι ϐ- τχν- επμ-ς τ ουνς ἕτ πιο πμ σε συν-ε τς κ 
ό 6 
"συν -ἕ Ἕμ-ς ο 
, ὁ- - ὁ ο σεν. ξ ατα αν 
μαι 6- ὅτ ουν-ς ἵνκοι- τμ οκ το ν. 


λαμθάνοντες ὑπ οψιν τὸν τύπον (3) τοῦ Εγθεηοἳ, Δόνω τῆς τεᾶευταϊας σχέσεως, ΄ 
4 ο ν / - ῳ . , , ο, νο 
ἔχομεν: σ--Ἡς «σταθερα. Ἡ στρεψις είναι Όετιαπι εἰς την δεξιόστροφτι Σλιμα μαι αρνη- 


ειιΏ δἷς τν ἀριστερόστροφπ. 


65. ΚΑΝΟΝΙΚΑ! ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΜΙΑΣ ΚΑΜΠΥΛΗΣ 

"Ἔστω Μ ἕνα τυχον σημεῖον μιᾶς παμπύᾶτς (Υ). Ὑποθέτομεν ὅτι ἡ ἀρκή τῶν ἀξονων 
συμπίπτει μετὰ τοῦ σημείου Μ τῆς μαμπύᾶτς εἰς τρόπον, ὥστε τὰ διανύσµοτα Ἱ, |, κ 
τῶν 0α, Ου ΟΣ νὰ ταυτιστοῦν µετά τῶν (τ.͵ν͵ 6.) τῆς ναμπὺᾶἃτις εἰς τὸ Μ. Τελος 
ὑποθέτομεν ὅτι ἡ διαννσµασιιή Εξίαώσις τῆς ααμπύᾶης εἶναι ἡ Ὁ-σ (8)  Ένθα 6 
τὸ µέτρον τοῦ τόξου αὐτῆς υαὶ ὅτι τὸ (ο) συμπίπτει μὲ τὸ στιμεῖον Μ. 

ς παραστήσωµεν διὰ τῶν Κ., 6. τὴν ἀαμπυᾶότητα τἀαὶ τὸν ατρέψιν τῶς ιαμπὺ- 
ἅτης ἀντιστοίχως εἰς τὸ σωΏμεῖον Μ. 


᾿Αναπτύσσοντες την διανυσαματιιμὴν συνάρτησιν (6) πἁατὰ Μαςαιπὶη εἲς τὴν περι- 


οχὺν τοῦ σημείου 0 δά ἔχωμεν: 
ος ρα δὲ ας . 
τ(θΞτίον-τ-' Ὀίον τ Ὄίο να (ον ο (6) (1). 
Συµφωώνως πρὸς τοὺς τύπους τοῦ Εεοπθί δἀ ἔχωμεν : 
τ(ο-6, π(ο)-τιςἰ, Ῥίο)- Κεν - κο) 
Ἐπί πᾶεον, π(ο-ν (κν)«(Κκννκν)- ἐν Κ(κτισθ)-- ὑτακνκκ.σ.θ 


Ὅδεν, ζ,(ο) ---κε, ἰ «- κ..{ κ κ, σ..ἰκ 


Ἀντιιιαδιστῶντες εἰα των (4) ἀαμθάνομεν: 


τοτε κκ] ἐν («κκ Ι εκ, α. κ) ἂν κο 


τ(θ- (ε-ξ . ες Όνα Οκ κος. ὢ 


Ἐαν παραστήσωµεν διά τῶν κ, τὰς Καρτεσιανὰς συντεταγμµένας τῆς τ- (6) 


εἰς το σύστημα τῶν ὀρθορωνίων ἀξόνων Δαμθάνομεν: 
ἳ 4 ιο .) 4 9 ρᾶ 3 
κ. ζ-τ Κ.ζ «ο(ώ), υτς Κο ενος κε κο. ὰ-ς Κκοδοῖ «0 (63) (4) 


. υ . ; - ως, 
Αἱ ἔΕισωσεις (4) μαδοῦνται ἀανονικΏ παράστασις τῆς (Υ) εἷς τὸ σημµεῖον Μ. 
Ἡ µορφη τής γραμμῆς (3) εἰς µίαν περιοχἠν τοῦ σημείου Μ φρἰνεται ἀντιᾶΏπτηι 


ἀπὸ τὰς προθοᾶδὰς τῆς ρραμμῆς ἐπάνω εἰς τὰ συντεταγμὲνα. ἐπίτιεόα., ὅπλ. ἐπὶ τῶν 


͵ ) ' κ } “ 
πρωτευὀντων επιτπεόώων τὴς (Υ) εἰς τὸ Μ. 


ιγποδέτοµεν ὅτι, Κο:σ. «Ἠ 0 τὀτε ἀπό τὰ ἀνατιτύμματα τῶν τύπων (4) διὰ ϐ ἀρκεια 
µιαρό αἱ προθοὰαἰ ὁρίδονται κατὰ προσἑργισιν ὑπό τῶν ξξισώσεαν ' 
' 1 [ ϱ) 
κ-θ, υ-σ κος ῃ κθως Κι δα: (5) 
σππαο 
13 δΔί ἀπαλειφῆς τοῦ ϐ μεταξύ τῶν δύο πρώτων Εξισώσεων (5) Δαμθάνομεν 


«5 Κοχ", ἧτοι ἡ προθοᾶπ τὴς ααμπὺᾶτς εἲς τὸ ἐγνύτατον ἐπίπεδον εἶναι µία πα- 
ραθοᾶτ (6λ. Σχ. 1). 


δευτέρα καδετος 


ὅ 
μ 
ὤῴ 
“5 
κ 
ια 
ἆ 
Π 


ο ---ι 
Ἐφατντομἐνν π. 


᾿Εγνύτατον ἐπίπεδον 


Σχ. λ Κἀάδετον ἐπιπεόον 


Εὐδειοποιοῦν επἰπεόον 


2κ 3 
Σκ.2 


| 33/ Λί ἀπαθειφὴς τοῦ ἕ μεταξύ τῆς πρὠτης μαί τρἰτως τῶν εξισώσεων (9)4οµ- ι 


βάνομεν --ς Κ.σοχ᾽ Ἠτοι ἡ τροθοᾶΏ τῆς παμπυᾷτις εἰς το εὐθειοποιοῦν επί - | 
| πεδον εἶναι ἡ κυθιωπ ταραθοᾶπ (6λ.Σχ.2). 
| 33/ Δύ ἀπαδειφής τοῦ ἔ μεταξὺ τῆς ὄευτερας Ἰαὶ τῆς τρίτης τῶν ἐξισώσεων (5) 
ἄσμβαάνομεν ως (.) ψ’ : Ὠτοι Ἡ προβοᾶπ τΏς αι η σα με ἐπὶ τοῦ ιιαθἐέτσυ ἔπι- : 
απέδου εἶναι µία μαμπυᾶτι Φδειανυομένηπ εἰς τὸ Σκ.3 


ο” 


6 6. ΚΕΗΊΡΟΗ ΚΑΙ ΚΥΚΛΟΣ καµΠΥΛΟΤΗΤΟΣ ΚΑΜΠΥΛΗΣ 


ἛἜστω τὴ ααμπύᾶπ (Υ) μέ διανυσματιιἠν Εξίσωσυν Ὁς Ὅ(6) ααὶ ἔστω κ πι 


ἀατὶς μαμπυλότητος αὐτῆς εἰς το στι(ε{ον τως5 Μ. 


Ἔπί τῆς πρώτης αθέτου ιιαὶ πρός τὸν Φορὰν τού ὁιανύσματος ν Ώα µθονοµεν 
ϱ ρό ϱ 


ἕνα ὁιάνυσμα ΜΚ τοῦ ὁποίου τὸ µῆιος εἶναι Ά. 

Το σωμεῖον Κ υαζᾷεῖται αΕνζρον τιαμπυβότωτος τῆς ικαμπυᾶης εἰςτὸ σωμεῖον ΜΜ 
(81.11.41). 

άν ἴ,- πι ()-εῖναι η διανυσµατιιτὶ Εξίσω- 
σις τοῦ μεταθᾶητοῦ μεντρσυ παμπυᾶότητος κ 
ττις (Υ) -τὸ ναι τὸ Μέτρον τού τοξου τῆς 
(1) - τοτε, ὡς Φαἰνεται Ἐω τοῦ σχήματος ἔχομεν: 

οΌ- συν Εν Ἅᾖ() 

Καθοῦμεν κὐτιᾶον καμπυδὂτωτος τῆς μα- 

μπύδης (3) εἰς τὸ σωμεῖον Μ τόν πὐιᾶον τὸν 


’ κ [ - 
μείµενον επί τοῦ ἐργυτάτου ἐπιπέόου τῆς (3) 


φέ ε [ [ ͵ - 3 .. ; 
μαὶ ἔκχοντος αξντρον τὸ ἀέντρον ααμπυῄότητος τής καμπυῶτς εἰς τὸ Μ μαί 
3 - 1/ ͵ . . - , -- [ 3 , 
ἀαωτῖνα ἰσω προς των ἀαμτῖνα ωαμπυῆοτητος Κ τῆς μσμπυᾷτς εἰς τὸ Μ. 
.» ͵ - ' [ . ͵ ας 
Αἱ ἀναλυτιμαὶ ἔξισώσεις του «ύυμλου ιαμπυβοτωτος τῆς ἀαμπυᾶτης ἀντιστοιχοῦν- 
τος εἰς το σπμεῖον Μ αὐτῆς 9ὰ είναι προφανῶς: 
μα 
(1-τ).θ-ο, (πό) 0) 
ο. Φ ο ς ε ο ῃ «2 ων. η Π 2 - 
οπου 5’ εἶναι ἡ ὁιανυσματιιιἡ ἀμτὶς ἡ ἀντιστοικοῦσα εἰς τὸ τυχόν σπιμεῖον 
τοῦ πύωμλου μαιπυλότητος. 
. ; - 6 . ιο ο, { ᾿ ͵ - { ῃ ; ο 
Η ευθεῖα Ὥ υειµεντι ἐπὶ τοῦ παὀθετου ἐπιπεόου τῆς μαμπυήτης ἰκαί ἁαδέτου αἷς 
τὴν πρώττιν μάθετον εἰς τό πεντρον παμπυβότητος πῶς μαμπυᾶγις ααᾶεῖται Γωῇι- 
( »’ - ν 
κπός ἄξων τής μµαμπυῖτς. 
Ἡ ἐξίσωσις τοῦ πολιιοῦ ἄὤξονος ἀόνρω, τῆς σχέσεως: 
-- 
0ᾗ -- οΜ.- ΜΚ κε ΚΛ 
Π -- , [ 
ὃα εἶναι". Ὁ- Ὅν Κ.ν- 4.8. (8), ὅπου } παραµετρος. 
Τεᾶος ιαθοῦμεν ἐννυτάτων σφαῖραν τῆς ικσμπύῆης (Υ) εἷς τὸ σηικεῖον Μ την 
ο : , , - μ ἷ ΐ ἃ ο 
σφαῖραν τήν Φιερχομένην διὰ τοῦ στιµείου Μ τῆς παμπύζης ικαὶ ἔχουσα τὸ κεν- 
τρον της Λ ἔπί τοῦ ποᾶιμοῦ ἄξονος ια τὸ ὁποῖον ὁρίδεται ὑπὸ τῆς Εξισώσεως: 
ν 
Ὁτ τιΈνν αρ (4) 
ἔνθα ρ- --- η ἀμτί 
ρ- -δ 3 ἀμτίς στρεψεως, 
Παρατηωροῦμεν ὅτι ἡ αμτίς τῆς έμγυταχης σφαίρας Όα εἶναι: 


Ι]Ξ/ η, | -|.ν«Ν:ρ 6|-β'. ρ') 


Ὅδεν ή ἐξίσωσις -τ-- Ὁ (0) τὴς Εψγυτάτης σφαίρας Θά εἶναι: 
(ε-ε) - η νἩ ρἳ) (8) 

ὃ όε Υτ. τῶν μέντρων τῶν ἐγγυτάιὼν σφαιρῶν εἶναι µία ααμπὺλη ἔχουσα ώ5 
διανυσματιικὠν Έξισωσιν τὺν (4) ιιαᾶουμένη σφαιροικεντριιέγι Ἡ ποΏικῶ πκαμπύ- 
8η τῆς ὁοδείσης, 

Πρότασις 1-6-Ί. Ἡ ἐφαπτομέντι τῆς σφαιρομεντριαής φοθείσης κπαμπνᾶτης εἶναι 


Π 1, Π [ “ Π , 9 . 3 . 
παρά ἂτιᾶος προς την δευτεραν μάθετον τῆς δοθείστης ικαμπυᾶᾷνς εἰς τὸ αντὶστοι- 
χον σηπ]μεῖον. 


ποόειξις: Ν εξίοώσις τῆς σφαιροιεντρικῆς εἶναι: 
ου ττνπν γαρ () 
Διὰ παραγωρίσεως τῆς (1) ὡς πρὸς ἕ Δαμθάνομεν : 


ο ΞτιδνιΏτννᾶ ρϱθεβφθιἎρό - 


-τοῦνςὮ τν - μ.ρθ. α.ὁ6ντᾶ-ρ (-}) 


π ρ .. . . . . νν . Μο 
Ξ τνῃΏν-τ Ύ-ρ. 84 μρθνΏ ρθ6-κν- (ς« ὰ-ρ-Β:0)6. ὁ εδ. 
67. ΕΗΕΙΛΙΓΜΕΜΗ ΚΑΙ ΕΞΕΙΛΙΓΜΕΗΗ ΚΑΜΠΥΛΗΣ. 


1. Αἱ ἐφαπτόμεναι μιᾶς ιαμπύὺᾶτι (Υ) σκτιµατί- 
5ουν µίαν ἐπιφάνειαν, τις ααδεῖται ἔφαπτο- 
μµενιιή ἐπιφάνεια τῆς (Υ) - 

Μία µαμπύᾶη (Υ’) πειµένη ἐπί τῆς ἐφαπτομέ: 
νιαῆς ἐπιφανείας τής (}γ) μαὶ τέµνουσα τάς ἐ- 
Φαπτοµενας τὴς (1) ὀρθομρωνίως ιαδεῖται έξει- ο) 
Διμμένπ τῆς (1). 

Ἐστω ὅτι η παμπύᾶη (γ) ἔχει τῶν διανυσμα- 
υοὴν ἐξίσώσιν Ὁ- ζ(6) αιαὶ ἄς ἀναξητπισωμεν 
νά εὕρωμεν τήν διανυσματιαΏν εξίσωσιν τῶς Ε- 
ξειλιρμένης (Υ") τῆς (). Ἔστω 0 ἡ ἄρχη τᾶν 


συντεταγμένων (61.Σχ.1). θὰ ἔχωμεν προφανώς 
...- ο ον λιοιν ) 


{) Αὔτῃ εἶναι µία ἀναπτυωατή ἐπιφάνεια(6ῦ. ἑπομενον Κεφι.αιον). 


μωσωα, --- 


Διὰ παραφωρίσεως της (1) ιω ποὸς { Ἀαμάόνομεν”, ἀσ'. ὃν νΆ-τ ολ (9) 
σα κάλτιὰ κν (3) | 
Πολβαπλασιάξόντε», τὴν (3) ἐπί τ Εσώτεριαώς καί ἐπειότη ἐξ ὑποθέσεως τὰ όια- 
ἀπ’ 


νύσματα τ καί εἶναι ὀρδομώνια 9ά ἔχωμεν: 0-/9λ, ἐξ ἃς ΛΞ- το Ἔνθα 


ο μµὶα αὐθαίρετος σταθερα. Όδεν ή ἐξίσωσις τῆς εξειΔιμμένης χράφεται: 
π"-πν(ς-θ)τ {(4) 
ἛἜω τῆς (4) προαύπτει ὅτι, µία ὁοδθεῖσα ιαμτύὺᾶτι (Ἠ) ἔπει ἀπείρους Ἐξειβιψμενας. 


Σι τοῦ τύπου (4) διὰ ταραφωνίσεως ἀαμθάνομεν: 


-αξέετ-τν (ςς)ὰ- (ς«-έ).κν ᾖ{(5). 


' - . ν . 3 τς ἐν Π ο . . » ῃ 
Ἐν τὴς (5) ποοαυπτει ὃτι, το εφαπτοµενικον διάνυσμα -ᾱσ- τής εξειλιμμέντης 
Ἰαοῦται πρός «ὁ ....'-. «όν Φιάνυσμα εάν ΚκΞο, ὁπλ. ἡ παμπυᾶότης τῶς (Υ) εἷ- 


ἴσω πρὸς το µπόςν 


Πρότασις Ι-ᾖ-{ἰ ἡ παμπυᾶότης ἱ” πὸς Εξειδιγμένης (Υ”) παρέχεται ὑπό τοῦ 


. ιό ε. αχ, - 6 : Γ . ά ᾿ . 
«πυπου οσο ; Ένθα κ,σ π παμπτυᾷσττις ιιαί γὶ στρεψις τῆς (Υγ) αντιστοι- 


χως ααί ς ἡ ἀντίστοιχος πρός τήν (γ5) σταθερά. 


Ἀπόδειξις:. ᾿Ἔχομεν ὧς γνωστόν ὅτι: 


-- Ὃνίς-θ).τ (9) 
αν μαί - - (ς-θκν (2) 
ν δν Ι 
Συνετιώς: μ Ξ |«.-θ)-κ] (9) 
λόνω τῶν (1) αἱ (3) ἔκομεν: 
. ’ 
τρια εν ο, 
ὅπου τὸ « εἶναι τὸ σημεῖον τοῦ) [(ὸ- 6). κ] 
θά εἶναι τότε: ον -.ν--{-κτνσθ) (5) 
.. απλς ἀτ. [πο [ος χτες. 


π 5 ο. ἀτ' 3 -- ;- σὲ 
Α ΄ πο --4 
ᾱ - όεν ζς-έλ κξ 


. Ἔσιωσαν Ὁι  - Ὁκ(ετθ) καὶ ὍὉς σι (ος) ὁόὺο εξειλιμµμεναι τῆς (Υ) µε εξί- 


σώσιν ἵ- π(6) Ἡ ἀπόστασις 4. ΑΙ τῶν 
σωµεἰων Αι μαὶ Α. (θὰ Σχ. 2) πού ἀντι - 
στοιχοῦν εἰς αὐτὴν τήν τιμήν τοῦ τὀξου 
ϱ δὰ εἶναι : 


ΓΑ. ἀ,]- [οᾶ.- δὰ.| Ξ πη-το] 


ος µτ-(ς- ϐ)-πι(ςς-6) |- σινο, 


Παρα Φειγμα: νά εὑρεθοῦν αἱ έξειλιν- 


µέναι τῆς μα υιᾶικῆς στερεάς ἔδιμος 


π-ασυντἰ -απμῖι «8Θ.Ε-Κ,α»ο,6γο0 


λύσις: Εέναι αν --ᾱ(πμε) ἱ γα (συνἰ)}ν6κ μαι 
ατ]|- Ξ(α. κ6") μαὶ τ-ας. ες « (αἲ νθ3) Ἡ. Γα(σμθ). ἵνα (συν ή ν6-κ] 
Ἐπίσης ἔχομεν: ϐ -{ [αι ;α{-- (αἵν ϐ᾽ )ι 


Αἱ ἐξειβιγμέναι ἀοιπόν εἶναι αἱ ἁαμπυᾶαι' 
π -πε(ς-θ)τς [ασυνῖ-α(ς-έ) (αἲ«6") ημε Ἱ. ολ 
«[αημένα(ς-θ) (α”ν ϐ!) συν ].{« [θεν(ς-ε)(α)να!) α] κ. 
Π δέτοντες Ὕξς (αἲι ϱ")). ιαί ἐς 6. (αἲ 6") Οὰ ἔχωμεν τεδια ώς: 
σαι τυνῖς Επι Εν Ἐ 1 ἰ-α[έημί- {συν ἓ)” Υσωνἳ |- φ61Υκ, 
Ἰὁ Σχ 3 ὀειμνυει ὅτι ἡ ἐξειδιγμέντ 
εἶναι µία ἐπίπεδος μπαμπύθτι ἀειμέ- 
ντι ἐπί τοῦ ἐπιπεόου 26:59. Οὕτω 


πᾶσαι αἱ εξειἠιγμέναι τής ἔλιμος 


εἶναι παμπυλαι αείµεναι ἐπὶ πάρα λ- 2 
ἠηᾷων επιπεόώων ὁιὰ τας ὀιαφόρους κ. ---.. 
τιµας τοῦ χ,όηλ. τους. 


Ι Εάν µία παμπὺᾶη (ψ) εἶναι ο εξειάν ενα :ιἲς καμπύλης (Υ"), τότε εξ ὁρι- 


-- ει 3 ς « : 
σμοῦ (ππ πας εἴτίλι ενειᾶιρμµενηω τως -) 


τη πρὀΒ' ὁἃ µ." εἶναι το :μούοι”λον: Αονείσης τῷ ἐξισώσεωςσ τῷςδ: κ) να εὔοξ- 


δὐ τ' εξ 5 τἔνειλιρι Ὡς α͵ τω ο ϱἨ). εκ) 
Εετωώ α οί) ώπαίς- αιαὶ. αν. ιιατιαι 
Εξισ ὡσειΣ των (1), 13) ἀντιστοίιχως µέ παφάμε- μ 
τρο- τὸ τόξον 6 τῆς (1). Ἔστω 0 ἡ ἀρκχη τῶν ἀξό- ας / 
νων (6λ. Σχ 4) δὰ ἔχωμεν τοτε:  “. 
τ(ϐ) -π(ῦς ΜΜ" . | 4 
: Π - 2 , ' »« οι ον 
τ. διάνυσμα ΜΜ" θα μεῖται εἲς το κάθετον ἐπὶ- . ο. 
- . ! - . ' | , 
πεόον τῆς (Υ) εἰς τὸ σημεῖον Μ καὶ ὡς ἐμ τσύτου ώ 
δὰ Έχωμεν : 
| ο Σν. 4 


ΜΗ” - (6) ν«μ(2)-6 (1) 
ἛῬ (1) λόγω τῆς (2), γράφεται: 
τ.(ϱ) -π(θ) «λ(0.ν νµ(ε)6 (3) 
Ἀριεῖ ἠότπ νὰ προσδιορίσωµεν τὰς συναρτήσεις Ί (8) μαί µ (6). Διά παραγω- 
Ῥίσεως ὡς πρὀς ϐ τῆς (3) ἀαμθάνομεν: 


Λαµθανοντες ὑπ' ὄψιν τούς τύπους τοῦ Εγαηθῖ ἡ (4) γράφεται: 

ο Ἕ ττ εν νλ(-κτν σθ) γἀθεμ(-σν)-(1-λκ)τη (ἆ-μσ)νν(λσιᾖ)θ (5) 
εἶναι ἐφαττομενιιιόν διάνυσμα τὴς Υ”" καί ὡς ἕα τούτου 94 Έχπ τρο- 
θολὰς ἀναδόγους πρός τᾶς προθολὰς τοῦ ῥιανύσματος:ῦ- Ἔ- ὰν-μθ (6). 


Ὅθεν ὑπάρχει ἀριδμός Ε τοιοῦτος ὥστε νά Έχωμεν ἀόρω τῶν (5) μαὶ (6): 
(-2κ-Ο, λ-μσ-ε-λ, Άσεμςῖ-μ (3) 
Ἔμ τῶν (3) Δάμθανομεν : λ-τς (8) 
Δι ἀπαλειφῆς τοῦ ἳ μεταξύ τῶν δύο τεᾷευταιων εξιαώσεων εὑᾳσωομεν: 
μ.λ-μλ, ἆ 


- ..; 
σξ μερα ντ (τοξσφ Ξ-) 


Ὅδεν, μ, ὄνος ωξ σφ -- (8) 


Ἔω τὶς (9) ἀαμθάναμεν : 


μ-λ.σφ(|σάένς) -- ᾖ σφ( [σαξ. ο). (1ο) 
Ἡ εξίσωσις τὴς (σέ) 9ά εἶναι λόγω τῶν (3), (8) ααί (19): 
λα π(θ)ε τς .ν κ... σφ([σάέ1ς)8 (1). 


Ἓι τῆς (11) παραττροῦμεν ὅτι, ἔχομεν μίαν ἀπειρίαν ἔνειλιμμενων Φοθείσης καμπύλης 
Παραιηρησις; Ἔιι τᾷς (449) παρατηροῦμεν ὅτι, ἵνα ὁ γ.τ, τῶν πεντρων µσαμπν- 
Δότητος µιᾶς παμπύᾶχις αἶναι µία ἔνειλιυμέννι αὐτῆς ἀριεῖ ὁ συντελεστής 
τοῦ ϐ να εἶναι μπιδὲν, τὸ ὁποῖον συµθαϊνει ὅταν σ(6)Ξ0 μαὶ «Ξ/η, ὁπλ. ὅταν 
Π ααμπυᾶτι εἶναι Ἐπίπεδος. Αἱ ενειβιγμέναι αι ῶς Επιπξώου μπµαμπυβτις εἶναι: 
στ τ(ϐ)»-εν ασε σφς-θ (1) η 
λα. νι 6 (12), ὅπου ἔτεθη σφς-α, 
Δίόσντες ὀιαφόφους τιμὰς εἰς τὴν 4 4ἀαμθανομεν τὰς ἁαφόρους ἔνειλιγμενας 
τής (1). Οὕτω διά 4-0,1,3,... ἔχομεν τὰς εἰς 
τὸ Σχήμα 5 δειυνυοµένας “Ἡ ἔνειλιγμὲντη τι 
προμύπτουσα διὰ 4-0 εεῖται εἰς τὸ αὐτὸ ἐπὶ-΄ 
Πεόον μετὰ τὴς (7), ενώ πᾶσαι αἱ ἄλλαι ἐπει- 


{ ε -- « - . ε - 
ὁω το ϐ ἐέϊναισταθερον μεϊνται Επι μιᾶς ανυ- 


Δινδρικῆς ἐπιφανείας τής ὁποίας αἱ Υενε- 


Σκ.5 


τειραι εἶναι ικάθετοι πρὸς τὸ ἐπἰπεόον τῆς 
ῃ ά . . - ͵ 2 -- Ἱ 

ἱκαμπυᾶης (χ) ααὶ ἔχουν ὧς ὁόηγόὸν τῶν ἐνειβιγμένην τῆς (Υψ) τὴν ἀντιστοικοῦ- 

σαν εἰς τὴν τιμήν ᾱ- 0. 


λ 


Συμπᾶᾷπρώματα μαί ἀαιμήσεις;: 
Ι.  Ἔστω ἈΞίκ2ἱ-κ, Ό--ἶ4),  ἉςΞ--/942Κ. Νά εὑρεδρ το γινόµενον ἃ. (Όκς). 


1. Δειξατε ὅτι : |ἃ κΏΌ | τε ΙΔ. οι". ΙΔ Όἱ”. 


3 Λείξατε ὅτι : Ἀχ(ΏΌυχς)- (8 ο) Ὁ- (4 Ὁ)ς. 


, ῃ ῃ 3 ω« ῶ . { τε ν 
4 Ἐάν ἃ- αιἱτα. τα, Κ εἶναι ἕνα μοναΦιαῖον ὀιάνυσμαι Φείξατε ὅτι, αἱ στα- 


ο 


6, 


7. 


ον 


3, 


ή. 


ον 


ἔ 


ωο, 


: ῃ ΄ . : ͵ Ξ . . . . ͵ 
δεραι αι (ἱΞ1,23) εἶναι τά διευδύνοντα συνηάϊτονα τῆς εὐθείας͵ Ὥτις περιέχει τὸ 


ὁιάνυομα ἄ και ἔχει τόν αὖτον προσανατολισµον μὲ τὸ ὁιάνυσμα ἀᾱ. 


(5) «νὰ ἔπαἀπδεύσετε τον ταυτότητα τοῦ | ααγαηφς: 


ἃ.ς Ό-ς| 


(Άχ ϱ).(ςχα) 5 | 
ί ) ᾱ. ἃ ρα 


Ἔσιω α-α (συνχ)ί --α(πι{)1 φθὶ κ α.θΟ. Μά εὑρεθοῦν τα: 


αλ. αν ἴἳ ... αα 
) νο ο τι, ων ασε ον ν) Γα 
Δείξατε ὅτι: χ | Ξ|π|. ο. 


Ἐπαθτιδεύσατε ὃτι µία ἀὐσις τῆς ῥιανυσματιαἠς διαφοριαῆς ἐξισώσεως 
. - . Ν υ 
στα Ξ--Ις Ὁ εἶναι ἡ τ-ἂσυνκὲι Ὁ ημκὲ, Ένθα ᾷ, Ὀ αταδερὰ Φιανύσματα., 


Ἐαάν α5 (1.3) ἰν (ουν) μαὶ ν- (αμ) ἵν . κ. να ὑποβογισθοῦν: 
ο ο -- 
Ὦ) σα (αν), -ι (ακν), 0 -ᾱ- {ν|. 


͵ . / ῃ µ 2 ν 
ΔίΦεται ἡ παμτυᾶτ µε ὁιανυωσματιιων εξἰίσωσιν: 


-α(ἐνν εν) ες (εενΈνη) Ενα να (οφ (εενΕῦ.1)) κ 


᾿Λείξατε ὅτι αυτω εἶναι µία Φυσιωη παράστασις ταύτης, ὅτιλ Ισ | ο 


Μἁ εὑρεθοῦν αἱ ἐξισώσεις τὴς ἐφαπτομένως, τῆς πρωτΏης ικαθετου καίτῆς 


'Φευτερας µαθετου τῆς παμπύδης Ότις ἔχει ὁιανυσιωατιι τν εξίσάκσιν ὉΞ π(1). 


͵. 


Ἐν συνεχεία ἐφαρμόσατε τὰ ἀνώτέερω ἀποτεδέσματα εἰς τῃπ ἁπαμτυὺβτν; 


Ὀπε ἵνπμΕ.] ε συνὲ-κ εἲς το σημεῖον ἐΞ. 


Ν 


Ἡ απ ορ» ὁ κο 3 ' 4 [ , - ) ' 
| να ευρεὂτ η ἐξίσωσις τοῦ ἑμγμυτατου, ααθετου μαι ευθειοποιοῦντος επιπε- 
μα . . 


6ου τῆς ααμπύδᾶης τις ἔχει Φιανυσµατικτν εξίσωσιν ὉΞ Ὁί{). Ἐν συνεχεἰᾳ. 


ἐφαφμοσατε τὰ ἀνώτερω ἀποτελεσματα εἰς τῶν καμπυλην ζ-- -τ) ) νε )1ν 


(441) - δν εἶστο σηµεῖον ἐτί 


8, Νά δειχὸΏ ὅτι τὸ τιάθετον ἐπίτιεόον εἰς τυχον σημεῖων τῆς ααμπυλης 


2απμέσυντ-ἰν2ασυν Ε.]κ2αωμε.κΚ διέρχεται διά τῆς ἀρχῆς τῶν συντεταρµέναν. 


Ι μάἁ εὑρεδοῦν τὰ πρωτεύοντα διανύσματα τᾶς χραμμῆς Ὁς 4ασυνἳ η Δατιμ"εἡ 


3θσυν.λ{-.κ. 


Β. Μα εὑρεδῆ τὸ ἐργύτατον ἐπίπεφον τῆς μαμπύᾶης χςξασυντ νθημὲ, υξαυμέν 


βσυνί, Ἔ- γυμοΕ. 


6 Νά εὑρεδῃ Ἠ ιιαμπυᾶότης μαί ἡ ες τῆς μαμπυᾶης. ίσος (31-)) ἵ ν 
ἡ] (949 Β). κ. α/ χ-δυςςςδ 
(3) α) Δείξατε ὅτι ἡ προθοΛη μιᾶς ἔλιιιος ἔπι ἐνοῬ μώνου ΕἀπεριστροφΏς επὶ ἕνος ἔπιπε- 
δου μαθέτου πρὸς τὸν ἃξοια αὐτοῦ ιοῦ ικώνου εἶναι μία. αρ μκα σπείρα. 
ϐ) δείξατε ὁτι αἱ ο μος σας ο κὃ ἔλιυοςξαὶ ἔνός μώνου Έα περισεροφῖς ἄναι: 


..- , σ--ττ ᾿ ὅπου α, β σταδεραι 


ῃ . : ες 24 ἑ ὁ . μα [ Π η / -- 
(6) Δεἰεαίε ὅτι, ἐὰν τὸ ἐνγύτατον «ἐπίπεδον πααμπύᾶης τινός όιερχεται σταθερῶς 
διά τινος σταθεροῦ σημείου 0, ἡ ταμπυλητ εἶναι ἐπίτιεδος μαὶ τὸ ἐπίπεδόν της 
Γ ͵ ος ' ε “ . 3} ον ῳ η μι 
διέρχεται δια τοῦ Ο. Δύναται δὲ αὑτη νὰ εἶναι εὐθεῖα Φιερχομᾶνη διά τοῦ 0) 


ἳ 
,. Ννἁ εὑρεὂδῃ ἡ ιαμπυλότης μαί ἡ στρέψις τῆς χγραμμΏ»δ ἥτις ἔχει παραμετριωάς Εξι- 


σώσεις' αΞ [ῥ(νηµίαε, υ Ξ[4 ᾠσυνέα! μαι ἆ- Ἠώσφώαι 


(9) Ἐὰν Δθ εἶναι ἡ γωνία µεταξύ τῶν Έυχυτατων Ἐπιπεδεων τῶς ισαμπυβης τ- τ(θ) εἰς 


τὰ στιμεῖα τιοὺ ἀντιστοιχοῦν εἰς τὰς τιµάς 6 ααὶ {3-Λ6, τὸτεδα ἔχωμεν [6] - πο Ἂρ- 
Ἀπὸδ, Ἐπειδη ἆ--σ.ν --» ἰσ-|δ|- μὴ 


896 1 (ΔΘ)3 Δθ ϱ 
τοι δὲ -ᾱς ὅτι [08ο] ἐπ ξ- 2 
2 (2 δ6) 


6(ἐ.Δ6)-6(Οἱ.. 
ρε ο δάΑθ)-θ() 


' ῃ ο, ς ὰ μας. ώ . , α ω , 
Δειξατε ὅτι αἱ µοναι επἰπεόοι μαμπύᾶαι μὲ σταδεράἀν αατῖνα ἁαμπυλοτητος 


15. 


Β. εἶναι περιφἑρειαι. 


(Νπόδ. Ἐφαρμόσατε τούς τύπους (6) ιιαί (1) τοῦ προθδύματος τῆς 53). 


Νά προσδιοφισθοῦν αἱ φυσιιιαὶ Π συμφυεῖς ἐξισώσεις τῆς µαμπύῆνις: 
Ὁτ- α (εοσβ (5) ἐκ ξ-|, α- σταθερά. 


(Ὑπόδ: «Υποβογρίσατε τὰ 6 ααὶ Κ τῆς παμπύᾶτις,τὸ σ5ο). 


Νά προσδιορισὸπ ἡ ιομπύᾶτι τῆς ὁποίας αἱ φυσιμαί ἐξισώσεις εἵναι: 


{ ; 
” κας), σ-οα2λυ2ο 2/αξταν 6αλο ένο. 


Δείξατε ὅτι ἐὰν Ἡ διανυσματιικΜἠ ἀμτίς Ὁς Ὁ({) µιᾶς ἐπιπέόου ααμτύλης σκη- 
μµατὶδη μίαν σταδεράν γωνίαν α µε τὸ ἐφαπτομενιιιόν διάνυσμα τατ (ἐ)τὸτε 


ἡ ααμπυλτι εἶναι µία Δομαριόμιιη σπεῖρα. 


͵ , , , ; Ἅ ᾽ , Γ] - 
Δείξατε ὅτι η μαμπυλη ητις ἔχει Φυσιαὰς ἐξιωσώσεις κ.γφ, σ-ο,{2ο εἶναι λο- 


μαριθμιαἠὴ σπεῖρα ρ-(:)6Ἠ. 


Νὰ Φειχὸύ ὅτι αἱ γραμμαί αἱ ἔχσυσαι αταθερἀν καμπυλότητα καὶ στρὲψιν εἶναι κυ- 


μλιααί ἔλιωες. 


ἱ 
Καλσύμεν γενικἠν ἢ αυλινόριαην ἔλιμα µία γραμμών «ῦ χώρου τῆς ὁποίας τό έφα- 


Πτομενιιιὸν διάνυσμα τ σχηματίσει σταθεφρἀν γωνίαν α νο μὲμµίαν εὐδεῖαν, ωτις μα- 
ἀεῖται ἄξων τῆς ἕλικος. Δείξατε ὅτι: !) Μία γενιαν ἔλιξ ἔχει μίαν φυσιαὴν παράστασιν 
τῆς μορφὴς: Ἔςχ(").ὶ ευ( 9) « ὁ συνα. κ. 

[) Μία μαμτύλτ εἶναι γενική ἕλιξ ἐὰν ἁαὶ µόνον ἐάν, ὁ ἂόγος -ᾱ- τᾶς αμπυᾷό- 
τητος πρός τήν στρεψιν εἶναι σιαθερός, όπου ΚΦΟ μαί εἶναι σ-ο, ὅταν ΚΞο. 
Ἀπόδειεις: ) Ἔστω ς κ(63) ἵνυ (09). 1 9 (65) κ (4) µία φυσιωπ παρὰστασις τὴς 
μαμπύλης. Ὑποδέτομεν ὅτι ἡ ἔλιξ έχει τοποθετηὸἨ εἰς τρόπον ὥστε ἡ ἄρχω τῶν 


»./ ο }΄. - ͵ κ ͵ ͵ α ᾗ 
αξόνων εὐρίσκεται ἐπί τῆς παμτύθης ικαὶ ὅτι το Κ εἶναι ταραζλγλον πρὸς τον 


δες“ 


ἄξονα τῶς Εδιιος. θά ἔχωμεν : 
συναξσυν«τΚ»ςτκκ-ὰκκς 


δεν, ὰ- όσυναες, Ένδα ς οταθεράἀ. 


» . ο π φσυνα-ς ' 6'συνα-ς, » 
Ας δεσώμεν ἔ-έν συσα-.ὅτε ἐτ --δύνα -, υαί ἜΞ σσα συναις- 6συνα 


μαὶ ἡ ἐξίσωσις ({) γράφεται: Ὁξχ({’) ευ (6).) κ θἴσυνα.κ. 


Δείξατε ὅτι Ἱ µαμπυβότης Κ᾿ τὴς προθοΔὴς μιᾶς γενιμῆς ἕλιμος εἷς ἕνα ἐπὶ - 
πεόον αάθετον πρός τον ἀξονά της δίδεται ὑπό τοῦ 
τύπου Κ- κ/ ημ᾽α, ὅπου απο εἶναι ἡ γωνία µετα- 
ξὺ τοῦ ἄξονος αὐτῆς ιιαὶ τοῦ ἐφατιτομενιιοῦ δια- 


6 - « . . 6 - 
νύσµατος τῆς Σάιωος καὶ κ ἡ κογμιπυβόττς τῆς 


ἔλικος (6λ.Σκ.{). . (ω τω 
(Απόδ, Έστω π- (6) ἡ ξξίσωσις τὴς Ελιιιος. Β - 
ξείσωσις τῆς προθολῆς ὡς Φαϊνεται καὶ έω τοῦ Ξ 
σχΏµατος εἶναι: Σχ / 


ο -π(ϱ)-(ω-ο(4))λα (α) 


ασ - κ Π , ἢ - ῃ “ " -- 
Ας σπιµειωὸγι οτι εν ψενει το ϕ δὲν εἶναι µια Φυσιάπ τπαφραμµετρος της 
απ’ 


ἄξ τ-(ω τ)ιΞ 


προθοδὴς Ὁ -τ' (ἐ). Διαφορίδοντες τν (1!) εὑρίσωομεν: 


Ἱτ-μ.συνα (τό νςσταθερον Φιάνυσμα) . 


κα. 
Εἶναι μαι σα |(- (τι συνα) -πμία Οπαςι. 


ν .. ατ' «τ]- τ-(συνα)ια εοτ. Ἑ 
δεν κε ας  σπμα μα στα ππῖα 


ας” 
46 


υ - , . ε ' 3 [ ’ Ν/ υ , τι 
Νά ἀποσειχΏὸῃ ὃτι η ἵμανή ἀαὶ ἀναγιαία συνδἠαΏ ἵνα µία υαμπὺᾶω ωεῖ- 


ο - ---- 


Ἴελο. Κ- ... σσ 


ται ἐπὶ σφαἰρας εἶναι 
-δ ἑβκερ.ξ-ο͵ Ένθα β,ρ ἡ ἀμτίὶς ααμπυβότωτος μαΐ 
ἡ ἀατὶς στρέψεως τῆς μαμπυᾷὮς. 


(«πόὸδ: Τὸ πεντρον τὴς ἐνγυτάτης σφαίρας εἰς τὸ σημεῖον τ(6) Φίόεται 


8 


9. 


39. 


« [ -α. ῃ , - , ῃ ; 
ὧς γνωστὸν, ὑπο τοῦτυπου τ- νεβνκς.ρ.6, Εἶναι ὅμως τὸ Ἰᾱ,- σταθερον μαι 
ᾱτ. | 
ὡς ἐμ τούτου --Ὁ. - ο, 
αξ 
µ , ' » ' 2 ο! 1 ' υ τας 
Παραρωρὶσατε ἓν συνεχεια την ονώτερω εξίσωσιν υμτλ Αντιστροφως: ΆΑριαει 


νὰ δειχὸΏ [τ,- τ|ε σταθερον 
Μά εὑρεὂρ ἡ ααμπυβότως μαὶ ἡ στρέψι» τῆς σφαιροµεντριάΏς τῆς ααμπυᾶης 
Ὥτις Έχει Φιανυσματιμὴν εξίσώωώσιν Ὅ-τ (6). 


Δείξατε ὅτι, ἐὰν Ἡ ἁαμπύλη 5: τι) έχει σταθερα στρέψιν, τὸιε τι ἀάαμπυ]η 


τ-ό ναί ἔχει σιαδερα µαμπυλοτητα. 


να εὑρεθοῦν αἱ Εξειλιρμεναι τὴς ἁλυσοειφοῦς υςς - (εᾶ . 63) 


Δείξατε ὃτι ἡ ὀευτεοα ἁαθετος τὰς Εξειάᾶιγμενης ν -σν(ς-θπττης ο-τ(θ) 


κ.θ.ισ.τ 
|{ς-6)κι:κ» 


είναι Θ---- 


Να εὑρεδοῦν αἱ εξειλιηµέναι μαί αἱ ενειλιγµέναι τΏς ἀστεροειδοῦς αξ ασυνῖἳ, υ-απμ"ξ 


Δείξατε ὅτι, µία ἐνειλιγμένη μιᾶς ἔπιπεδου τιαμπύῆτις (Υ) εἶναι ἡ περιβθαᾶλουσα 


τῆς οἰιοχενείας τῶν αδετων αὐτῆς 


Νἁ εὑρεθοῦν αἱ ἔνειἠιρμέναι τῆς πυιμὰλοειδούς χ-α({-πμέ), ύ-α (1-συν 1). 


[ -- νο ος [ . ς , , 
Μα εὑρεδοῦν αἱ ἐνειλιγμέναι τὴς χραμμῆς ἡ ὁποία τεµνει ὑπό σταδεράν ζανιαν 


« 1 Π . « ῃ ας ας ε 
πᾶς εὐδυγράμμους γενετειρας ἓνόὸς ὀρθοῦ μυμζιαοῦ ἁᾖώνου. 


ΜΝὰ δειιὸή. ὅτι ἂν ἡ πρώτω κάθετος ααμπυιῖτ (Υ) εἶναι Ὁ δευτερα μαθετος 
. 
᾿ ο κὰν ᾿ , 1 | .. α. ο ' κ ; (3 α ο ν 
μιὰς αχ λης ικαμπυλτς (Ύ9),τοτε ἰσχύει ἡ σχεοις Κας ({,σ'], ὀπου Κισις 
η ααμαυήστης μαι ἓ στρεψι5 επς αιαμπύ τς 


Δεόστεϊ οτι εαν το εὔεύτατον επίπεδον μιᾶς υαμπυᾷτιν εἰς μαδε σπμειον αὐίης [ου οκεταὶ δι 
ἔνὼο σταδεροῦ σημείου. η μαμπυλω εἶναι οπίηέδος. 


ΚΕΦΑΔΑΙΟΝ Ἓὰ 


ΣΤΟΙΧΕΙΑ Εκ ΤΗΣ ΘΕΩΡΙΑΣ ΙΩΗ ΕΠΙΦΑΠΕΙΩΗ 


Εἰς τὸ παρὸν Κεφαήαιον δὰ ὁιαπραμρματευδώμεν συντόμως θασιωάς ἰδιοτητας τῶν 
ἐπιφανειῶν. Γνὠστὰ παραδειγµατα ἐπιφανειῶν εἶναι το ἐπίπεδον, ἡ ἐπιφάνεια τὴς 
σφαίρας, ἡ μαΝιΏ ἐπιφάνεια, ἡ ἀυλινόριωτ ἐπιφάνεια, η Επιφάνεια δι περιστρο-. 
φᾷς, Η ἔννοια τῆς επιφανείας εἶναι εὑρεῖα ᾿Ἐμεῖς θά µεδετήσωμεν ταύτην τοπι- 


1 ' [ ε ͵ 
κῶς όπλ. ες τῶν περιοχΏων ἕνας σωµείουτης. 


61. ΑΝΑΛΥΤΙΚΗ ΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΙΣ ΜΙΑΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΣ 
1. Μια Επιφάνεια 6 ὀρίδεται ὡς ὁ τόπος τών σημείων τοῦ Εὐιμάειδείου. ρυσαν 
τριών διαστΒσεων, τὰ ὁποῖα εἶναι τὰ ἄιρα τοῦ Φιανύσματος τετ (αυ), οποι 
πω υ παραμετροι, Ὠτοι: Ὅ(ωυ)- {α(α, ο) υ(α ν), Σία ου). 

λἱ συναρτησει5 χζων) υζη,ν), ᾱ(υν) καᾶουνται συντεταγµέναι τοῦ Φιανικ;.' 
τος θεσεως (ιν). «Ὑποθξτομεν ὅ ὅτι αὗται εἶναι. ὠρισμεναι είς ἕνα άνοιμιον συνε 
ατιιον πεδίον τοῦ Καρτεσιανοῦ ἔπιπέόου Ον μάαιὶ Έχουν συνεχεῖς µεριάας πα 


[ [ Π .. - ς , 
ραρωβου5 μέετρι τοιαυτης ταξεως σοι) απαιτειζο! Σταστστε. 


Ἡ Ἐξίσωσις τῆς Επιφανείας ὀὐύναται νὰ γραφγ Μαι οὕτω: 
νιάυ)Ξκ(αν) ευ) 1 (αι ν).κ (1) 


η ἀναθυτιιαιῶς: 
ασχ(αυ), "5η (υυ), 55 Σ(ωνυ) (10) 


͵ εν . - } 4 
Β ἐξίσωσι: (9) Ἠ αἳ (1) πκαὔσωνται παραμµετρικαι ἔξισιώσεις τῆς ἐπιφανειας. 
Τα ὁιανυσµατα Ὅι ὃν μαί Ὃν --8ν καλούνται συντεταμμµένα ὁιανυσμιατα. 
μαί ὑποδέτομεν ὅτι εἶναι ρραμμµιιῶώ» ἀνεξάρτητα, ὅπλ. 


ὃτ ὃτ 
δα χο -νω. ο σοι (3) 


5 


Ἡ ἀνωτέρω αυνότπωπη (3) Έχει ααὶ των πἁτωὸδι ισοδύναµον Φιατυτωσιν: 0 θας 


µος τοῦ πἰίναµος: 

ον [ος ὃν 9 
| οι δα δα 
ιο. ὃν οὁ ι 
πὂθυ. δυ. ὃν, εἶναι ἰσῶ5 προς 2. 


ώς ὦ , - 3 ͵ - ͵ ᾿ . νο "ας ς . 
Εἰς το εξἠ»Σ Όα Θθεωρουμεν ἔἐπιφανειας τῶν οποἱων τὰ σηµεία πᾶγπροῦν την ἄνω- 
, Π ς ͵ τω ᾿ [ { ῶ ε ” 
τερω ἰδιόοτηια (ομαᾷα σημεῖα). Έαν δε ὁ θαθμός τοῦ πἰναιιος εἶναι -«2 τάση- 


ῶ. ο Ε) ͵ . 3 / ᾿ - - ] 
μεῖα µαλοῦνται ἀνωμαᾶα η ἰδιάδοντα σημεῖα τῶς επιφανείας. 


Παρατήρητσις: Ἡ ἐξίσωσις 2-4 (κιν) ὀύναται να θεωρπὸπ ὡς μία εἰδιιωπ 
περίπτωὼσι5 μιᾶς παραμετριαΏς ἐξισώσεως ἐπιφανείας, ἐὰν ἠάθώμεν τὰ πε 
ὡς παραµετρους, ὅτε όυναμεδα νὰ γραψωμεν: 

στ χ.ττυ]) κ δ(κ,ν)-κ 

Ας θεωρησωμεν Ῥόπω µίαν ἁαμπυᾷην ἐπὶ τῆς ἔπιφανείας Ὁ µε ἔξισωσιν 
Όχι (αυ). Εάν µία παράμετρος Ἐ εἰσαχθῃ δια νὰπροσδιορἰσῃ μίαν τοιοπηνιαμπὺ - 
Ίην τῆς Επιφανεἰας,τὀτε εἰς ἀάθε τιµτιν του ἳ ἀντιστοιχεῖ ἕνα σημεῖον τῆς 
ἐπιφανεία 5, ἔπομενως µία ώρισμενη τιµή τῶν α καὶ υ. Οὕτω αἱ παράμετροι 
μ καὶ ν ααδἰστανται συναρτήσεις τῆς παραμὂτρου ἓ,ἤτοι: 

ἅπυ(ϱ ν-υ (48) (4) | 
Αἱ Εξισώσεις (4) ιαβοῦνται ἐξισώσεις τῇς μαμπύῶᾶης ἐπί τῆς ἐπιφανείας. 
Αντιιαδιστώντες τὰς (4) εἰς τὴν Εξίσωσιν ὍὉςτ (αυ) ἄαμθάνομεν: 
τν υ4)) {5 

Ἡ (5) ἀαδεῖται παραμετριική ἐξίσωσις τῆς τιαμπυήης ἐπί τῆς ἐπκβανείας 
Ἄβσιω η Επιφάνεια. 5 Ἐκ (αυ) ὅπου τα (αν) εὶ) ὡς δει- 
υνύει τὸ 2Ν.4. Παρατηροῦμεν Οτι ἡ εἰιών τῆς συντεταυµέντις 


χραμμῆς υ-ῦ. ἔντός τοῦ χωρίου 0 δὰ εἶναι η κκαμπυβη Ἐ- λίαν) 


} αὖ - μη : ι 2 ἳ ; ο 
επἰ τῆς 5 µατα μΠΏιιοςτῃσὁπάας το μ εἶναι παραμετρος, Αὐτή π 


αμ κμι 


καμπύλη μαβεῖται μα -παραμετριμήὴ γραμμή, υςὺς ᾿Ανολόγως η αρ 
- 


ἡ ἁμών υῆς συντειαρµενης μραμμῆς ἰάΞ1, εἶναι ἐπὶ τὴς 5 ἠ μα- 
μπυδη ζεις (ια, ν) ἡ ὁποία μα δεῖται υ-παραμετριιὴ ρραμμμ-ἱ1ς. 
Οὕτωή 5 ιιαβ ὑπτεται ἀπό ὁὑοοἰωογενείας μαμπύλων, δηλ τὰς 
εἴικονας τῶν συντεταρµένων Τραμμῶν υ--στθ ιαί ι-σταδ. 


ἤ ͵ { ώο, - ον - - 
᾿Επί πεον εἰς το σημεῖον τῆς τοµῆς μιᾶς ἰὰ-παραμετριιῆς 


τοαμμῆῶς μετα μιᾶς υ- παραμετριαἠς χραμμῆς αὗται ε- 
(χσυν διαφόρους Εφαπτοµένας. 


Ὢς γνώστον ἔχομεν: Ὀμχ τι πο μαι τις ἕἶναι µιά χαραιτηριστια ή 
ἰδιότως τοῦ ομαδοῦ σημείου τῆς ἐπιφανείας. Αἱ ἄνωτερω παμπυᾶαι ἀπο- 
- ῳ ῃ ”. α , } ον - 2 , , αν { μώ, 
τεβοῦν Ένα ὁίιιτυον η ἕνα πᾶενμα Επι της Επιφανειαςταςοποια5 τα άοῦμεν 

, ν ῃ Σε , , 

ουντεταμμιᾶνας Ὕρακωκας τῆς ἐπιφαγείας η παραμετριιιᾶς γραμκιας, 

ῃ / -- { { - 3 . 
τὰ ὁε μ,.ύ ααδβοῦνται ταμπυλόνμραμμοι συντεταµµέναι τῆς ἐπιφανείας. 
Οὕτω εἰς την τοµιήν μιᾶς α-παραμφραμμῆς μαὶ μιᾶς υ-παραμγραμμῆςάντιστοιχεῖ 
ἕνα µονον σημεῖον τῆς επιφανείας μαὶ ἀντιστρόφως, ἀπό μάθε σημεῖον τῆς 
᾿ ' ᾿ , ͵ κει ς « ς 3 
Επιφανεἰία5 διερχεται μια μ-παραμ γραµµηΏ μα µια Ὁ-παραμ.γραμμτι.02εν, Όπαφρχει µία αμφι- 
µονοσηµαντος ἀντιστοιχία τῶν σημείων τῆς Επιφανείας ααὶ τῶν σηµείῶὼν τοῦ ἐπιπε- 
δου Ου, 


π. Διάφορα ειόγι Επιφανειῶν. 
"κατωτέρω δὰ ὁώσωμεν τὺν ὁιανυσματιαήν παραμετριαηΏν ξξίσωσιν ὠρισμὲ- 
νών πατημοριῶν ἔπιφανειῶνν. 
ΙΗ/ Ἐπιφάνεια ἔμ περιστροφῆς εἶναι Ἡ παραμομένη διὰ τῆς περιστροφῆς μιᾶς 
ἐπιτπέόου ααμπυᾶης (Υ) περιξ ἑνός ἄξονος |, | 
ἀειμένου εἰς τὸ ἐπἰπεδὸν πως. Ἡ περιστρεφο- 
μέντ μαμπὺᾶη ιαδεῖται γενετειρα τῆς ἔπι- 
φανείας ἒω αερισοτροφῆς. Εἶναι φανερὀόν, ὅτι ἕ- 
μαστον σωμεῖον τῶς γενετεὶρας όιαρραφει µιαν 
περιφέφειαν ἁυιᾶου (61.Σα.!) 
Ἐάν κ- (4) -σ(ί) ας ἐς 6 εἶναι αἱ παραµε- 


τριµαί ἔξισώσεις τῆς γενετείρας εἷς τό Επίπεδον 


οχ5, τότε προφανώς γὶ διανύσµατινη ἐξίσωσις 
τὴς ἔτιφανειας δα εἶναι: 
κ (4) συνθ) ἰ ({(8) ημθ).] κσίε).κ, ἓ,θ: παράμετροι 
(διοτι, χς |0ΜΊσυνθ- { (34) συνθ ατ.λ). 


”α. ο} - ὦν ς ει ... .. Γ - 2 . ᾽ 
Δι απαδειφτῃς τῶν ἱ,Θ ευρισµεται Π ἀναδυτιωτ εξίσωσις τῆς Επιφανείας. 


24/ Εὐθειογενής ωαβεῖται ἡ ἐπιφάνεια Ἆτις παράγεται ὑπὸ μιᾶς µονοπαραμε- 


πρικης οἰμογενείας εὐθειών, αἱ ὁποῖαι μαλοῦνται μενέτειραι τῆς ἔπιφανείας 
Ἔστω ϱΞΡ (1) τὶ δὁιανυσματιά τη εξίσώσις μιας µα- 
μπύᾶης (Υ) μαί 4/1) ἕνα µη μηδενιιόν διάνυσμα 
(61. Σχ 2). Δι ἕμαστον α΄ ἀντιοτοιχεῖ ἕνα σπμµεῖον 
τής μαμπυᾶης (γ) μαὶ ὁι αὐτοῦ τοῦ σημείου Φεω- 
ο : Π , 2 “ ν ι ἶ 
ροῦμεν ὁιερχομένΏην µίαν εὐδεῖαν παρὰ ἆλτιᾶον 


"πρός τὸ ὀιάνυσμα α(α) Οὕτω παράνεται ὑπὸ τᾶς 


μονοπαραμετριιΏς οἰμομενείας εὐθειῶν µία εὐθειο- 


ία { {( ͵ . ' ͵ ’ ὦ 
ψενης ὡς ὠρισὸόη, ΕπίιΦανεια. Ἔστα) Μ τυχόν στιμεῖον 
{ [4 / 2 ; - [ Ε 1: 
ταυτης εὑρισημομενον επι τῆς ψενετειρας (ευθείας) Σκ 2 
ο ο - . ] 9. - . ν « Π π ν 
αντιστοικουσης εἰς την τιµτν ὰ. Προφανῶς ἡ εὐθειομρενὴς ἔπιφάνεια θά ἔχρ τὸν ἐ- 
Εἰσωσιν / α ι 
υ ͵ « 
Ὁπρ(α)τυσία) (8), ἔνθα Ὁ νεα παραµετρος 
δω: - - ιά ! . 1 ͵ 3 ’ . ͵ 
Δι απαὔδειφΏς τῶν αν εὑρίσμεται Ώ ἀαναδυτιµτι εξίσωώσις ταύτης. Διὰᾶ µ- σταδ. 
:ἀαἁμθάνομεν τὸν εξίσωσιν τὴς χενετεἰρας. 
[ . [ Ν ὄ ει [ . [ η ͵ , τς 
3/ Κωνιωτ καλεῖται η επιφανεια ητις παράμεται ὑπὸ µιᾶς εὐθειας ἡ ὁποία αινεῖ- 
« ͵ ι ο ' - ι ον σαχ . 
ται,ὠστε να ὁιερχεται οἱ ἕνος σταδερον σημειοὺ Ῥ 
μαι νὰ συναντᾷ µίαν σταθερὰν ααμπυᾶτν (Υ) .Το οτα- 
δερον σημεῖον αμαδεῖται κπορυφη τὸς μωνιιῆς ἔπι- 
[ 6 έν ιδ ΄ ο. έ ΄ 
Φανειας͵ τι σταθερα μαμπυήτ ιαῆεῖται οόπγός. 
ἡ δε µινουµενηω εὐδεία γενέτειρα τῆς αώνιμῆς ἐπι- 
' « , [ αι ο , 
Φανειας (61 Σα 3), ἀυτη δύναται να θεωρηὸτ ὡς εἰδι- 
μΏ περίπτωοσις τῶν εὐδειομενῶν ἐπιφανειῶν. 
3 « - ο... ' αἱ ' 
Εαν Ρ5 ϱ (η) εἶναι τι Εξισωσις τής μαμπυᾶτς (Φ) 
μαι Μ τυχον σημεῖον τὴς αωνιαήὴς ἐπιφανείας ὡς 


3 1 ε] - ' : ΄ . 
ἔμφαινηται εα τοῦ σχΏματος Θα ἔχωμεν: 


τητρ, {δν 5 θεος. ΡΝ, Είδα ο παράμετρος 
Ἔξ ἆλλου: ϱ-ρ {ΡΗ,εξ ἡς ῥΗ- ρ-ο, 


Σα 3 


Ὅδεν, νΞΡρ.-υ (ρ- ρ,)- (1-υ)θιςύ-ρ, Ἆτις εἶναι ἡ ἐξίσωσις τῆς πωνιαῆς 


µ : η π [ . ͵ - . 
:Επιφανείας. Δια ᾱἰ- σταὸ. ἔχομεν την εξίσωιιν τής χενετειρας. 


Α9 Κυλινδριωτι εἶναι µια ἔπιφανεια παραρομέντ ὑπό μιᾶς εὐδείας {.,τ ὁποία Ἱει- 
νεῖται παραβήπλως προς ἔαωυτην αατὰ μήάος; μιᾶς 
᾿μαμπυᾶτς (χ). Ἡ ιυᾶινδριαΏ Επιφάνεια εἶναι µὶα 
εἰδιαῦ περίπτωσις τῶν εὐθειομενῶν ἐπιφανειῶν, 
όπου τὸ ὁιάνυσμα άν) εἶναι οταδερόὀν μαὶ ἔστω 


ἴσον πρός Ῥ. Ἡ ἁαμπυᾶτ (Υ) ααθεῖται οδηγός 


τῷς υυλινδριιΏὼς Επιφανείας μαι ἡ μινουμενπ 


εὐθεία Ῥενέτειρα ταύτης. Ἐὰν ῷΞ ρ(μ) εἶναι 


πΠ Εξίσωσις τὴς ιαμπυᾶης (1) (ϐλ Σα 4) τότε ἡ 


{ 1 { . αν. 3 0 
ὁιανυσµατιαπ εξίσωσις τῆς α υδινόριαΠς Επ- ώς ἅ 
Χ 
Φανείας θὰ εἶναι προφανώς : 
ο. ὥ-ρία)νυδ (9), ν: παραµετρος. 


Δ ἀπαδειφῆς τῶν μυ ἔχομεν τῶν ἀναδυτιμὴν Εξίαώσιν τῆς μυλινόριαΏς 
επιφανείας. Δια µ-σταδ. ἄαμδάνόμευ την Εξἰσωσιν τᾶς γενετειρας. 
δν Ορδή ιωνοειδής ἁαβεῖται η ἐπιφάνεια ἡ παραφομµένη ὑπὸ εὐθειῶν παραλ- 
ληΔων πρὸς ἕνα ἐπίπεόδον (Π) µαὶ διερχοµένων 
ὁιὰ μιᾶς εὐδείας ]. παθέτου πρὸς τὸ ἐπίπεδον 
(π) μαί συναντῶσαι µία ὀοδεῖσαν παμ πυλην (1) 
πρλουµενη σόηρός. Ἡ εὐδεῖα Τ, ααδεῖται ἄξων 
τος πωνοειόοῦς, αἱ ὁὲ εὐθεῖαι αἱ παρα Δθτηλοι πρὀ» 


το (π) νενέτειραι τς π«ωνοειόοὺς (6λ Σχ.5). 


Λαμθάνομεν τὴν εὐθεῖαν ἵ, ὡς ἄξονα τῶν ἆ μαί .ά 
ὡς θασιιμτι’ ααμπόλην που συναντᾶ το διάνυσμα Σχ. 3 
Φα) τον ἄξονα 03 Ἑπομένως µία ὀρθη ιώὠνοειδὴς Επιφάνεια θεωρεῖται ὧς μία 
εἰό(ωτι περ.'"τωσις τῶν εὐθειοψενών ἐπιφανειων. 

Ἡ ξξείόωσις τῆς θασιμῆς ααμπύβης ὅτπλ τοῦ ἄξονος 03 θὰ εἶναι ρ-α κ, ἔνδα 
α παράμετρος  Ἐπειόπ αἱ γενέτειραι εἶναι παράλἠπἁοι πρός τό ἐπίπεδον οχ, 
ἕνα μοναδὀιαῖον Φιανυσµα ματὰ την 9ιευδυνσιν τῶν νυενετειρῶν ὀυναται νὰ δεω: 
ρπὀτι ὦς συνάρτησις τοῦ ι ιαὶ ἔπομένως γράφεται Όπο την μορφην: 


α(ἳ) -- ζσυν ὃ(4) ). {4 (ημθ (4) { 


α « « 1 ο - α Π ο ͵ 
ὅπου Ὢ χανία Θ(ν) προσόιορἰδεται ει τῆς Εξισώσεως τώς ααμπύᾶτς (Υ). 


Συμφώνως πρός τὸν τύπον (1) τῶν εὐδειομενῶν ἐπιφανειῶν δὰ ἔχωμεν: 
στρί(ι) υ-σίν)- μ.κευ {(αυνθιω: »(ωμθίω)):] } 


τι ζ- {υσυνθ(ω}.ἶ» {υημθ(ω]) 1. κ. 


62. ΕΦΑΠΊΟΜΕΗΟΗ ΕΠΙΠΕΔΟΗ ΚΑΙ ΚΑΘΕΙΟΗ ΔΙΑΗΥΣΜΑ ΕΠΙΦΑΠΗΕΙΑΣ 


θεωρσῦμεν τὰς συναρτησεις αξια(ε),υὐ- υ(ε) µέ συνεχεῖς παραμωγρους «ὑρισμέ- 
νης τάξεως ιαὶ τοιαῦται ὥστε μα) υ 4) 0. | 
Αἱ ἀνωτέρω συναρτήσεις ὁρίξουν µίαν ἁαμπυὴην ἐπὶ τῆς ἐπιφανείας 
ο ππτ(αν) τν τς ν(α() υ4))τ() (ὓ. 
Ἰς θεωρήσιωµεν τὴν ἐφαπτομένην τῶς υαμπύᾶτης οἥτις ἔχει εξίσωσιν τὴν ()διά των 


. / 4 μ [ ’ , . . 3 ᾿ 
τιμήν ἓ. Τὸ Εφαπτοµενιιον ὁιάνυσμα ταύτης ὁρίδεται ὑπὸ τῆς ἐξισώσεως : 


. 
οι ο μμ» 


ο αι” ἂν 
οστ(ος ας "το -ᾱε 


(1) ΄ 
Ίο ὀεξιὸν μέᾷος τῆς (}) εἶναι ὁιάφορον τοῦ μηδενός ἐπειότπ τα διανύσματα 
Ὅ, εἶναι ἐφαπτόμενα εἰς τάς συντεταμµένας ἁαμπύᾶας τὰς Φιερχοµένας διά τοῦ θεω- 
ρωθέντος σημείου μαί εἶναι μυραμμιιῶς ανεξαρτητα μεταξυ των. Ἐντεῦθεν τὸ δφα- 
πτομενιμόν ὀιάνυσμα ἵ (8) υεῖται εἰς τὸ ἐπιπεόον τῶν τι, μαί Ὅ,. Τὸ ἐπίπεδον τοῦ- 

το ὀρίδεται ὧς τὁ ἔφαπτόμενον ἔπίπεφον τῶς ἐπιφανείας εἰς τὸ σωμεῖον (ω,0) 

Ἐι τῆς ὀνωτέρωώ σχέσεως (2) ἐξάγεται μαὶ ἡ μάτωδι σπουδαία ἰδιότης: Αἱ ἔφα- 
πτόµεναι ὃδων τῶν μµαμπὐᾶών τών ὁιερχομένων ἀπό ἕνα ὁμαβόν σωμεῖον Επιφανεὶ- 
ας μεῖνται Επί τοῦ Εφαπτομἑνου Επιπἐόου ταύτης. 

Τὸ ιάθετον ὁιάνυομα Ν τῶς ἐπιφανεὶας ὀρίδεται ὡς τό ιάθετον ὁιάνυσμα τοῦ ὄφα- 


πτομένου Επιπεόοψ αὐτῆς. Τοῦτο δε προφανώς Φίδεται ὑπὸ τῆς σχεσεις: 


Ν-- νὰ χ ἷν .ς ζωχ ζν (3) 


κα. του] (τικ Ἐν) 


νεα τα ο {ὃὂχ δυ ο ὰ ν 9 
Εἶναι ὅμως. Ἔ,- δα ὃν ὃς), Ὃν ο νδησν δς) 


Συνετώς αἱ συντεταχµεναι προβοᾶαι τοῦ Φιανύυσματος Ὅ,κ Ὁ, εἶναι: 


δν ὃτξ ὃὲ κ | ὃν δυ 

όα δα δα δα δα δα 
ΑΞ ) 8 5 . ΓΈ 

ὃν θε 5 ὃκ ὃς ὃν 

ὃν δυ ὃν δυ δυ Ἅὃὅυ 


"δεν, τὰ άιευδύνοντα συνηµἰτονα τοῦ µαδἔτου διανύσματος Ν εἶναι" 


(4) 


Α Β Γ 
συν (Ν,χΧχ) Ξ --γετ- , συν (Ν ή) τ-----τ--τε , σὺν (Ἠ,ὲ)ξ εεττ 
(Νικ) ππεστ, ον (δν νοντς , ον ο νασεστ 
ἛἜαν ἡ ἐπιφάνεια Φίΐδεται ὑπό τὴν µορφίν 2-4 (αυ), τότετ-χίνυ 1 (ιν). Κ.- 
Εἶναι δε: ' 
(5) 


Ἐξίσωσις τοῦ ἐφαπτομένου ἐπιπέδου. | | 

Ἔστω) η επιφάνεια 5, τςχ(αυ) υτυ (ωυ).] αΣ(αυ).κ μαι τυχον οµαβον σωμµεῖον Μ(αυ) 
αὐτῆς ιμαὶ τό ἐφατιτόμενον ἐπίπεδον ταύτης εἰς το Μ. 
"Εστω δὲ τᾶ (Χ, 2) αἱ συντεταρµεναι τοῦ τυχόντος 
σωμείουλ ποῦ ἐφαπτομένου ἐπιπεδου τῆς ἐπιφανείας (8]. 
Σχ.1). θὰ ἔχωμεν προφανῶς τὴν ξξίσωσιν τούτου : 


(- ι).ΝΞΟ (6) η ἀναθυτιιώς. 
Χ- κίαυ) Ὑ- υ(ωυ) ᾖἆ-σξί(νιυ) 


τα μι τς σι οὐ) 


ο ην - ην 


Ἡ όιανυσµατιιµτι Εξίσωσις τοῦ ἔφαπτομένου ἐπιπεόου δά εἶναι προφανώς: 
σε το λ ο μ. ὂν 


.. : , δν  - ' 
ἔνθα λ, µ τυχόντες πραγµατινοι ἀριόμοι 


. Π - ἤ 2 / π- [ Π ͵ 
Εάν ἡ Εξἰσωσις τῶς Επιφανείας εἶναι Ἔ- Ρίαυ] τοτε θεωροῦντεςστα χι ὡς παραλλὰ - 
[ ια) . ὅ » Ἂ ι 
τρ”υς αὐτηγράφεται Ὁξχ νυν (αν). κ. 
ῃ ων ΄ - ΄ ι . - . - / 
θά ἔχωμεν τότε! χΞξ{ 3:50, 2,5ό, (1.0), χι 0, να ᾱ, όν (αυ) 
- 3 [ η ᾿ ῶ- Ῥ '  -ᾱ , ς { υ 
Αντι ιαδιστῶντες εἰς την εξισώσιν (7) τοῦ Επιπεόου “ααὶ ἀναπτύασοντες των Ορ!5ουσον 


χ-ε Υν Ἔ-ε] 


... ὁκ ῃ 5Ο λαμθάνοµεν | 
| ο 4 Φ΄ : 
ν 


α-α-{ (Χ-κ) ὔ (Υ-ν) (8) 


. 


-Ἡ (8) εἶναι ἡ Εξίσωσις τοῦ ἔφαπτομένου ἐπιπέόου. 
Εὰν δὲ ἡ Εξίσωσις τῆς ἐπιφανείας όϊδεται ὑπὸ τὴν μορφὺν Εί(αυ,2)Ξ0,τὸτε ὁρί- 
Ξεται τὸ ᾖ ὡς πεπδεμμενΏω συνάρττισις τῶν κ΄ καὶ 9 μαί Φυναμεθα να μράψωμεν' 


οσα - -- Ες θε κ Εν 
Ότκ. Εα. ἑ θυ . ΕΣ ᾿ 


4 μα . . μ Γ ῃ / ΄ « , 3. ᾗ - 
Ἀντιιαδιστῶντες εἰς τῶν ἐξίσωσιν (6) τὰ ὅ., δι ὑπο τῶν ἐαφράσεων τῶν δε 98- 


ἀαμθάνομεν τεβιμῶς: 


| (Χ-α) ΕΥ 9) ὧν. (2-2)Μ,5ο | 9 


ὴ σὶ -- ον ' μ ῃ ω ς ον κ ' - ί ε 
µ (9) εἶναι ἡ ἐξίσωσις τοῦ Εφαπτοµένου ἐπιπἑόου, ὅταν η ἔπιφανεια ὀίδεται Ὅπο 


τῆς Εξισώσεως Ε(λ,υ,32)Ξ0. 


Παραδείμματα !/3/ Νά εὑρεὸβ ἡ διανυσµατιµη Εξίσωσις τοῦ ἐφαπτομένου ἔπιπέ- 


όου μιᾶς εὐθειομενοῦς Επιφανεἰας. . 


" Λλύσιδ: Ἡ ὁιανυσματιιἠ ἐξίσωσις μιᾶς εὐθειομενοῦς ἐπιφανείας εἶναι 


[ 


τ(υιν)5 ρι)γυα(α) ϱ). 
Εἶναι δὲ, πω5 αρ τυ μ) μαι τΈυ5Ξ 4.ἱ) 


ο. ο μέ ο ὁ ὦ ' ͵ α 
Ὀδεν  ἡ ὁια/υσµατιµΏ ἐξίσωσις τοῦ ἔφαπτομενου επιπεδου εἶναι: 


τπτ παν λ πια” μεν ρω τυ-ᾷ(α) «1 [ορ υ 4, )κμφία). 


1’/ Νἁ εὑρεὸῃ ἡ ἐξίσώσις τοῦ ἐφαπτομένου ἐπιπέόδου ιαθώς μαι το µαθετον ιά - 
νυσµα τῶς ἐπιφανείας ἡ ὁποία ἔχει εξίσωσιν: Ὅ(αν)- Αα. κ υ.) ε (αἳ- υἱ)- Κ εἲς το ση 
μείον ἃ-τ, νυΞ4 

Άνσις. Ἔχομεν: ο) δικα 5 κσικ-κ, Ὅι-]-λυ κ μαι ὍὉ, (1/)-ἰ-ακ, 
ὃν (11) 51 - κ. | | 

Ἡ ΕξΕίσωσις τοῦ ἐφαπτομένου ἔπια  έδοι εἶναι: 

η πα (1). ι (1) Αμ. νο) (11) (τμ): ἡσα, κ. 
τὸ κάδετον διάνυοµα τῆς ἐπιφανείας εἶναι: 


Ὀν (1) κ Όν( ) τς (ο κλίκ ις 
[σι (ο) κ τν (1 1)| ια ος 


πο 


Ἡ δε εξίσωσις τής ααθέτου εἶναι : 


τς (1) λ. Ν ἵνα) -(α-ξ 1) 1 λ) 1ης 1: κ. 


ἡ θέτοντες -λ-τ ἔχομεν : 
στ (1) (1-24) κ (121) 1- κ. 


΄ 


6 9. ΜΗΚΟΣ ΤΟΞΟΥ ΚΑΜΠΥΛΗΣ - ΠΡΩΤΗ ΘΕΜΕΛΙΩΔΗΣ ΤΕΤΡΑΓΩΝΙΚΗ ΜορΦη - γωµία 
ΔΥΟ ΚΑΜΠΥΛΩΗ ΤΗΣ ΕΠΙΦΑΜΕΙΑΣ. 
Έστω τι ἔπιφάνεια τς το (αυ) μάὶ ὍὌα)ς ία), ὐ()) µία μαμπυλπ επ αὐτῆς 


Ὡς γνωστὸν ΄ϐλ. Κεφ 15, 261) «διὰ τὸ τὸξον αὐτῆς ἔκομεν: 


4θ -|άτ(|- άι.ἄτ (ἱ) 


Εἶναι ὅμως : ατ- Ὁ,ι 4ὰμν σι, αν (3) 
η (4) ἂονω τῆς (2) Τράφεται : 


Ξ(πι άνω  Ὀν αυ) - τὸ αμ". 2, Ὁν ἁμαάυκ Ὅν ἄν" (3) 


θέτοντες: ι στ 
| Εξοιττ Ὁ,Ξ Χα ώπνν τὰ ς 


/ 
| 
κε κο. αν Νὺω ὃν "τν .. (4) 


.. 


ᾱ- πιω ες - 


ποε ἡ (3) ρίνεται ἂονῳ τῶν (4): 


| ἄθς Εάνὶι γΕάικάυνώ αυ" (5) 


Ἡ ὁμομενής ὡς πρὸς ἅι, ἄν τετρογὠνιμύ μορφΏ τοῦ 63 μέλους τού τύπου (5) 
μαδεῖται πρώτπ θεμεβιώσης τετραρωνιµΏ κορφηῦ ἡ Υραάμιιιόν στοιχεῖον τῆς 
ἐπιφανείας μαὶ συµθολίδεται μὲ τὸν βωμαϊιιὸν ἀριόμον Ἱ. 

Ἡ τετραγωνικῷ μορφη (1) εἶναι πάντοτε θετιαἠ. Πράγματι ἡ Φιαμρίνουσα τοῦ ἆ- 
νωτερω τριώνυµου εἶναι: 

Ε-. Ε-α- (πι. τν) - τὸ. ντι κ τν) «ο, διότι τό Ὅιχ ἴῳ Ἡ Ο µαδδτι τό θεω- 
τς ρηδὲν σημεῖον τῆς ἐπιφανείας ἔχει ὑποτεὂδΏ ὁμαᾷόν. 

Εάν 5ητοῦμεν νὰ ὑποβογίσώωμεν τὸ µΠιος τόξοι τὸς νραμµής πξα() υξ υ()ἆᾱ- 


πό τὸ σημεῖον Μ(4:) μέχρι τό σημεῖον Μ (1), τότε ἀπο. τόν τυπον (5) Δαμθάνομεν: 
τ 


ο. { ν Ειω νοξαυναυ 


ἓς 


(6) 


ῃ 4 . { - . 4 . ς Ἄ « -- . 
Τά δὲ τὰ µήιτι τῶν συντεταμμένων παμπυᾷων εὑυωολως εὑρίσμομεν Οτι εἶναι: 


(1) 


τά μερέὃδτπ Ε, Ε,α ὅπως ὠὡρίσόπσαν ὑπό τῶν τύπων (4) ικαλοῦνται θεµμεδιωστ πο- 
σα πρώτης τάξεως. 
Λαμβᾶνονιες ὑποψιν τοὺς τύπους (4) ααδώς ααί τὸν τύπον: 


[κ ον ος πο ιτ) - (αι τι), δὰ ἔχωμεν : 


[ειν ον |-ν Ε-α-ε' | (8) 


Ἄς ὑποδέσωμεν πόπ ὅτι ΔΕ εἶναι ἔ- 
να στοιχειώδες χωρίον ἐπί τῶς ἐπιφσ- 
: , ͵ . 
νεἰας φρασσοµενον ὑπό τῶν ν - γραμ: 


Π - ! . - 
µων͵, ητοι τῶν αᾱ μαὶ ἁ «σι μαίὶ τῶν 


Σχ. 


- ὧλ/ ὧν . 
µ. - γραμμων ο Πτοι τῶν υ μαι νν σω. κ 


(61. Σκ.!). ατα μίαν Πρὠτην προσεγρισιν τὸ χωρίἰον τοῦτο ὀύναται νὰ δεωρηὸδῇ ὡς 


ἕνα παραΔΏτιδόνρραμμον τοῦ ὁποίου αἱ πᾶευραί εἶναι τά διανύσματα ΔτιΞ Ὁιαάν, 
Δε,- Ἐνάνυ. Ὑποδετοντες όµ20, 4ἄυ 2Ο τό Εµθαδὀν Δ5 τοῦ ἀνωτέρω. παραᾷδτιᾶο- 


μράµμµου, τό ὁποῖον μαᾶοῦμεν μαὶ ἐμθαδιιόν στοιχεῖον τῶς ἐπιφανείας δά εἶναι: 


Δ5-|ΔτικΔτ,|- [τικ πι] ἁμαυ- /Εᾶ- Ε  άμάυ (9) 


Οὕτω τό ἐμθαδόν 5 τό ὁριξόμενον ὑπό τοῦ χωρίου Ε ἐπί τὴς ἐπιφανείας 


Ός τ (ιν) εἶναι τὸ ὁιπδοῦν ὁἁοιδήρωμα" 


/ 
ῤ 


(ιο) ὅπου } εἶναι τὸ χωρίον μεταθολᾶς τῶν αυ: 


ο Εἶναι ἀξιοσπμείώτον ὅτι ἡ γωνία ἀύο μαμπύλαν ὁιερχομένων ἀπό ἕνα. ὁμκαᾷλόν 
σημεῖον μιᾶς ἐπιφανείας ὀύναται νὰ ὑπολονισὸῇ συναρτὰσει τῶν συντεᾶεστῶν 
Ε,Ε,ά τῆς πρώτης θεμεΔιώδους τετραμωνιαἠς µορφής Ἱ. Πράγματι! 
θεωροῦμεν όύο μµαμπύᾶας τὴς ἐπιφανείας, αἱ ὁποῖαι ὀρίδονται ὑπό τῶν ἐξισώσεωαν: 
ατα, (1), υξυ (3) 1αι αξα,(τ), υ5ξ υν (τ) 


τοιαῦται ὥστε, Ἡ,(ο)Ξ α, (ο), υ, (ο) Ξ υ, (ο). 


κ , « ͵ , ς , - ὁ , 
τὰ ἐφαπτομενα ὁιανύσματα τούτων ὁρίδονται ὑπὸ τῶν τύπων: 


ασ ἄω, αὖὐ, 
αν αν αν το 
11) 
ατ αν ' αμ. ανν - ( 
ατ ντ τω οσε ον 
Ἐντεῦθεν, ή γωνία τούτων θά εἶναι: 
συνφς-- ο νο ἢ 
ντ) (σι . 
σα, αι αν, αμ. ἁνι :3ὺ. ἅὺυι 
πες αι .ΣΕ(ᾷς ατα αι σααἲ ᾱτ 


συν ᾧ'- 


(13) 


/Εε(α) Μ2Ρ.31" αν αν ο (δα) ν/Ε(Ξ9)) ΚΕ: ἔτι πο να (ν) 


Ἐν τοῦ τύπου (13) προιύπτει ὅτι, ἵνα τέµνωνται Ἰιαδέτως αἱ όύο παραμετριιαὶ ψραµ-- 
μαί τῆς ἐπιφανείας ἀριεῖ να ἔχωμεν : 


Εαι,σι,-- Ε(σω,άυιιάι, ἄν) αυ, όυ,Ξο. (4) 


εκ. 


Προφανώς ἔι τού ἀνωτερω τύπου οἱ ουντεβεσταὶ Ε,Γ,6 εἶναι ἰωανοιί ὅια τὸν προσ- 
όιορισµον τὴς ψωὠνίας τῶν παμτιυΔων. Εἰς τὴν περἰπτωσιν που ἀαμόάνομεν τὰς οὐντέ- 
ταγμένας χραιικάς τὰς ἐπιφανείας α- σταθ, υ-σταὂ τότε τὰ ἐφαπτομενιιια 6ιανι)- 
σµατα εἰς τὸ σημεῖον τῆς τομής δυο συντεταγμένων) χραμιῶν θά εἶναι τω ὃν 


μαί ούτω ἡὶ γωνία αὐτῶν εἶναι: 


Ἓά τοῦ τύπου (15) ἔπεται οτι: αἱ συντεταμµεναι χρ αμμος μιᾶς ἐπιφανείας τεµνον- 


ται μαθετως ( ὀρδογώνιον δίατυον) εάν, µαὶ µονον ἔαν, Ἐξο, δι οᾶα τὰ σημεῖα. 


τῶς ἐπ ω-είας 


Λαμθανοντες ὑπ'όψιν τον τόπον (8) ικα! ἐπειόη είναι [."σικ Ὃλ- | τω[ | τν πμφ, δά ἔχαμεν τελικώς: 


Παραδείγματα Ί/ Να εὑρεὂῃ ἡ πρώτπ Θεμεήιώόης τετραφωνιμΏ μορφή τής Επιφς.- 
Ἰγείας τῆς σφαίρας υαθδώς μαὶ το ἐμθαόζμον οτοιχεῖον αὐτῆς. ' 

λύσις: Ὡς γνὠστὸν αἱ παραμετριιαὶ ἐξισώσεις τῆς ἐπιφανείας τῆς σφαίρας ᾱ- 
ατῖνος Ὦ εἰς σφαιριωάἀς συντεταµµενας εἶναι: 

χ- Κσουνθηµφ,η- Ἀυμθημς, Σ- Κσυνφ ὅπου 
0ΟΞΘ6Ξς2ΗΠ 0ΟΞΦφς π. (6λ.Σκ {) 

ἵἩ διανυσµατιιη ἐξίσωσις ταύτγις εἶναι: 

κ - Κσυνθημοίἱ -- βΒημθημφ.] « Ἀσυνς. κ. ὅπου αἱ 


παράμετροι εἶναι αἱ  μαί ᾧ 


Εἶναι: τι- -Βημθημφ.ἰ «Εβσυνθημφ.]το κ - -- . 
ια Εσυνθσυνφί «βπμθσιωφ | -Κημφ' κ 
μαι ἡ Ε «- κ. Ξ(- βημθημφ.ἰα Κσυνθητμφ.]- ο κ)' Ξ ρ)ημ.Φ. ' 
ΕΞ τι. τς" 0 .. 
-- -ᾱ - τι - ΄ βσυνθσυνφ.ὶκ βημθσυνφ.] Απμφ.κ)- κ' 
Ὅδεν, ΄.. [-αθ- Εημφαθ', β αφ .. 


Δί συντετα: µεναι χρεµµέαί τέμνονται 202.) ως οτι Ἐξο 


9, 


το ἐμθαόιιμον στοιχειον εἶναι Δδ- «εά  Ε ἀμσαυ ῥἡ 


Δ5 5 ΜΥ βίτιμ"φ- 0 ἄθαφ- βημφ 4θ ἄν. 
23/ Νά εὑρεδῆ ἡ πρώτη δεμεδιώότς τετραμωνιικη κορφὴ τῆς ἔπιφανείας ἑνός μυ: 


. « η , . ͵ - ο 
αλιαοῦ μυβἰνόρου ααθώῶς μαι τὸ εµθαόιωον στοιχεῖον αυτής 


.: 


ΛύσιΣ: Ἡ ὁιανυσματιατπ ἐξίσωσις ἑνός αυιδιιοῦ κυ- 
Άϊνόρου (6. Σὰ.2) εἶναι: 
τ- Κσυνα ἱ- Κπμια’)ευ-Κκ. 


Εἶναι Ἑς- βπμαί Ἠσυνμ]κοκ, τι ο το)»κ. 


Καὶ ΈΕξτιςαε Ε-τ τν-ο,α- Ὁ-{ 
Ἡ πρώτπ ἂοιπον θεμελιώόης τετραγώνιατι μορφή εἶναι: η. 

Ἱ- ας- Ράιτ αυ 
Ἐπειόηπ ΕΞΟ αἱ συντεταγµένα. χοαμ ο τέμνονται: παθέτως. Τὸ ἐμθαδικόνστοι- 


χεῖον τῆς ἐπιφανείας εἶναι: 


Δ5- νεΕα-εὶ' ὅμαυ π Δ5- νῃβὲ]- οόωου- Κοιαυ. 


30/ Νά εὑρεδῃ ἡ πρώτη θεμεᾶΔιώόης τετιραμώνιμή µορφή τῆς ἐπιφανείας µε ἐξίσω- 


σι ὁ5- {{(τ,ν). 
Λὺαις: θεωροῦμεν τά χ͵ι ὡς παραμέτρους, οτε ἡ διανυσµατιωη εξίσωσις τῆς ἔτι- 
Φανείας γράφεται: Ὁ- α.ί1ὐ.)9ὁ (κιν). κ. 


Εἶναι : τι εδ κ, ιν κ. 
μαὶ Εξτις (ιν κ) κ, τι ντ (κό κ) δν: κ)ςόκ ἐν 
μαὶ α- Ὁ)- (1 κ) τάς. 

δεν, [ -αθ᾽- 4 εδ.) αχ «2: 4 ὁ ἄχαάν - (119) αν”. 
45/ Νά εὑρεδῇ ἡ πρώτη θεµελιώόης τετραρώνιµτΏ µορφή τοῦ ἐπιπέόου τοῦ Φιερχο- 
µένου διὰ τοῦ σηµειου Το μαί παραλλήλου πρὸς τὸ µοναδιαῖα διανύσματα ἃ μαί Ὁ 
(ὅτλ Ι8ΙΞΙ5| 51) 

λύὐσις; Ἡ διανυσµατιιηΏ Εξίσωσις ιού θεωρπδέντος ἐπιπέόου Όά εἶναι: Ὁ- ελα. υ 8, 
ὅπου αυ παράµετραι Εἶναι τ-ἃ, ,- Ρ μαι Ε- ι-ᾱ ἃ- ἂ-|α[-{ εξτ τ -ᾱ Ὁ- 


[ὰ |.) συωνωξςσυνω μαὶ ο-π.ΞΡ0Ρ- ΙΒ 51 


ὅδεν, η πρώτη δεμελιώότς τετραγωνιιΏ µορφή εἶναι: 
]- αἆθὶ- αι" «2συνωαισυ κ άν]. 


Ἡ γωνία τών συντεταμµένων χραμμῶν τῆς ἐπιφανείας εἶναι: 


Γ συνω 
συονό - Ἑ το Ἕσυνα) . 
ΝΕ ντ 4 
τό ὀίωτυον τῶν ουντεταγμένων γραμμῶν εἶναι ὀρθορώνιον ξὰν συνω-ο ἤ ω- 


όὅΏλ. τὰ διανύοματα ἃ καὶ Ὁ εἶναι καδετα μεταξυ των. 


55/ Νὰ εὑρεδῃ ἡ πρώτη θεμεΔιώόης τετραµωνιαἠ μορφή τῆς Ἐπιφανείας ἕα παρι-. 
στροφής πέριξ τοῦ ἄξονος οξ,τῆς ὁποίας ἡ ἐξίσωσις εἶναι τ-ραυνθ.ἰ«ρηµθ΄]νό(ϱ) κ, 
ἔνδα 4(ϱ) µία παραμωρἰίσιµος συνάρτησις τού ϱ. 

Λύσις: Εἶναι τ,- συνθ.ἰγπμθ.{- {():Κ, όν “ρημθ/ἰ»ρσυνθ]νο: κ. 
αμα Ε-τρ- {4 ὁ΄ (ϱ), αρ. Ἔ5ο κ 


δεν, ] - αξὶ- (19 {ϱ)) 4ρ'« ρ' 4θ', | 


64. ΔΕΥΤΕΡΑ ΘΕΜΕΛΙΩΔΗΣ ΤΕΙΡΑΓΩΗΙΚΗ ΜΟΡΦΗ 


Ι. Ἐστωπ ἐπιφάνεια Ὁς Ὁ (0) μαι (ο - σ(κ(6) υ(6)) η ὁιανυσματική ἐξίσω- 
σι µιᾶς υαμπύλης ἔπ αὐτῆς, ὅπον 6 εἶναι τὸ προσηµασμµένον µΏιος τοῦ τόξου 
τής μαμτύδης. 

Ἔσιω Κ ἡ παμπυβότης τῇ» υαμπυᾶτις εἰς τὸ σημεῖον Μ αντιστοικοῦν εἰς τήν 
πιµην ϐὁ τοῦ τὀξου. Συμφώνως τρός τὸν τύπον τοῦ Ἠοηθὶ ὃα ἔχωμεν: 


1 : 
-ᾱτ , ἆ νο κν (1) Ἡ 


α ἀΞ) . α , ’ » 

κν -ᾱς (ας) "ασ (τς ἡν τοῦ) 

κν (τις ὑμτοι Ὁ) ἄ ντι ἃ ε(σς ἃτ τι 0) Όνπις ὃ ἤ 
Κιν τι α 1 ἆ-ὐ ἕπμιῦ πμ ς (1) 


Ἱολδαπθασιάδοντες ἔσωτεριιῶς τὴν ἰσότητα (2) ἐπί ΝΞ σπη » όλ. ἐπί.τό α-- 
μα. 


Ναδιαῖον πιαθετον ὁιάνυσιια τῆς ἐπιφανεία5 ἀαμθάνοιεν : 


κ.(ν’ Ν)Ξ (ο Ν) ἄ "γα (οι, Ν) ἡ ὑ τις Βλ) (ος Επ) ἄν η) ο (9) 
Εἶναι Ὁ;ΗΞ0 μαίΐ τ. ΝΞΟ (4). Διά παραγωγίσεως αὐτῶν τῶν δύο τελευταί- 
ων ἰσοτήτων ὡς προς κ μαὶ υ Δαμθάνομεν: 
ΌωΝ κ ΝμΞο, ὅιν ΝΣΤΓΝνΞ-0 
(5) 
ἴωντο ΝςΞ- ο, Ὁις Ἡ κ Ἐν ἩνΞ ὂ 
Ἐκ τῶν ἰσδοτήτων (5) Δαμξάνομεν τὰς ἰσότητας: 
[ 
Ὃω σμ" Νω; Τυυ "5 - Ὃν Νν, ων πστσ ες "ντ ὃν Ν,) (6) 


μότ ἄς Θέσωμεν : 


(5) 


ει ͵ , - ι ῃ 
Ἡ ἴσοτηως (3),ἂόνω τῶν (4) μαἱ (7),ίνεται: 


. 5 πι 


.. ἹαωανἸΜαμαάυν Ηάυ” 
κ (ν Η) Εαι" }Εάμάυ  ἀαυ3 (6). 


Ἡ ποσότης | ἁι:χ 1Μαάµάυ κ Μάυ' μαβεῖται ὁευτέρα θεμελιώδης τετραρωνι- 
ντ) κκορφῦ μαὶ συμθοᾶδΐδεται µέ τόν Λατινιμον ἀριδμὸν Ἡ, τὰ δε },, Μ, Ν ααλοῦν- 
ται θεμεβιώό ποσα ὀὁκυτέρας τάξεως. 

Ἄς ὑποδογίσωμεν µέ τν θοήθειαν τῶν τύπων (7) τὸ ψινόµενον - α Ν: ἅ τ. Ἔχο- 
μεν.-άΝ. άο--- (Ν,όμςΒιάν). (αι ἁμν τι αν)Ξ- Να τωσν (Νο Βν τι) ἄν άν -- Ἡν Ὃν άυ 


κ/[αι"-«2Μάµσυικ Ἠσαυ" 


Ὅδεν, | ι αμ -21Μάμαάυ κ Ν αυ" -- ἀν.ατ | (9) 


/ ῃ ῃ , , - , / - ΄ ΄ μας, 
{) Δεν πρέπει νά νίνεται σύµχυσις τῆς ποσοτηΏτος Ν κετα τοῦ καθότου διανύσματος Ν ἐπι 


” 
τήν ἐπιφάνειαν. 


ἘΕὰν ὃ εἶναι ἡ ψώνία µεταξυ τῆς αθετου τῆς ἐπιφανείας ααὶ τῆς πρώττις κα- 
θετου τὴς μαμπύζης (Φ(81.Σ.1) αἱ ἐάν θέοω- | 
μεν Κ,Ξ Κ(ν.Ν)Ξ Κ συνθ, (10) τὸν ἀριὸμὸν κ. 
μµαλοῦμεν κάθετον κπαμπυβότητα πτῆςθδεωρη. 
δείσης ααμπύᾶτς εἰς τὸ σημεῖον Μ. Ὁ τύπος (8) 
πράφεται;͵ 

έν ἰ αμ  2Μαµαάνς αυ Ἡ (11) 


Εαμ" 2ΕάμάυκαάυΣ 1 


Διά τὴν θεωρηθδείσαν καμπύλην (1) ἐπί τῆς 


ἐπιφανείας ὁπλ.τὼν τ- (α(8),υ (ϱ)) ὁ λόγος 


(119) νράφεται ια οὕτω: Σκ. 4 
- . (6) νομ.(ν) (ος ο ι 
Ε(λ) «τε (88) (8η) ς κ 
Παραττιροῦμεν ὅτι, ἡ αάθετος μαμπυάόττις ἰκ ὧς μώΦΑ Ἡ τῶν ᾱ- ναι τμ 


ἡ ῃ - , , { ῃ , 3 : ' ΄ 
ἐξαρτᾶτσι µονον ἆπο τον ἂόρον (51) (ον ὁπλ. ἀπο τήν ὀιεύθωνσιν τῆς ἔφαπτο- 
αέ ἀδ) ᾽ 
µεντις τῆς (τ) εἰς τὸ σηµεῖον Μ. Ἐπὶ πλέον θεωφρουμένηΏ ἡ ἰς, ὧς συνάρτησι5ς 


πῶν πρώτων καὶ Φευτέρων θεμελιωόῶν μερεδῶν Εξαρτᾶται µόνον ἀπὸ τὼν δε- 


σιν τοῦ σημείου Μ ἐπί τῆς ἐπιφανείας. 

Επειδή ἡ μορφύ 1 εἶναι πάντοτε ὀετιμήι, ἔπεται Έα τοῦ τύπου (11) ὅτι ἡ µάθετος ιια- 
πυδοτως Κ., εἶναι Όετιωπι, ἀρνΏτιιιὴ ῇ μηδὲν ταυτοχρόνως μετὰ τῆς δεμεΛλιωόουςμορφηῆς ᾷΠ. 
ἙΕμ τοῦ ἀνωτέρω ἔπεται ἡ μἀτωδι. 

Πρότασις Χ-4-1. Πᾶσαι αἱ μαμτὺᾶαι αἱ διερχοµεναι ἄν ἑνὸς σημείου Μ μιᾶς 
ἐπιφανείας αἱ ὁποῖαι εἶναι ἐφαπτόμεναι πρός μίαν ααμπύᾶτν (γ) διερχομένην 
διὰ τοῦ σηΏμείου Μ ἔχουν τὴν αὐτὴν ιάθετον ἁἅαμπυβοτητα εἰς τὸ Μ. 


Σχετιικ(ῦς ἴσχνει παὶ ἡ ἁάτωδι : 


᾽ υ ' - [ 4 4 
Προτασις Χ- 4-2. δυο παμτυλαι μιᾶς ἐπιφανείας ἔχουσαι τὴν αὐτὴν ἔφατιτο- 


ῃ νε 4“ , . [ - αὖς ῃ - . Π ” 
μένην καὶ πρὠττν µαθετον εἰς ἕνα σημεῖον τῆς ἐπιφανείας (ουνετιῶς ἁαὶ τὸ αὐ- 
το ἐγγύτατον ἐπίπεδον ) ἔχουν τὴν αὐτὴν μαμπυᾶδότωτα εἰς αὐτό τὸ σημεῖον. 


Ἀπόδειξις- Ἐφ ὅσον αἱ ιιαµπύλαι ἔχουν την αὐτην ἐφαπτομένων ιωαί πρώὠτην ά- 

Όετου δά ἔχουν τὸ αὐτό ἐγγύιατον Επίπεδον ιιαί ὡς ἔμ τούτου ἡ γωνία θ- «δ(Νν) εἷ- 

ναι ἡ αὖτπ δι ἀμφοτέρας τὰς καμπύβας. Ἐπὶ πλξον Κ. --ᾱ- μαί ἔφ ὅσον Έχουν την αὖ- 
την ἐφαπτομένην, ὁπΛ. τὸ αὖτο (ον Ἀ): (9 9) ἕ ἔπεται ὅτι ή αάδετος μαμπυᾶσττς -. εἶναι 
αὐτὴ ὁὲ ἀμφοτέρας τὰς ο - ματὰ συνέπειαν δὲ υαί  µαμπυβότης αὐτῶν 


( 
ᾖ 
κ- ης εἶναι ἡ αὐτη δί ἀμφοτέρας τὰς παμπυδας. 


Π. Ἐὰν μία τυχοῦσα ιἀκαμπυᾶτ (}γ) μεῖται ἐπί μιᾶς ἐπιφανείας διερχοµενη οἱ ἑνός ση- 


µείου Μ αὐτῆς τὸ Επίπεδον τὸ περιέχον τήν ἐφαηπτομένην μαὶ τὴν πρὠτην τκἁθετον π 


ταύτης εἰς τὸ Μ (ἐγγύτατον ἐπίπεδον τῆς ααμπὺᾶτις εἰς τὸ σημεῖον Μ} 8α τεµινΏ τὴν 


ω Ν 5 : . . ῃ 1 ο 3 , αυ. ' κ.ε ᾿ δή 
Επιφάνειαν μωατὰ μίαν Επἰπεόον πμαμπυᾶηων (Ἡ) ἔχουσα των αυτων Εφαπτομεντιν ἀαι . 


τὸν πρὠτην κάδετον μετὰ τὴς ο). Οὗτω ἡ τπροηω,ουμενΏ πρότασις άνανει τὸν δις 
ρεύνησιν τῆς μαμπυᾶοτητος μιᾶς τυχούὺσΏης υαμπυᾶτις Επὶ μιᾶς Επιφανείας εἰ 
ἕνα σημεῖον, εἰς τῃν µεᾶέτην τής μαμιπυβότητος μιᾶς ἔπιπεδου τομΏ Σα τὴς Επιφανει - 
ας ὁιερχομένης διὰ τοῦ σωµεὶου αὐτοῦ. 

Καλοῦμεν ικάθετον τομτὶν μιᾶς επιφανείας εἷς ὁοθὲν ατιμεῖον Μ αὐτῆς τὴν τοµΏν 
τής ἐπιφανείας υπό ενός ἔπιπέδου διερχομὲνοι)ῥιὰ τῆς ααθέτου τῆς Εἐπιφαονείας εἷς 
τὸ θεωρηθὲν σημεῖον. Υπάρχει προφανώς µία ιοῖα καθέτων τομῶν τῆς ἔπιφα: 
νείας εἰς ὁοθέν σημεῖον Μ αὐτῆς. Μία τομή ειδιιῶώς ὀύναται νὰ ἰαδορισὸτ ἀτοσὶ- 
Φοντες µίαν ὠρισμένην ἐφαπτομενιαών ματεύδυνσιν επὶ τοῦ εφαπτομένου ἔπιπέσδσου 

τον ὰ [ νο η κι ἄν ς , . 
τῆς ἐπιφανείας ὁπλ. εάν ἁαθορίσωμεν τον Ίορον ἵναμ, Ἡ τιρώττι ἀάθετος ν τῆς τία- 
θέτου τομῆς τὴς ἐπιφανείας 9ὰ εἶναι ἴσω Ὦ ἀντίδετος µετά τοῦ ααδέτου διανύσμα- 
τος Ν τῆς ἐπιφανείας τιαὶ ὡς ἔα τούτου ἡὶ γωνία 6 τῆς πρώτης παθέτου τοµῆς μαι - 
τοῦ διανύσματος Ν 9ά εἶναι 0 Π Π,ὅτεσυνθ-«ᾖ. 

Καβοῦμεν πᾶαμίαντομην τῆς ἐπιφανείας εἰς τὸ στιμεῖον Μ υὰδετομἡ τῆς ἔπι- 
φανείας μὲ ἐπίπεδον τὸ ὁποῖον διέρχεται ἀπὸ τὸ Μ ιαί δὲν περιἔχει τὴν ἁαθετον 


ὡς ) . 8 : ον 
τὴς επιφανείας ειςτο σημεῖον Μ 


Π. Ἔστω (πχ) µὶα τυχοῦσα κπαμπύυᾶΏ ἐπὶ μιᾶς Επιφανείας διερχοµέντι διὰ τοῦ ση- 


« έ Π [ ϱη ο « ς ς 
µείσυ Μ αὐτῆς. Ἡ αἁΦδετοςτομᾗἡ Ἀντιστοιχοῦσα προς τῶν παμπυᾶτη (3) ὀρίδεται 


ως ἡ αάθετος τομὴ τῆς ἔπιφανεὶας Ἔχουσα αοινὴν Εφαπτομέντην μετὰ τῆς (1) εἰς 
τὸ σηωμεῖον Μ. 

Ἔσιω κ ἡ μαμπυδότης τῆς (7) εἰς τὸ Μ ιαὶ { ὁ ιαμπυβόττις τὴς ἀντιστοίχου 
ιαθξτου τομῆς. Ἐπειδὴ αἱ ααμπύᾶαι Έχουν τὴν αὐτὴν ξφαπτομένην ἔπεται ὅτι ἕ- 
χουν τὸ αὐτὸ ἁὔ/άι μαὶ συμφώνως πρός τόν τύπον (14) δὰἀ Έχουν τὴν αὐτὴν κάδε- 
τον ἁαμπυδότητα Κ.. Συνετὼς Θὰ ἔχωμεν Κας κ συνθ-{ συνᾳ (9), ὅπου ϐ εἶναι 
Ὅ γωνία τῆς πρώτης µαδέτου τὴς μαμπύᾶης μετὰ τοῦ µαθέετου διανύσματος ἢ 
της ἐπιφανείας μαὶ ὁ ἡ γωνία τὴς πρώτης μαδέτου τῆς μαθέτου τομῆς µετά τοῦ Η. 


Είναι ὅμως ςφξο Ὦ Π ααὶ ὡς Εα τούτου τὶ σχὲσις (6) δίδει: 


Ἔα τοῦ ανωτέρω τύπου ἔπεται τὸ υἁτωδι: 


θεώρημα Χ-ά-{. (Μευσπίεγ). Μεταξύ τῆς προσηµασµένης ααμτιυβότητος τῆς ααθξ- 


του τομῆς μαι τῆς τα, πυδότπτος μιᾶς πᾶαγίας τομῆς ὕ χενιιῶς μιᾶς οἱ ασόύποτε 


ἐπιφανειαυὴς μµαμπύλης ἡ ὁποία ἔχει τὴν αὐτὴν ἐφαπτομένων µετά τὴς παθέτου 
τομῶς ὑφὶοταται ἡ σχἐσις (2). 

Ἐάν Α μαὶ ἃ εἶναι ἀντιστοϊκὼς αἱ αμα ἃ-- τῆς θεωρηθείσης κα- 
μπύᾶης (Υ) τὴς Επιφανείας μαὶ τὴς ἀντιστοιχου ικάέτου τοµῆς,τότε ἐμ τοῦ τύπου) 


Δαμθάνομεν ’ 


ἝἛν τοῦ τύπου (3) συνάνεται ὅτι: ἒε ὅδων τῶν εἰς τι σημεῖον επιφανείας πλαρίων 
τομαν, τὶ ιαμπυᾶτ ἡ ἀντιστοιχσῦσα εἷς τὴν ιἀάθετον τομΏν 
ἔχει τὴν μεμαλυτέραν αμτῖνα μαμπυᾶότητος. 6 
τὸ Ζχήµα } μᾶς δίδει μίαν ἁπᾶῆν ψεωμετριαἡν µατασκευ: 
ὖν τῆς ἀωτπῖνος καμτιυΔότητος τομῆς κδίσεως θ ὡς πρὀς 
τὺν μάδετον επί τὴν ἐπιφάνειαν. 
Σκ.ὁ 


Ἔϊι, τοῦ τύπου (1) τῆς ὑπο-δἩ διὰ Φ-ο ἡ Π Δαμόάάνομεν: 


3 ε ς ᾗ ῃ μα ͵ 4 ῃ 
Κα  ὑτοι. Ἡ ιάδετος μαμπυᾶδότης {σοῦται ἀποᾶνύτως πρὸς τὸν παμπυβοτητα 
3” πμαοστος Ἱαμτπυς τι» ος η 


μιᾶς ιαθέτου τομῆς. Εις τὸ ἑξῆς θὰ συμφώνοῦμεν νὰ Όξτωμεν τὸ σημεῖον (-) όια 
τὸν {,, ὅταν ἡ πρὠτω ιάθετος τῆς μαδέτου τομῆς εἶναι ἀντὶδετος πρός τὸ αάθετον 
διάνυσμα τὴς ἐπιφανείας Ν. Δί αὐτόν δὲ τὸν Ἰόμον δά τὴν μααᾶοῦμεν μαὶ προσηµα 
ομένη μαμπυβότυωτα (Ὁ τπροσηµασμµενη ἀμτῖνα υαμπυᾶότητος) αθέτου τομῆς 

Λ 


- [ ιν . 3 η 3 [ [ 1. { η Π 
Παφιστώντες δε ὣς μαι ανώτερα) εσηµειωὸηπ µε Κ η ο. την προσηµασµενΏ -ωα- 


ῃ -- [ ιό . { ῃ - , δα ες , ς’ 
μπυᾷοτητα τῆς παθετου τοµῆς Θα Εχώμεν ὡς συνἔεπειαν τοῦ τυπου (11) τῶς ὑπὸοδῖ οτι. 


ο ος ια 2Μαμάυν Ηάυ” 


--- 5 4 
β Ἐαως2Εθωόυν ααυῖ (4) 
Εἰδιιιῶς εἰς τήν περίπ ν τῆς ίρας µία απὰὸ ο ὰ 
ιο 11ο) ις τον επταω σι οφαιρα . ετος 
ων 
τομὺ εἶναι ἕνας µέχιστος ἀὐύιᾶος μαὶ ἐὰν δάθωμεν ὡς «α- να 8 


μπύᾶτν (Υ) ὄναν πὐὑιμᾶον ἐπὶ τῆς σφαἰρας τότε ὁ τύπος (3) 
ἐφαρμοδόμενος εἰς αὐτην τὴν εἰδιαΏν περίττωσιν ὀΐδει τῶν 
Ῥνωστήν αχέσιν ποὺ ὑφίσταται µεταξύ τῶν ἀμτίνων ενός μενἰ- 
στου μαὶ ἑνός μιιροῦ ιύὐμᾶουτῆδαφαϊίρας (61.2χ.3). 
π 
Παραδείµματα . θεωροῦμεν υ οικίραν ἀατῖνος Β µε Εξίσωσιν : 
χ-(Ἀσυνθπημοφ).. ν(ΏΒημθτημφ)-]) (Βσυνφ) κος θς2π, Οςφςπ. 
Νά εὑρεὸῃ ἡ πααμπυβότης μιᾶς µαθετου τομῆς. 
ΛύσιΣ: Ἔχομεν: Ἔρτ- (8ημθημς).ἰ»ν (Κσυνθημφ).) 
ζ, - (Ἀσυνθσυνφ)ἰν (πημθσυνφ))-(Κημφ).κ 
προ -- (Κσυνθτυμφ)ἱ- (Κημθημφ){ 
Όρο -- (Βπμθ συνφ).ἰ {- (Εσυνθ συνφ) ] 
ορ - (Εσυνθημφγὶ- (Κημθπμφ)]- (πσυνφ).κ 
Εἶναι δε, Ἐ- ἅρ- ΚΕ ημϕ, Ε- τρ τ-ο, ᾱ- το κ' 


χοκτᾳφ 


Τὸ δε αάδετον διάνυσμα ΝΞ στο ος (συνθηµς)ἰ- (ηµθημφ) }-- (συνφ) κ. 
ον 9 


Ὁμοίως, 5 Όρο Ν- Κημφ, Μ- ἴο, Ν:0, Σω ΝΞΕ. 


δεν κ. -- -4θ1µάθάφε Μάφ' .. Ἑπμ'φάθ" κάφὶ | 


ᾱ-. τι Ἕτ ----- - 


Εάθ3"/- 2ΕαάθάΦν ἄαάφ- β.ημ΄φαθ" η αοί Ἡ 


"Εντεῦθεν Κ, - σταθερά -ε εἰς ιιὰθε σημεῖον ααὶ διὰ ιὰθε μµατεὺὀυνσιν. Αυτό ἕ- 
παδηθεύει τό γνωστόν, ὅτι, ωάδε αάδετος τοµη σφαίρας εἰς μάθε σημεῖον αὐτῆς εἷ- 


ναι ἕνας μέγιστος αύμᾶᾷος μὲ ἀμτῖνα Ἴση πρὸς Χ. 


65. ΕΛΛΕΙΠΤΙΚΑ- ΥΠΕΡΒΟΛΙΚΑ: ΠΑΡΑΒΟΛΙΚΑ ΣΗΜΕΙΑ ΜΙΑΣ ΕΠΙΦΑΜΕΙΑΣ 


Ἔστω Ἱ-πί(αυ) µὶα ἐπιφάνεια 5, Μ ἕνα σωμεῖον αἀξίμενον ἐπαὐτῆς ααὶ Ῥ ἑνα ση- 
μεῖον εἱμενον εἰς μίαν περιοχήν τοῦ Μ. Ἔστω δὲ 
ᾱ- ΜΡ.Μ τὸ µέτρον (σχετιιιὀν) τῆς προθοᾷΏ5 
τοῦ ΜΡ ἐπὶ τοῦ µοναδιαἰου διανύσματος Ν. 
Παρατπροῦμεν, ὅτι το εν ἂθνῳ µετρον α ὃα εἷ- 


Π Ὑ , 3 ῃ π { 
ναι Οετιιιόν Ώ ἀρνητιικόν ἐξαρτώμενον ἀπό 


τὴν θέσιν τοῦ σημείου Ῥ ὡς προς τὸ ἐφαπτό- Σχ. { 

µενον ἐπίπεδον τῆς ἐπιφανείας εἰς τὸ Μ καί ἐπὶ πλέον ἡ ἄπόβυτος τιµῆ |άἱ παρι- 
στᾷ τὴν ἀπόστασιν τοῦ Ῥαχότο ἐφαπτόμενον ἐπίπεδον τής ἐπιφανείας εἷς το Μ (8λ.Σκ. /). 
Ἠόπῃ ἂς ὑποδέσωμεν ὅτι τὰ οημεῖα Μ μαι Ρ εἶναι τὰ σημεῖα τᾶς ἐπιφανείας ζ-ζ(ωυ) 
τὰ ὁποῖα ἀντιστοιχοῦν εἰς τὰς τιµάς αι (ωκαυ, υν ἀν). Συμφώνως δὲ πρὀς τὸν 
τύπον τοῦ Ταυ ος διὰ διανυσμµατιικάς συναρτησεις ὁὺο μεταθᾶητῶν δὰ Ἐχωμεν' 

(αταα υκόυ)ς (αυ) τἀτίαυ) .. ατιιυ) κο (ἀμιαυ") 
Οὕτω, ᾱ- ΜΡ. Ν { ζ(ανάν υνάν);τ (ανν) } ο 


" 


{ ακ(α) .Σ ἁ π(αυ)ο (ιδιάν))] .Ν 


ὴ} 


ἂπ. Ἡν τ αἲτ. Ἠνο(άα κάν.) (8) 
Εἶναι ὅμως  ἀπ.ΝΞΟ (2). Διαφορίξοντες ταῦτην Ἀαμθανομεν α π.νεακ.α Ν- ο, ἓξ 


ἦς ατ.νΝ-- ἁπ.Ν -Ἡ. (9). λόρῳ τῶν (1) μαὶ (9) ἡ (1) γίνεται: 


ᾱ --τ- Π --ο (όμ”. όυ5) (4). 
Ἡ συνἀρτΏησις ρ---- (1 νοΜµυς Ἡ υ3) (5) 


ο... νο 3 - 


7 [ Γ. [ - - ( 3 , , πα 
εἰς τον Ευμδειδειον χώρον μ,ώ,ρ παριστᾷ µίαν ἔπιφανειαν ὅευτερου θαὐμοῦ - 


[ - . Ἂς ; μαμά ώ 
συντεταρµεναι είναι αἱ α,ν,ρ- η σποια ἁαβειται ε)Ρύτατον παραόοάοειόεδ 


ο που  ͵ὐ-. 


τῆς ἐπιφανείας. 
ον 


Ἡ µορφή αὐτοῦ τοῦ ταραθολοειδοῦς προσδιορίδει εἶς ἕναν ὕμανοποιητιαόν ϐαδ- 
μον τόν μορφήν τῆς ἔπιφανείας εἷς τῶν περιοχἠν τοῦ σημείου Μ. Αὐτο τὸ παφαθο- 
Δοειδές µᾶς ὀδηρεῖ εἷς τὸ νὰ διαμρίνωµεν τέσσαρας περιπτώσεις ἐξαρτωμένας 
ἀπὸ τὸ σημεῖον τῆς διαµρινούσης |.Ἡ- Μ” πῇς Φευτέρας Ὀεμελιώδους τετραφω)- 
νωκῶς µορφΏς. 

α) Περίπτωσις Ελάειπτιιῶν σημείων. Μ.Μ]. Ὀ) Ἕνα σωμεῖον τὸ ὁποῖον {ικονοποιεῖ 
τήν σχέσιν ΙΗ- Μ'Σο ιμαδεῖται ἐβδειπτιιὸν. Ἱὁ ἐγγύιατον παραθολοειδές εἶναι ὅ- 
να Ἐλδειπτικόν παραθολοειδέ» (6λ.Σκ. 2(4)). Παρατηροῦμεν ὅτι ἡ συνάρτησι» ῥ δια 
τωρεῖ πρόσηµον δί ὅλα τὰ (ω,ν). Εἰς τήν περιοχών ἑνός ἐλΔειπτιμοῦ σημείου τὶ ἐπιφά- 
νεια μεῖται τιρός τὰν μίαν πᾶευρὰν τοῦ ἐφαττομένου ἐπιτιέδου εἰς αὐτό τὸ σημεῖον 
ναί συμιειριµένως ἐὰν ἴ 2ο ιεῖται πρὀς τὸ µέρος τοῦ Ν, ἐὰν δε «ο μεῖται 
τιρός τὸ ἀντίθετον µέρος τοῦ Ν καὶ ἐπὶ πᾶέον τὸ σχήμα τῆς ἐπιφανείας “ὁμοιάδει, 
εἰς τὴν περιοχών τοῦ Μ µετά τοῦ Ελλειπτιιοῦ παραθολοειδοῦς, Τοιαῦται ἐπιφὰ - 


-- Ανά ͵ “2 ' 
νειαιεῖναιπχ ἡ σφαῖρα, τὸ Ελλειψοειδές, τὸ ἔλδειπτιιὀν παραθολοειδές, τὸ δίχωνον. 


αν 


ὑπερθοξοειδες. 


(ϐ) ἵη- Μμ"κο 


α) ΙΝ- ΜΣ-»0 
Σκ, 2. 


ϐ) Περίπτωσις «Υπερθολιιών σημείων :{.Ν- Μ΄κϱ) ἛἝνα σηΏωμεῖον τῆς ἐπιφανείας µα- 
Δεῖται ὑπερθοδιιιόν, δὰν Ι.Μ- Μ'«ο. Εἰς αὐτὴν τὸν περίπτωσιν ἡ συνάρτησις ϱ ὡταν- 


ἄρτησις τῶν μ,υ εἰς τὸν χῶρον παριστᾷ ἕνα ὑπερθολιικὸν παραθολοειδές (612κ 1). 


Εδώ ὑπάρχουν δύο Φιακξεµμριµεναι γραμμµαί ἐπί τοῦ ἐφάπτομένου ἐπιπέδου ὅιερ- 
χόµεναι ὀιὰ τοῦ σημείου Μ ααὶ αἱ ὁποῖαι χωρίδουν τό ἐπίπεδον εἰς τεσσαρα τµή- 
µατα εἷς τὰ ὁποῖα ἡ ϱ ἐναλβάσσει πρόσηωµον (ἄπο θετιιιῃ ἀρνητιμή μαὶ ἀντιστρὸ- 
φώς). Ἐπὶ τῶν ὁὺο γραμμῶν αὐτῶν 9ά εἶναι ϱ-0, ὁπᾶ. |. (9). 2Μ (4) Ηςο. Εἰς των 
περιοχἠν Ἑνός ὑπερβολιιιοῦ σημείου ἡ Επιφάνεια μεῖται ἀμφιπδεύρως τοῦ ἐφατιτομέ - 
νου ἐπιπέόου, ὡς δειινύεται ιὰαὶ εἷς τὸ Σχήµα 9(8) μαὶ εἰς τὴν περιοχἠν τοῦ ελλει- 
πτικοῦ σημείου Π Επιφάνεια ἔχει ποιοτιιιον χαραιτΏρα µε ὑπερθολιιον παραθο- 
Λοειδές, Παραδείγματα ἐπιφανειῶν ποὺ ὃᾷα τοιχ; τὰ σημµεῖα εἶναι ὑπερθολιιια εἶναι 


{ ες ῃ Π , ' “ 
το Ὀπερβοβιιμον παραθοΛοειδές ααὶ τὸ µονόχωνο ὑπερθολοειδές. 


ῃ μυ [ 1. ͵ - -- 
Ἡ) Περιπτωσις Παραζοδιιμῶν σημµεϊων{1.Ν-- ΜΞ 0) Ένα σωμεῖον μαδεῖται παραθολι- 
μόν άν ἔπαληθευῃ τὰς σχεσεις Ι.Η- Μὶ-ο, Ιν Μ΄ Μ’ 40Ο. Εἰς αὐτῶν τὴν περιπτωσιν ἡ ρ 
3 - - ν , [ , ͵ ο, 
ὡς συνάρτωσις τῶν μ,υ παριστῷ ἕναν παραβολικὀν ἀὐᾷινόρον, ὡς δειαννυει τὸ Σκῆ-- 
ν - ἃ ,͵ [ 3 -- / , . ῃ ας η ” 1 

μα 1). Ἐόῶ ὑπαρχει µία ευθεία γραμμη ἁειμεντπ επι του εφαπτομενου επιτι εόου 
διερχομένη ὅιἁ τοῦ σωµείου Μ ιιατὰ μήιοῶς τῆς ὁποίαςπρςθ, διά τὰ ἄλλα σημεῖα. 

ο. - ο. ς . ἑ { ἤ ς , -α ; 
τῆς περιοχΏς τοῦ Μ Π ρ διατωρεῖ τιροστιµον. Ο ἀὐΔινόρος οἀόαᾶτπρος μεῖται πρός 

Π ῃ Γ { [ Ε ' .. ᾽ Π 
τὸ ἕνα µέρος ὡς πρὀς τὸ ἔφατπτομενον ἐπίπεδον. ΗΒ δε Επιφάνεια συμπεριφέρεται 
. . 6 ς - 4) 3 ' , { ΄ - . εκ 3 
αναἠόγως., Πρεπει να σηµειωὸΏ οτι, εἰς την (ΟχΥΝ ενος παραθολιιου σημείου Ἡ ΕΠΙ- 

Γ , ’ -- ς ͵ ] υ 3 . ” . 
φάνεια «όυναται να αεῖται εματέρώθεν τοῦ ἐφαπτοµεένου ἐπιπεόου. Εἶναι ἡ πἐριπτωσις 
ὅπου ὁ παραθολιιόὀς αὐᾶινόρος ειφυδίδεται εἰς Επἰπεδον, ϐ1.σχετιιώς ὅ) περἰττωοιν. 
Παραδείγματα πιφανειῶν που ἔχουν ὁδα των τὰ οημεῖα παραθοᾶιια εἶναι οἱ αὐλιν- 
ὅροι, Ικὤνοι ααὶ γενιικῶς οἱ εὐθειοχενεῖς Επιφάνειαι.͵ 
ϐ) Περίπτωσις ἐπιπέδου ΙΙ ΞΜΞΝΞΟ. Εἰς αὐτὴν τών περίπτωσιν τὸ ἐγγύτατον παραθο- 
λοειδές ἐμφνλίδεται εἰς ἐπίπεδον. Ἐδῶ δν ὅῆᾷα τὰ μυ ἔχομεν ϱΞΟ. Ἐδῶ, ὡς ἂεψομεν 
" ῃ « . [ υ . ͵ . Π 
ἔχομεν μίαν ἐπαφήν τής ἐπιφανείας µετα τοῦ ἐφαπτομένου ἐπιπέδου ἀνωτέραςτάξεως, 
σχετιικῶς περί ἐπαφῆς δυο ἔπιφανειῶν ὄλεπε ἄσι. 58, σελἰς 369. 

- “ 4 ῃ [ [ , 1) Π 
Παρά Φειρμμα: Θθεωροῦμεν την σπειροειόην Επιφάνειαν (τύπου σαμτρελλας) (61.Σκ.3) 


με εξἰσώσιν: τς(ό-αημφ) (συνθ).ῖ.- (6:απμφ)(Πμθ)’| ε(ασυνφ)Κ, 62αγο0. 


(. ω ͵ ΄ ΄ ς , ” ες : ... , . 
{). ἀὐτω παρἀάρεται: ὅιά περ,στροφ2ς περ)φερείας πὲἑριξ ἑνός ἄξονος ικειµθνου εἰς τὸ Επἰπεόον της 
ας καὐὀ τέµνουσα ταύτην. 


κά εὑρεδοῦν τά ἐλδειπτιμά, ὑπερβολιιμαὰ ιαὶ παραβολιωα, σημεῖα ταύτης. 
Λύσις' Εἶναι νρ --(6-ατιμφ)(συνθ)ί- (6:ατμφ) (ηµθ)ὴ 
ορ 3 (ασυνφημθ)ί - (ασυνφσυνθ)/ 
Ὄφο 3 (απμφσυνθ)ί - (αημφημθ).{- (ασυνφ). κ 
μαι | Ν-- (-συνθτμφ)ἶ- (ηµθημφ).]- (συνφ)κ, 

Ὅδεν, 5 τρο Ἠ- (θΓαημφ)ημςφ, ΜΞ οφ 5 ο ΝξΞ ἥ-α 
ιααί ΙιἩΗ-Μὶςα(θ:απμφο)ημοφ. 

Παρατηροῦμεν ὅτι τὰ δεμεΔιώόπ ποσά τῆς δευτέρας τἀξεως Εξαρτώνται µόνον 
ατιό τὸ φ. Ταῦτα δε έἶναι σταδερα κατὰ μῆ- 
µος μιᾶς παραᾷάηλου ο-ϕ Ἐπειόήὴ 0κα-ςθ 
δἀ εἶναι α(6:αημφ)20. Ὀθεν τὸ σωμεῖον 
τὴς ποσότητος | Η-Μ᾽ ἄναι το αὐτὸ μὲ τὸ 
σημεῖον τοῦ Ὥμφ. Οὕτωδια Οκφ«π ἡ 
ΙΝ-ΜΊ-ο όιαφΞοΟ η φ-π πΙΜ-Μ'Ξ0 μαὶ 


όια Ὥπφπηπ τ Ν- Μῖςο. 


Οὑτω ώς ὀειμνύεται µαί εἰςτό Ζχῆμα 3, 
τὰ σωμεῖα τὰ εὑρισιόμενα πρὸς τὸ ἐξωτεριιόν µέρος τῆς σοπειροειόοῦς ἐπιφανείας, 
ότπλ. αὐτὰ δια τὰ ὁποῖα Ο«φ«π εἶναι ελδειπτικα, Ἐόῶ ἡ Επιφάνεια παραμένει πρός 
τὸ αὐτὸ µέρος ὡς πρός τὸ ἐφαπτόμενον ἐπίπεδον. Τά σημµεῖα τὰ εὐριοκόμενα εἰς τὸ ἐσωτε- 
ριιόν τῆς σπειροειδοὺς ἐπιφανείας  ὁπ]. αὐτὰ διὰ τὰ ὁποῖα εἶναι Ὥπκφκ32Π εἶναι ὑπερ- 
{ - ς .. ' -- υ . 6 ͵ ... ' μ [ 2 
θολιιᾶ. Ἐδώ τ επιφάνεια αεῖται ἀμφιπᾶευρως ὡς πρὸς το ἐφαπτομενον Επιτεζδον εἰς 
τὴν περιοχἠν ἑμάστου αημείουτηως. Τἐᾷος τὰ σηµεῖα τῆς μορυφήῆς ιαὶ τοῦ πυθµένος 
- -- 3 ἤ ἅ ᾿ Π . ώ Π . κό, Γη] 
τῆς σπειροειόοῦς επιφανεἰας΄δηλ. αυτὰ δια τὰ Οποῖα εἶναι Φ-Ο Π ΦΞΠ εἶναι παρα- 
θολιιάἁ σημεῖα. | 
ξ6. ΔΕΙΚΤΡΙΑ ΤΟΥ ΡυΡΙΗ 
Ἔστω ἡ ἔπιφάνεια ᾱ- (κι). Ἄς δεωρήσωμεν τὸ ἐφαπτόμενον ἐπίτπεσον ταύτης 


ἀ 4 - , - . 4 3 . ς . , 
εἰς τὸ σημεῖον Μ. Λαμθανομµεν τοῦτο (το ἔφαπτομενον ἐπιἰτιεόον) ὡς το Επιπεσον 


μα η - η ᾿ ῃ Π ο ᾽ . Π . 3 
τῶν παραμµετρων κ καὶ ὐ µε ἀρχήν τὸ οτιμεῖον επαφῆς καίμε κα, υ-0ὐ. Τοτε 


ἐπειδη εἶναι πο - μ ώ Ξ{Φ0 ἔπεται ὅτι ἡ επιφάνεια εἶναι ὁμα Δή ὅταν τὰ αυ 
Δπφθοῦν ὡς παράμετροι. (Η ἐν ἁόρῳ ἐπιφάνεια δύναται νὰ ἔχιι τὴν παρἀστασιν ὉΞ 
με ευ] (αυ) κ. Οὕτως Εχόντων ἔπεται ὅτι τὰ ἔφαπτομενιια Φιανύσµατα τν δὖ5 
τό σημεῖον (0,0) δίδονται ὑπό τῶν τύπων: ΌμΞ (1,9 0)Ξἵ ον - (91,0), (επειδή δὲ) 
ία) ᾿ ο μηόενίδονται εἰς τὴν ἀρχὴν, κατὰ συνεπειων εἰς τὸ στιμ.εῖον 
(ω0)«(ο,ο) ἂπ Ἐχωμεν: Ε--!, Ἐ-ο,ξ1. 

θεωροῦμεν την παμπύᾶην τῆς Επιφανεὶας Ξπ(μ (0).υ(8)) διερχομένην δια τῆς ἀρχῆς 
(σημείου Επαφῆς). θὰ ἔχωμεν ὁι/ αὐτὴν: τν (ϐ)- τὰ τς ὑ-αἰνὐ-1. θὰ εἶναι δὲτότε 
ιιαὶ ἡ νὐ)- [ ε(6)|- 4. Συνεπῶς δυνὰμεδα νὰ Ὀέσωμεν ἃ- συνφ Ὁξημφ, ὅπου Φ εἶναι 
µία γωνία εἰς ποβινάς συντεταµµένας. Ζυνετώς δι αὐτὴν τήν εἰδιαήν ξαλογὴν. τών 


παραμµετρων ὁ τύπος κι -ᾱ- γίνεται: 


δα | Αι) «λΜάνάυ» μάυ" . ΙΙ. ἀιὶν1Μάμόυν Παάυ" (1) 
αλ Εσυ λΕεάμαάυ αυ 3 αι αυ 


Εἶναι σὲ αα- ἆ(ξ- συνφαέ, ἄν «ὐ(θάξ-ημφαέ 
'Όδεν, Κι |- συν φΙι2ΜηΠμφσυνφι Ἠπμ"φ (2) 


ῃ { ια 4 . ῃ 3 ͵ 
θέτοµεν [Κε] 5 -οτ ) οτε ξα τοῦ τύπου (2) Επιτυγχανοµεν: 


αζ 
Κ/Ξ (ρσυνφ)”» 2Μ(ρσυνφ) (ρημφ)’ Η(ρωμφ)” 
15 ΑΧ Υ2ΜΧΙΩ ων (9) 
ὅπου ἐτέὸη χι-ρσυνφ, ΌΞρημφ. 
Ἡ ἐξίσώωσις (3) προσόιορἰδει ἐπί τοῦ Επιπέδου οχι, μίαν κωνιμἠν τομὺν ἡ ὁποία. 
1 - ͵ - εν κ. ”! ο αἃ , κ. ΄ .. ι ͵ 
ααᾶεῖται Φείατρια. τοῦ Ὀαρίπ. ΑΛύτη εχει τὴν ἰόιότητα Οτι τοµήἁος ιὰθε τµγιµατος 
ἀπὸ τὸ αξντρον τῆς μάνικῆς τομῆς πρὸς ἕνα σημεῖον αὐτῆς ἰσοῦται τιρός τὸ ἀντίσφο- 
φον τῆς τετραμωὠνιικῆς ρίδτις τῆς ἁἀπολύτου τιμῆς τῆς καθέτου ααμπιΔότωτος (ὁπλ.τῆς]κ.ι])- 


. τ ῃ ῃ κ ον ο « ͵ 
Αυτη ἡ πωνι η τομή παρέχεται ὑπὸ ζῶν αάτωδι σχημάτων. 


Σχ Ία Σχ.1ᾳ σεν 


΄ ! : ΄ .. . , «. ω . - ͵ 3 ῃ 
. Εἶναι προφανες δα τῆς εξισώσεωυς (8) Οτι Ὑι Φείατρια του Ῥαρίη είναι “παρομοὶα, 


Μ 
πρός, τε τὰς τομάς τοῦ Εψγντάτου παραθοἠοεισοῦς υπό ἐπιπεόων παραλλήάων πρόςἑο, Ἡ 


ἐφαπτόμενον Επίπεδον τῆς ἔπιφανειας τιαί ούτω τὸ σχῆμα αὐτῆς (τῆς Φειιτρὶας τοῦ 
Ῥαρίη) ον μίαν προσέγγισιν τοῦ σχηµατος τῶν τομῶν τῆς ἐπιφανείας ὑπό τῶν προ- 
αναφερθέντων ἔπιπεόων. 

α) Ἐὰν το |.Η-μ᾽ 0, ἡ δείµτρια εἶναι Ἐδλδειψις (Σα α) 

ϐ) Ἐάν τὸ 1Η - Μ'«ο, ἡ Φείωτρια εἶναι ἕνα 5εῦγος συςυμῶν ὑπερθολῶν (2κ.!6). 

Υ) Ἐάν τὸ ΙΝ-ΜΙ-0 μαί ν Με Ν" 0 ἡ δείωτρια εἶναι ἕνα 5εῦχας παραλθύλων εὖὐ- 

θειών (Σχ. γ). / 
ὃ) Ἐὰν τὸ |Ξ- ΜΞΗΞΟ Ἠ) όείωτρια ὁὲν ὑπάρχει. ᾗ 


61. ΠΡΩΤΕΥΟΥΣΑΙ ΔΙΕΥΘΥΝΣΕΙΣ - ΠΡΩΤΕΥ ΣΟΥΣΑΙ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΕΣ- ΓΡΑΜΜΑΙ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΤΟΣ 
Εἶναι γνωστόν ὅτι ἡ μάθετος μαμπυβότης Κ. παρέχεται ὑπό τοῦ τύπου; 


- αμ 2Μάμάυι Μαν" (1) 
Στ Εααι-2Εάασυαάυ 


Ἐὰν καᾶεσωμεν τὸν ἀόμον πα. :Λ, τότε διὰ ιὰθε τιμη αὐτοῦ ὁρίσεται ιαί ή διεὺ - 
ὀννσις τὴς µαθετου τοµῆς τῆς μα εἰς το Όεωρτιὸεν στμεῖον «Η (1) ἄοιπον γράφεται. 


ο ια κ2ΜΛ κ Ν 
ΚωΞ Εβρ γ2οΕᾶντας (3) 


ἵ . . ο] ον ῃ Π ᾿ « . 
"μόη ἃς ἀναδητήσωμεν τὰ αμρότατα τῆς συναρτήσεως ΚΚ. (λ). Πρός τοῦτοις εὑρίσωομεν τν 
παράγωφρον αὐτῆς ὡς πρός 4 ,ἤτοι: 


«βλεμ)(ΕΔ'»2Ε96)- (11 ΕΣΜΑ«Η) (Ελ«Ε) . (Εἰ-ΜΕ)Λ': (ιά-Εη)Α»(άΜ- ΕΝ) 


(Ελλ Ελς)" (Ελ «λ}Εᾶν α) 


4. ἄἰς(ὰ) 
1” 6λ 


Ἐπειόη εἶναι Ελ'«2ΕΔ«ῶ-ο αἱ ςητούµεναι τιµαί τοῦ ἃ δίδονται ὑπό τῆς ξξισώσεως: 
(ξι- ΜΕ) ΔΣ « (ιά-ΕΗ)Λ«(άΜ-ΣΝ)Ξ0ο (3) 
η ἐΕίσωσις (3) ὀῑδει δύο ρἰδας Ἀλ. Δι μαἱ εἰς αὐτάς ἀντιστοιχοῦν ὁύο ὀιευθδυνσεις 
μαβούμεναι πρωτεύονσαι ὀιευδύνσεις αὶ ὅια τὰς ὁποίας ἔχομεν ἀμροτώτασ τιμά ς 


τῶς μαμπνᾷστωτος. Η ουύθύπ (3) ἵραφεται ὑπὸ µορφενν ὁριδούσης οὕτω: 


᾿ ή -ᾱ 23 
«- ΕΔΕ ιΑ2ΝΜ 
2 Ἱ ]ςο(()ὃ 5 Εξ ἆᾱ|-5Ξο (4) 


-.ᾱ Ελντα ΜΑΝΗ ι ' Μ 


Πρσοιιειµένου νά ὑποΔογίσωμεν τάς πρωτευούσας ιαμπυβοτητας Κι παρατηροῦμεν 


4ογω τῇς (ϱ) διι αὗται α πρεπει νὰ Ἐπαθηθευσυν τήν Εξίσωσιν: 
(Εκ, -.) 1" 2(ΕΚ,- Μ)λκακ.-Νξο (5) 


ὃ σε ͵ . .. 1 . ο : , 
ἸΕπειόή ὅμως ξιιἁστω τῶν τρωτευουσῶν υ«αμπυλοτήτων ἔ ἀντιστοιχεῖ σε μίαν ὁι- 
εὐδυνσιν ἐπί τὴς ἐπιφανείας, ὁπὰ εἷς μίαν τιμήν τοῦ λ δὰ πρέπει ἡ ὁιααρίνουσα τοῦ 
ἀνωτέρω ὡς πρὀς λ τριωνύµου νὰ εἶναι μηδὲν, τοι δά τρέπεινἁ ἔχωμεν: 


ν | 


(ΕΚ.- Ν) φΕκ.-ἰ).(ακ.-Ν)Ξο (ο ὦἨἢ 
(Εα- εἲ) Κ.-(ΕΙ-2ΕΜ{ΟΙ) κ. τ(1:Ν-Μ')Ξ0 (3) 


Ἡ εξίσωσις (7) ὀΐδει τὰς πρωτευούσας καμπυβότητας τῆς ἐπιφανείας, ἡ δέ ἐξί - 
σωσις (9): 
(ιν- μὲ) 8 -(ΕΗ-2ΕΜΛάΙ)Ρ.«Εα-ξ-ο (θ) 
ὀΐόςι τὰς πρωτευούσας ἄμτινας ιαμπυᾷότητος τής ἐπιφανείας, 
Ἔμ τοῦ τύπου (484) προυὺὐπτει ὅτι, ἐάν Εμ. ΕΞ µ.Μ, ᾱ-μ Η,τότεσῦτα μαθίσταται 
ΕΕΣ ᾱ 


ταυτότως υαὶ οὕτω εἰς τὰ σηµεῖα αὐταόπλ. διὰ τὰ ὁποῖα ἔχομεν Ἕ-σπη τη Ξμ δεν 


΄ ’ ᾽ - . - Φ -- { 
ὀρίδονται αἱ πρωτεύουσαι ὀιευδύνσεις, Ταῦτα δε ἁαδοῦνται ὀμφαλιικα στιµεῖα. 2 


΄ ΄. ΄ Π ’ ο. ὧν, ͵ ς ῃ » . - 3 
Εὐαόλως ἀποδεικνύεται ὅτι, πάντα τά σηµεία μιᾶς σφαίρας ἕνός ἐπιπεόου είναι οµ- 
ἸΦφαδιιὰ. Εἶναι δὲ ααὶ αἱ μοναόιμαί ἐπιφάνειαι μὲ αὐιπν τὴν ἴδιοτητα. 


Ἡ διαφοριιΏ Εξίσωσις (46) γράφεται οὑτω: 
) --- αυ 
(συ 


ριη 
Ε Ε α Ξ0 (9) 
.. Μ Μ 


11 ς ο) ͵ , , ῃ , ͵ ο 
τπτ Π ἰσοόύυναμος πρός τὴν (46) διαφ. Εξίσωσις (3 αφεται ουτω: 
Π μ Φ (46) διαφ (3) τραφ έήΝαντι ο σα 


ἀννε ος 4ω . 
(Ει-με)(6ς) »(1α-έν)αυ κ (αμµ- ΕΝὺΞΟ (10) ΜΝΟΗΛΛΑΤΙΕΑ 
᾿Εὰν τά θεμελιώση μεγμἐὸρ πρώτος ο, ὀευτέρας τάξεως Μάη ὡς συναρτήσειΣ 
ι τ ᾽ . ν ν ο ͵ Φενς Ὅκα ας νο , 
τῶν µ υαὶ ν ἡ διαφ εξίσωσις (9)Ώ ἡ (10) ορίξει ὁύο οἰαορενείας ιαάμπυᾶων ἔπί τῆς ἔπιφα- 
γείας αἱ ὁποῖαι ααλύπτουν των ἐπιφάνειαν, Αἱ γραμμαί αὗται μαλοῦνται μραμµαέί κα- 


μπυβότητος τῆς ἐπιφανείας. Επομένως εἷς μάθε σαημεῖον μιᾶς γραμμής υαμπυλότη- 
τος ἢἡ ἐφαπτομένη εἶναι πρωτεύουσα ὁιεύθυνσις. 
/) Ἡ δείωτρια τοῦ Λειρὺ αἶναι τότε αὐμᾶος. 


0 τύπος (14) τῆς 53 που δίδει τὸν συνδβιην͵ ἵνα δὺο παραμετριιαὶ γραμμαὶ τεµνων- 
γται ὀρθορωνίως χράφεται;: 


Ελλ. Γ(λι1λι)γαΞ0 (1) 


ὅπου ἔτεοη λ--Α4ι μαι ἂνς αν 
άν, ουι 


Ἔξ ἄλλου αἱ ὁύο ρίδαι Άι Δι τὰς διαφοριιῆς Εεξισώσεως (19) πᾶτπροῦν ὡς γνωστόν 


τὰς σχέσεις | 


Νς 


λ λα. λα ο, ο ὃς, : 


"Ἔι-με Ὅτι-με 
᾽Αντιιαδιοτῶντες τὰ λι4 Λι) λιελι ἕα τῶν (11) εἰς τήν (41) ἂαμθβανομεν " 


Ε. ΕΠ-]ία ας Ε.4µΜΕΗ ΚάΞΟ . 


-- ΕΙ. µε Ει -ΜΕ 


0Φεν, αἱ χθαμμαί παμπυβότοτος μιᾶς ἐπιφανείας τεµνονται ορθογανίως 


Ἐὰν Ἀόπ ὑποθδεσωμεν ὅτι Δαμθάνοµεν τὰς γραμμάς ἁαμπυᾷοτητος μιᾶς Επιφανεἰ- 
ας ὡς παραμετριιάς γραμμάς,όηλ. ᾱ- σταδ. μαί υ- σταθ. τότε, ἐφ ὅσον αἰγραμμαί 
αὗται ὡς γραμµαί ἁαμπυλότητος τεµνονται ὀρδομωνίως, δά πρεπει σύμφωνα πρός 
τόν τύπον (16) τῆς 53 νὰ ἔχωμεν ΕΞΟ. Ἐπὶ πᾶέον αὗται 9ά πρεπει νὰ πᾶπροῦν τὴν 
διαφοριιἠν Εξίοωσιν: 

(Ει-ΜΕ) αυ) (14- ΕΗ) ἀμαυ» (όµ- ΕΗ)άν΄- 0Ο. 

ἉλΔὰ διά κ-σταδ. ἄωμ-ο μαὶ ἐὰ τῆς ἀνώτέρω ὁιαφ. εξισώσεως αμθάνομεν 4µ50 
(διότι ΕΞΟ). Ομοίως διὰ υ-« σταῦ. ἄυ-ο αἀαὶ ἔμ τῆς ἀνωτέρω Εξισώσεως ἄαμθάνομεν 
ΜΕ-ο, Ἐι τῶν άὺο τεδευταϊων οχέσεων Δαμθάνομεν Μ.Ο (διότι ἐὰν Μ 30Ο δα ἔπρε- 
τε Ε- ἄ- Ε-Ο, ὅπερ ἄτοπον). Μέ τὰς γραμµάς µαμπυβότητος ὡς παραμετριμάς 
νραµµάς Ἡ μάθετος μαμπυλότης παρέχεται ὑπό τοῦ τύπου: 

Εάν αάλέσιωμιεν β. τὴν ἀωιτῖνα μαμπυβότητος τὴς τραμμῆς ἆν-ο υαὶ Κι τὴν 


ἀωμτῖνα παμπυᾷότητος τῆς χραμμῆς αιΞ0, τότε ἂσνω τῶν ἀνωτερω τυπων Θά ἔχωμεν: 


(14) 


Παράδειμμα: Νά εὑρεδοῦν αἱ γραμμαί μαμπυβότητος τῆς ἐπιφανείας μέ ἐξίσω- 
σιν Ὁπ α.ἰκυ)ς (αἳ νυἳ). κ. 

Λύσις: Εὐιόλως ὑπολογίδομεν ὅτι: Ε-/-δμ" Ε-δαυ, αξ/δυ” 22 ων") 
μ-ο͵νΞ2 (4 4υν :) Ἡ Ἀντιιαδιστῶντες εἰς τὴν διαφορ. ἐξίσωσιν (19) τὰ θεμελιώ- 
όπ ποσα μαὶ διαιροῦντες διὰ τοῦ -θ ου ἐπιτυμχάνομεν τεᾶιιιῶς τὸν ὅαφ 
ἐξίσωσιν: απυαιμς (υ"-α) ἅμαυ- αυ αυ"-ο (0). 
'Η (4) γράφεται. (μάμνυαν) (ναι - μαυ)- 0 (2) Ἡ εξι- 
σωσις (2) ὁιαστιᾶται εἷς τὰς όιαφ. εξισώσεις. 

μάνμκυάν-ο (3) μαὶ ύάμ-ἀάυνξο (4) 

Ἡ χενια ή Δύσις τῆς (3) εἶναι ἁνυ ες" (ὁμο - 
μεντροι περιφἑρειαι) ιιαὶ ἡ γεῳωιιή ἀὖύσις τῆς(4) 
εἶναι α- Ύἴυ (εὐθείαι Φιερχόμεναι ὁιά τῆς ἀριῦς). 


Αἱ εἰαόνες αὐτῶν τῶν γραμμῶν επί τῆς Επιφανεί- 


ας εἶναι αἱ ωραμμαιί ιαμπυβότητος ὡς δειιινὺ- 


Σχκ.{ 


ει τό Σχ.4 .Άς συµειωθη στι εἰς τὴν ἀρχην αὋ υ-ο 
ἔχομεν ΕΞ! Ε-θ,ά-!,Ι:Ξ2,ΜΞ0,ΝΞ2. Ἐν τούτοις τά θεμελιώόηπ ποσά πρώτης μαι 


δευτερας τάξεως εἶναι ἀνάογα μαὶ οὕτω τὸ σημεῖον κΞ0, υΞ0 εἶναι ὀμφαδιμ όν. 


θεώρημα Χ-ᾖ-! (Εαθογ) Εἰς ἕνα σημεῖον Μ μιᾶς ἐπιφανείας ὦ ἁῴθετος μα: 
μπυβότης ἰ µατάὰ την διεύὂυνσιν μιᾶς ἔφαπτομενης |. ὀΐδεται ὑπὸ τοῦ τύπου: 


ΚΙ κ, συνα « Κ.ωμία ' 


--- ο : , : . ἳ ος 
όπον Κι, Κι εἶναι αι πρωτενουσαι μαμπυβοτητες εἷς το σημµεῖον Μ ααι α εἶναι 


Φ ͵ ΓΙ ΄ 4 ἤ ' ον ͵ 
ή γωνία την ὁποίαν σχηματὶδει ἡ Εφαπτομένη {[. µετα μιᾶς τρωτευουσηΣ 
ὀιευδύνσεως ἀντιστοιχοὺσης εἰς την μαμπυῇοτωτα ΚΚ. 
͵ [ } ' -- ᾽ { π / ΄ / 
Ἀπόόδειξις: Διά τὰ ὀμφαβιιὰ σημεῖα τὸ θεώρημα Ίσχύει, ὀιοτι Κ,-Κ.-Κ».. Έστω 
..- αμ. -- κ’ γ ͵ ι ͵ ἡ 
Όν- (αυ) η εξισώσις τζς Επιφανείας, οπου εχοµεν ἀαθει τας ἵγραμμας καμπυ- 
{ . ͵ 1 , , ῳ’ , 
4οτητος τῆς ἐπιφανείας Ας παραμετφρίιµας Τραμμας,Οτε ΕΞ ΜΞΟ. Συμφωνως 


’ , ͵ ος λὲ 
προς τον τωπον ({3)τῆς ὃ 7 εχοµεν: 


ο. αμ" Παν" 
Και "Ἔαικσόυςα (9) 


Κατά τούς πύπους (/4)τῆςἰδίας 57 εἶναι: 
ο α ' [ 


ας. . ͵ { 
Συνεπώς ο τυπος (19) γραφεται: 


ῑ ο. 2 
τπτ Επστοδ-. 
[Εὰν α μαὶ ϐ εἶναι αἱ γωνίαι τῆς Φιευδύνσεως |. µετά --ι 
ὦν ὁιευδυνσεων τῶν παραμετριιιῶν Ὑραμμῶν υ5οταῦ. 
᾿μμαί τα- σταδ (6λ.Σχ.Ι),τότε θὰ ἔχωμεν ὁιά τα γραµµιωα στοι- 
χεία ποὺ ἄντιστοι χοῦν εἰς τῶν Φιεύθυνσιν {. καὶ τὴν ὁιεὺ- 
ὄυνσιν τῆς υ - σταὂ. ὀντιστοίχως- ὃς 


ὄχ- χιάμκ- Χι ἄν ααὶ «χι, τιαα 


Ὀδεν ’ ουνας-- ὀεάεως..Ἱ' ΕΕ  . .. 1... ο} 
ἱ ἱάπ].ἰας,.. | | ΥἘσόμ ιν οάυ νεόα Ἶ 
ον Οµοίως συνθ---- οἳν .. - 


. ῃ 
"Ὕεσακοαάυ νε Έσω γάαᾶν.. να 
᾽Αντιιαδιστῶντες εἰς τὸν (1) λαμιθάνομεν: 


Κ,Ξκ,συναγ κ,ισυν 6 (8) 


Π 


᾽Αδδὰ αἱ πρωτεύουσαι Φιευδύνσεις εἶναι κμάδετοι μεταξύ τῶν, ὃτε:θ-- -α μοι ὁ (3) ρίνεται: 


Κ.- κ,συννα» κ, τμῖα. ὃ. ἒ.δ. 
686. ΜΕΙΗ ΚΑΜΠΝΛΟΤΗΙ Ἡ κΑΙ ΟΛΙΚΗ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΣ (τού σαυςσς) Κ. 


- Π '- ες “ ῃ ͵ , - - , 
θεωώρούμεν την εξισώσιν (7) τῆς 61. το ἄθροισμα ιακαί τὸ πινοµαενον τῶὼν ριδών ταύτης 
{ { Π . - ανν 
παρεχεται «5 Ῥνωστον ὑπο ταν τωπων: 


ΕΝ-2ΕΜΑΑΙ. 
Εα- 


Κι: Κ.Ξ 
τούς αριθμούς ΒΗ 4 (κ ν κι) ἅαί ΚΞΚ;Κ, παβοῦμεν ἀντιστοίχως κέση τκαµπυ- 
Δοτηαμαὶ ο. τιακεπυβότηια τι ααμιπυβότηιατοῦ ζαμς» Ἐπειόπ ΕΑ-Ε' 20 ἐπε- 
͵ - , ' / , « « - 
Ὅ ται σι τὸ πρόστιμον τῆς Κ εἶναι τὸ αὖὑτο με τὸ προστιµον τΏς Ι.ΝΜ- Μ᾽, 

Ὡς ἐμ τούτου» Ἑνα σημεῖον μιᾶς ἐπιφανείας εἶναι ἐλλειπτιικόν,ἔάν μαί µόνον ἐὰν Κ20, 

ὑπερθοᾶιιόν ἐὰν μαί µόνον ἐὰν Κς«Ο μαὶ παραθοβιιόν ἐὰν μαὶ µόνον ἐὰν Κ-Ο. 
᾿ ς ( ͵ - , ν , ᾽ ͵ ' αε 
Ἐπειόη η αάθετος ταμπιυᾶόττις Κῳικιάς Επιφανειαιιτῖς ωαμπυᾶτις αᾶασσει σημεῖ- 


. . Γ [ « ἑ [ .. [ [ ὡς 
ον ἔαν ἀδλάξιωι προσανατοᾶισμον ἡ Επιφάνεια αἱ αµρότατοι τιµαί ΚιΚι τῆς Κι παφα- 


µένουν ἐπίσιις ἀιρότατοι τιµαί ἀλλάσσουσαι τρόσηµον ααί οὕτω τὸ μέγιστον γίνεται 
2 . Π ἤ , - ’ } ῃ 
Ελάχιστον μαἰ ἀντιστρόφως. Η ὁδιιή μαμπυᾶότως προφανώς παραμένει ἀνεξάφρτη- 
ο. -- - ' . [ ἤ { Π Π 
τος τοῦ προσανατοᾶισμοῦ της ἐπιφανείας μαὶ Επὶ πΔέον ὡς ἀποδειμνύεται παραμέ- 
ε] ῃ ας - . ῃ 
γει ανεξαρτητος τὴς παραμετριιῆς παραστάσεως της επιφανειας. 
: η ῃ , { ί ῃ . ς ͵ ͵ 4 ι , 14 
Μία Επἰπεόος Επιφἀνεια ἔχει μἒσπ μαί Οάιπήῦ ἁαμπυᾶβότωτα µπηόεν. Η σφαιρα ἔχει 
ῃ ͵ ο εε ε . 4 ---- ' - ' . { 
μέση ααμπυβοτητα εις οἄατα σηµεία της ρ (Ε; ἡ αιτὶς τῆς σφαίρας) μαι Οὔι1άτι 
μαμπυβότητα !/.. Οἱ ἀὐδᾶινδροι µαί αἱ ἀαώνιμαί ἐπιφάνειαι ἔχουν εἰς πάντα τὰ ση- 
μεῖα των ὁδιαἠν υαμπυβοτητα µηόεν. 
. η ι .. , , 3 , η {ζ “ 
Παραθέτοµεν ἄνευ ἀποφεἰξεω)ς ἕνα θασιιὀν Θεώρημα ἐαφράδον τήν ὁλιαήν ἁαμπυ- 
Δότητα μιᾶς ἐπιφανείας. 
»] 
θεώρημα Χ-δ6Β-!. Ἡ οἁιμήἠ ἁαμπυλδότης μιᾶς ἐπιφανείας ὀύναται νά ἔαφρασὸῃ συ- 
. - ὡς τ : ΄ { - -- : ” 
ναρτησει τῶν ΘεμεδιωΦῶν ποσών πρώτης τάξεως μαί τῶν μεριιῶν παραμώμων αὖὐ- 
- ο Π ω ' 
τῶν, ααρόεστερον Ισχυει: 


{ 4 4 { 
οσα τ ννττ αν Π Ε, ΕΣ Εν 0 τν τα 
(Εα-Ε’)κ- Και Ε Ε σε ε Ε 
! 
ον” Ε ᾱ | τα Ἑ αᾱ 


ς - , Γ - ΄ . - 
Η ἀνωτερω ἐξίσώσις ααβεῖται χαραιτηριοτιικΏ ἐξίσωσις τοῦ ἄαιςς. 
- ’ , Γ έ . 7 Ἱι { ει) μ 
Ἐν τοῦ ἄνωτ ερω Θε(ωρτ]κατος Προμωυτιτει οτι, όυο επιφάνειαι ἔκουσαι τα αὗὍτα 
έ { Π [ 2, " ε) ῃ , 
Θεμελιωόγι ποσα. πρώτης ταξεως Ε,Ε,α εχουν ἐπίσηςτηων αὐτγν ιὰαμτυλότγι- 
τα του ααια5ς. 
{ . ς ς ' « κα ς/ α - 
Προτασις Χ-8-Ί. Ἡ οὐἵαπ παμπυάβότης Κ τοῦ ἄαιςς εἰς ενα σημεῖον τως 


ἐπιφανείας ὉΞ- Ἐ(αιυ) ταρξχεται ὑπὸ τοῦ τύπου: Κ.:(ζιΧτι)- Νακ Νν. 
αι 


3, ον ος - , ; Π ε τῶν η 
Ἀπόόειξις: /τὰ διανύσματα Ν.,, Ην εἶναι κάθετα προς το Ν συνετιῶς ιεῖνται, 
2 Π ον 3 4 2 Π -- Ὁ [ ' Γ .) . [ 
ἔπι τοῦ εφαπτοµενου ἐπιπεόου τῆς ἔπιφανειας και 4)5 ει τουτου) ὀννακεθα 
' 
να γράφωμεν: 
η, - αι "6τι, Η, “σι δ. τν 


. | . . - 
ὅπου τα α͵,θ,Ἡ, ὁ δύνανται να προσδιορισθοῦν. 


Εἶναι, ἥ, κΝν 5 (απ, θ )κ(έτ« ὅπ,)-(αδ-6ρ) (πι κ τν) (1) 
Εξ ἄλλου ἔχομεν: 


τε πα Ν 5 Ὁ (ατιτ θτ.) Ξ αξιθΕ 
-Μ ην Ἡ, 5 ὃν (απ, τθτ,) -Ξ αξνθςα 2) 
-Μ τς τν - (δὲ) ΞσΣΕ«δΕ 
-Β 5 ἓν Νν Ξ Το (α τι δν) - ΥΕέδα 


͵ 5 ἷ ᾿ ι - 1 ι , ΄ 
Αἱ ἀνωτδρω ἐξισώσεις δύνανται νὰ τραφοῦν ὑπὸ µορφην γινομένου πινάικων ὡς 
ἀμολούδως : ι 
α ϐ6 Ε ΕΙ | -ἶἰ -µΜµ 


χΧ Ξ (3 
υ. ὁ ΜΕ 6 -Μ -ἵἩ 
ἛἜω τὴς (8) ξὰν Δάθωμεν τὰς ἀντιστοίχους ὁριδούσας  ἔκομεν : 
α ϐ Εξ Ε τι -Μ 
κ ο . 

(4) 

Ὑ ὃ Εξ 4 ΜΜ. -Β 
| ιἩ- μ" 
ο Ἔαενς κ - 


ἘἛι τῶν (4) μαὶ (95) ἔχομεν τὸ ἀποδειιτξον. 


Παράδειγμα: Νά εὑρεδοῦν αἱ πρωτεύουσαι ααμπυλότητες, ἡ ὁλική μπαμτυ- 
Ίότης, ἡ μέση μαμπυλότης ἁαθδώὼς ιιαὶ αἱ γραµμµαί υαμπυλότητος τῆς ἔτιφανείας 
Ὁπασυνυ. ἱεωάπμυ.}να έοο (ακναττατ) κ. Ώνδα α»9. 

Λύσις: Εἶναι͵ τ,"συνυ ἵτημυ]να (ω5- αἲ) ἆ κ. τ,--Ἡπμυ ντα συνυ.]κοκ, 
πως οἰκο]-αα(μῖ-α'). κ, τωως- πημυ.ἰν συνυ./κΟΚ, τ,ις- ἀσυνυὶ- µημυ.] «ο. Κυαί 

πο αν ἴσυνυ-ἰ-αι ημυ:] αυ (α”-αἲ)" κ. | 

Ὅθεν, ΕΞ Ἰω- ο (ω-αἱ), Έξττι-ο, α- τρ «αἱ, Γ-τωιἨ--α (μ”α)), Μτ τι Ν-θ,ή-α. 

Ἀνέιαδισιῶντες εἰς τόν τύτιον (3) τῆς 8 1 εὑρίσιομεν τὴν ἐξίσωσιν, τις δίδει τεις 
πρωτευούσας παμπυᾶβότητας, ητοι: αΚὸ -αἲ- ο, εξ ἣς Ἱις-αι, κ, αι. 

Ἡ μέση μαμπυᾶστης εἶναι Η- (κ, Κ.)Ξο μαὶ ἡ ὁλιιὴ ἁαμπυβότης εἶναι ΚΞ 
«ία: κια αμ (τῆς ἐπιφανείας πάντα τὰ σημεῖα εἶναι ὑπερθολιιιά). Τεᾷος ἐπειδώ 


ΕξΜΞΟ αἱ παραμετριμαὶ Ὑραμμαί εἶναι γραμμµαί καμπυβότητος τῆς ἐπιφανείάς. 


69. ΤΑ ΘΕΜΕΛΙΩΔΗ ΠΟΣΑ ΤΗΣ ΕΠΙΦΑΗΕΙΑΣ ἔ-ό (χ,ν). 

Ἔστω ὅτι ἡ Επιφάνεια ὀΐδεται ὑπό τὴν µορφτην Ἔ- {(χ,ν), ὅτε ἡ διανυσμιατιική Εξἰ- 
σωσις ταύτης εἶναι ε- χ.ίτυ) 4 (αν): κ. Ἐν προιειµένῳ τά χι Θεωφροῦνται ὡς 
παμπυᾷογραμμοι συντεταγμὲναι. 


θειοµεν: 94 ο Σ ο 94 
ρα, 4- πλ λατ; 


Τότε ὃα δχὠμεν (61. σχετ. παρᾶδειρμα 33, 88): 
Ε-ινρ Εςερα,ιαξΙ νά” 
; ἐ πρώτη δεµελιώδης τετραγωνιμΏη μορφή Τράφεται: 
κα ' ο ζκάθς- (ερ) ἄχ τν λρφἀάχαάνυ» (1 γα”) αμ 
ὄῑνα αἱ παραµετριμαί γραμμαί τέµνωνται ὀρδογωνιως ἀρμεῖ Ρρ'.4- 0. 


, Π Π η. .͵ ῃ 
Τὸ ιιάδετον διάνυσμα Ν τῆς ἐπιφανείας ἔχει συντεταγρµενας: 
Φ ρ 


ο το ενος κο» 
νε (πτρσ τα. ης ρα” . στα) 


. 3 { πώ - ͵ , “ 4 ὃς, σ 
Τὸ εµθαόιιον ατοιχεῖον τῆς Επιφανεία 5 συμφωνω» προς τῶν τυτιο (Β)τῆς 53 εἶναι: 


Ξν/εα-Ε" ἀχάν- γ/ι ερ 4  ἀχαν 


Προιειµένου νὰ ὑποβογίσωμεν τὰ θεμελιώόπ ποσα Ι.,Μ,Η δα ἄαθωμεν ὑπ ὁ- 
ηιν ὅτι : 
σι 5(ο,ο,τ), εν η” (00,5), κ (ο, ο 5) 


| .... { 4 1 - . 3 σα. 
μαὶ ἐπὶ πᾶεον δἀ Δαθωμεν ὑπ ὄψιν τούς τύπους (5) της 84, οτε εατελοῦντες 


4 . ο. 3 - ἄν ια { 1. ν Ὁ 
εἷς αὐτους τὸν ποἈΔλαπᾶασιασμὸν τῶν Εσωτεριαῶν χινοµενων ευρισιομεν τελικῶς. 


ποπ, να» "υπ 
Ἡ δευτέρα θεμελιώδης μορφή τῆς Επιφανείας γράφεται: 
ἅ- (ιά «γδαχάι ν{αυ”): πσσσα 
Αἱ πρωτεύουσαι ἀωτῖνες µαμπυδβότητες, ϐλ. 67 τὺπον (8) ὀΐδονται ὑπό τῆς Εξισώσεως: 
(κ 5") εἲ- ναρ να" [(148Ρ') ἐ-1ρᾳ5 (1 τά) ολ. α') - ο. 
Ἰὰ δὲ ὀμφαδιιάὰ σημεὶα τῆς πιφανεία» παρξχονται ὑπό τῶν Εξισώσεων : 


σσ .. 5 Ξ 


Πρι τα μα 


61Ο. ΤΥΠΟΣ Του ΒοΏΒι!αµΕς. 


[ ᾠ - [ ͵ { 3 - πο 
«Υποθετοµεν ὅΌτι η σα εἶναι µία πρωτεύουσα ὁδιεύὀυνσις εἰς το σημεῖον Μ τῆς 


. ῃ Π Π 
ἐπιφανείας ιαὶ ἔσιω Κςἡ ἀντίστοικος πρωτεύουσα ααμπυδότης. 


Πρότασις Χ-ΙΟ-1. Ἕνας ἀριὸμός κ, εἶναι µία πρωτεύουσα μαμπυλότης τῆς 
μαμπύλης εἷς το σημεῖον Μ ιατὰ ττν διευὂυνσιν τα εάν, μαί µόνον εάν, οἱ Κ., 
ἁ4ά υαὶ ἀυ Ἐπαβπθευουν τὸ σύστημα: 

(ι.-. Ε) άι(Μ- Κ.Ε) όυ- 0 
(µ-Κ.Ε)λάις(Η- Κ.ά)ανυ- ο 


.) έ [ υ [ Π . [ [ . Π 
Ἀποδειξις: Ἰὸ σύστημα (1) ἐπιδέχεται µη μηδενιιὴν ἀύσιν ὡς προς ἄυ, αυ, ξὰν 


| (1) ὅπου ὅα)ν ἄν" 0. 


: μαὶ µόνον άν, Έχωμεν : ὃς 
ἱ-κ.ξ Μις Ε 
Μ- [ό Ε Ν.-- κα 


Ξ0 (2) 


΄Ἀναπτύσσοντες την ὁρίδουσαν (2) εὑρίσμομεν: 

(Εα- ΕΤ) ΚΟ -(ΕΗ-2ΕΜ{ΟΙ.) ΚΟ Σ(1Η- Μ1ο (38). 

Ἡ τεβευταία ὅμως Εξίσωσις (3) ὡς γνωστὸν (61.σε}λ 913) Εξίσωσιν(1)) εἶναι ἡ 
δίδουσα τὰς πρωτευούσας μαμπυβότηπας ιιαὶ τις ἱμονοποιεῖται Εξ ὑποδέσεως, 
ἐπειόπ ἡ κ ὑπετεὂη πρωτεύουσα καμπυβότης, Ἀντιστρόφως, ξὰν τὸ σύστημα 
(0 ἐπιδέχλται μἡ μµτιδενιιὰτιν Δνσιν, τοτε δἀ πᾶπροῦται τὶ (2) ιιατὰ αυνέπειαν µαί 
ἡ (8), Ἆρα η |ς, εἶναι πρωτεύουσα ααμπυᾶότης. 

ο Ἠόη ἄς ἀντιιαταστύσωμεν τὰ θεμελιώδη ποσα πρώτης μαὶ δευτέρας τάξεως 
τα Εμφανιξόμενα εἰς τό σύστημα (1) διά τῶν τυτιων (7) τῶς 64 ,ὅτε Δαμθαάνομεν: 
Ὅέσπι ἅμ- Κα πωτι) πχ (- τωἉν -Κντυχι) ἄυ- Ο . 


| (4) π 
(τν Βω- Κκτωῦν) σα (- τν Ἡν- Κα ζυτν) άύνξ 0 


στο Ενιαω νι ἄν) εἰς (χωάωὴ χνάυ) |- τε, -- ο ι 
Γ 6Νι όμ. νι άν) ή κ. (ιά ν πνάυ)]: τν - ο 
(άν Κιάτ): τ,- Ο, (4Νν κ όπ)' ὋνΞ ο (6) 


πειδηΏ τὸ Ν εἶναι μοναδιαῖον δἀ ἔχωμεν Ν.Ν-{, 68ξ 5 2ΝάΝΞΟ ;ῆτοι το «ΗΝ εἶναι 


µάθετον πρὀς το Ν συνεπῶς παρὰ ββπλον πρός τὸ ἔφαπτόμενον ἐπίπεδον τῆς ἔπι- 
Φανείας εἰς τὸ θεωρηδεν σημεῖον, ἕστω Μ. Ομοίως μαιτο απ εἶναι παρἀλληλον 
πρὸς τὸ ἔφαπτόμενον ἐπίπεδσν τῆς ἐπιφανείας αατ ἀμολουδίαν αἱ τό διάνυσμα 
4Ἠ κ-ἰ, ἄν εἶναι παρὰ λᾷηλον τιρὀς τό Εφαττόµμενον Επίπεφον τῆς Επιφανείας .Ίνα 
Δοιπὸν (αΝ αυ). χι-Οο θά πρἐπει ματ ἀνάμιατν νὰ εἶναι ανα, ἀτ-ο. Οὕτω, 
ματά των διεύὂυνσιν μιᾶς πρωτευούσως Φιευδυνσεως τό διάνυσμα 4Ν εἶναι πα- 


ρᾳ ἀβπᾶσν πρός τὸ ἅπ μαὶ δίδεται ὑπὸ τοῦ τυπου : 


5 { / ας, Γ - . 
0 ἀνωτέρω τύπος (7) ααδεῖται τύπος τοῦ Αοαἄτίφικες. 


"Εάν Όεωρήσωμεν τῶν πρωτεύουσαν ὀιειθινσιν α- α(ε), ν- υ({),τότε ὁ τύπος (3) γράφεται: 


Μαιτωτερω παραδέτοµεν μίαν στουδαϊὶαν ἐφαρμονήν τοῦ τὐπουτοῦ Βοάτία ας. 


Ἐφαρμογή: Ἡ μόνη µη ἐπἰπεδος ἐπιφάνεια πού ἔχει πάντα τὰ σωμεῖα της ὀμφα- 
Ἀνιά εἶναι ἡ σφαἰρα. | 

πόδειξις: Εἰς αὐτήν τὴν περίπτωσιν υάδε μαμπυᾷτ τῆς ἐπιφανείας εἶναι µία 
φραμμήὴ μπαμπυβότητος μαίὶ ὡς ἔα τους όυναµεθα νὰ ἐφαρμόσωμεν τὸν τύπον 
τοῦ Κοάγιααθς. 

Ἆς συμθοᾶίσωμεν μὲ Κ ἀντὶ Κῳ τὴν μµὰάδετον ἁαμπυβότητα, Αὕτη (ἡ ααθετος 
ταμπυβόὂτως) συμφώνως πρός τον τύπον (8) εἰς μάθε σημεῖον εἶναι ἁ αὐτὴ Φιὰ 
ιὰδε διεύδυνσιν διερχομένη διά τοῦ ἐν λόγω σημείου, δὲν γνώρὶξοµεν ὅμως ἂν 
παραμἑνπ σταθερᾶ διά τὰ σημεῖα τὴς Επιφανείας. 

Κατὰ µῆμος τῶν παραμετριιῶν γραμμῶν ια μαὶ υ τῆς ἐπιφανείαςο τύπος 
(8) γράφεται: τς 

Μι ΓΕ - ὃ, - ο 
Ην κκ. εν - οἱ 0) 


διά παραρμωφίσεως τῶν (1) ἀντιοτοίχως ὡς πρός υύ μαι μα ἄαμθανομεν: 


μν 4 
ψ 
κ 
ἃ 

Σε 
.. 
κ 
ᾱ 

ῥ 

ς 
ἰ 


(1) 
Ἠνω Κων Ἡ κ Ξ0 


Ὑποθετοντες ὅτι π Ὁ ἔχει μὲχρι τρίτης τάξεως μεριιὰς παραφώγους συνε- 
Π , Π Π - / 
χεῖς 9ὰ ἔχωμεν Ὅμις Ὄυωι ἨμυΞ Ννω» ἀαὶ ὡς ἒι τούτου ἔω τῶν (2) ἀσμθανομεν 
ἕως ζ). 


Ἐπειώνὴ κ Τν ϐ δά πρεπει Κ.ξκ.αΞο, Ὅτοι Κ Ξσταθερὀν. Ἐα τὴς πρὠτη: 


πω. μω  σο-- 


"τῶν (1) ὁύ ὁᾷοιδηρώσεως ανιθανομεν 
Νυ κπτςᾶ (4) 


η] σι ῃ Π 2 
ὅπου ἃ εἶναι ἕνα σταθδερὀν διάνυσμα 


ο πκλες ο 
| 


Ἡ (5) προσδιορἰξει μίαν σφαίιφαν ἀμτῖνος, τ ταί αέντρου 4 διότι, 


[ν-ᾱ |- 


[.Ἡ τν 
κ κ 
61. ΑΣΥΜΠΊΩΤΙΚΑΙ ΓΡΑΜΜΑΙ ΜΙΑΣ ΕΠΙΦΑΜΕΙΑΣ 

Μία διεύθυνσις εἰς ἕνα σημεῖον μιᾶς Επιφανείας μαβεῖται ἀσυμπτωτιικτ ὄευ- 
ὀννσι», Έαν αὗτη Ἐτιαλἡτιθεὺτι την ξξίσωσιν 5 αι" 1Μαιαάυν Ναάυ -ο. (1) 

Ἐπειόῃ δε --- τὶ διευὀυνσις θά εἶναι ἀσυμπτωτιαπι, ἐὰν Κ.ζοθ, ὅηλ τὶ 
μαθετος ἁαμπυλοτης τὴς παμπύυληως εἲς το θεωρτιθεν στι εἶον εἶναι μπόεν. 

Προφανῶς ἕνα ἔλαδειπτιμον σημεῖον δεν ἔχει ἀσυμπτωτιιας διευθύνσεις, ενῷ 
ἕνα. ὐπερθολιιμον σημ εἴον ἔχει ὁύο ἀσυμπτωτιιὰς διευθύνσεις καὶ ἕνα παρα 
βοΆιιιον σημεῖον ἔχει μιαν ἄσυμππτωτιικτιν διεύθυνσιν. 

Μία παμπυλη ἐπί μιᾶς ἐπιφανείας δἀ ιαβῆται ἀσυμπτωτική καμπύ- 
ὅτι, ἐὰν εἰς μάδε σημεῖον της ἡ ἐφαπτομένη ταύτης εἶναι µία ἀσυμπτω- 
πιάη διευθυνσις, 

Οὕτω εξ ἑιάστου ὑπερθοβλιμοῦ σημείου τῆς επιφανείας διέρχονται όυο 
ἀσυμπτωτιιαί σραμμαί καὶ ἐξ ἑμάστου παραθολιιοῦ σημείου µία, ) 

Δοδείσης τῆς ἐπιφανείας ἕ- Ὁ(α,ν) µία παμτιὺᾶη ταύτης δά εἶναι ἀσυμ- 


' ' , , ' [ ος α ο 
«Ππωτιάτ Ύραμμη, ἔαν, καί µονον άν, ὦ διευδυνσις τῆς ἐφαπτομενης τῇ» 


ααμπύᾷης αἱ μάθε σημεῖον ἵιιανοιοιν τὴν ἔξίσωσιν (4). Ες ἕνα ὑπερθολιικόν σωμεῖ- 
ον Ἡ Ἐξίσωσις (1) ἀιασπᾶται εἰς Φὺδ εξισώσεις τῆς μορφῆς ΑάμνΒαάυ- Ο αἱ ἅλοῖαι 
ἄναι διαφ. ξξισώσεις πρώτης τάξεως εαὶ ὁΔοιθβηρώνονται εὐαόθως. Ἐὰν ἡ ἐπι- 
Φάνεια δίδεται ὑτιό τὴν μορφηὴν ᾱ- (κ, η),τότε αἳ ἀσυμπτωτικαί γραμμαί αὐτῆς 
ποπροῦν τὴν ἐξίσωσιν : 

χάκ «25αχάφιζάν -ο (9) 

ὐ 9 Ἐὰν ὑτοθεσωμεν ὅτι αἱ αἱ ἁαίὶ -"παραμετριιιαι γραµµαι εἴναι ἄσωμ- 
πτωτικαί γραμµαί τῆς ἐπιφανείας, τότε θὰ ἔχωμεν ἐν τῆς ἐξισώσεως (1) 
ἰαιμ--ο ἐξ ὧς ἱ-ΞὉ μαὶ Μάυ-Ξο ἐξ ἣς Ν-0. Ὅδεν, αἱ ια ναί υ- παραµετρι- 
ται γραμμµαί τῆς ἐπιφανείας εἶναι ἀσυμπτωτικαί,ἐὰν μαὶ μόνον ἐὰν | - ΜΞο. 

6 Εἶναι γνωστόν ὅτι ἡ αμπυλόττς κ μιᾶς πυχούσης Επιφανειαικῆς ἕραμμτς 
µετὰ τὴς καδέτου ααμπυβότητος Κ., συνδέονται ὑπὸ τῆς σχέσειως” 
Κσυνὸ-ξίι, Ξ- π- ε 
ὅπου ϐ ἡ γωνία ποὺ σχΏματὶδει ἡ τπρώὠτω κάθετος τῶς μαμπύᾶης μετὰ τοῦ ιια- 
Όέτου ὁιανύσματος Ν ἐπὶ τὴν ἐπιφάνειαν (έὰ σεᾖ. 2035) 
Κατα µΠιαοςΦδἑτώαἀσωμπτωτινῶν Χραμμῶν δἀ ἔχωμεν: 
Κσυνθο (2) 

'Ἡ ἐξίσωσις (2) ἐπαβηδεύεται εἴτε όια ΚΞΟ (3) εἴτε ἄια Θ:-- (4). Ἡ συνὸπκη (3) 
πθηροῦται ἐς ὅσον αἱ ἄσυμττωτικαί γραμμαί εἶναι εὐθεῖαι. Ἀντιστρόφως, 
πᾶσα εὐθεῖα Ὑραμμή ἐπί µιᾶς ἐπιφανείας εἶναι ἀσυμπτωτιν η πρρωαμιμήή. 

Ἡ συνὸταω (4) πᾶτιροῦται ὅταν τὸ ἐχγύτωτον Επιπεόον τῶς ἀσυμτιτιωτιιι 5 
χραμμῆς εἰς πᾶν σημεῖον αὐτῆς σχηματὶστ ὀρδὴν γωνίαν µετα τῆς παθετου 
ἐπί τὴν ἐπιφάνειαν, ὁπιλ. ὅταν συμπίπτρ µετα τοῦ Εφαττοµξνου ἔπιπέφου τῆς 


υ 
σ Πω ΕΕ Ν. ῃ / ς , - ε 4 
ἐπιφανείας. Τὸ ἀντίστροφον ὀίδεται ὑπὸ τής τάπωθι προτάσεω»ς; 


, { 
Πρότασις π-41-Λλ. Εῑς πᾶν σημεῖον μιας ἀσυμπητωτιαῆς Ἔραμιωπις5 το ἔχχυ- 
τατον ἐπίπεόον ταύτως συμπίπτει μετὰ τοῦ εφαπτοµένου ἐπιτέόου τῆς ἔπι- 
4 2 { ! - 
Φανείας είστο Όεωρτθεν σημεῖον. 


Γ ο ἳ - ’ [ , 
Ἀποόειξις,. ἘστωΝνΝΠπιαάθετος τῆς ἐπιφανείας, τ το ἐφαπτομενιιον 


- Ἆ ᾱ- -. ῥ 4 ( ; 
διάνυσμα τῆς ασωμτιτωρτιιι ὴς Ὑραμμῆς μαι ν Ὢ πρωττ αθετος ἹἸαυτως. 


κ» 


Ἀριιεῖ να δείξωμεν ὅτι τὰ διανύσματα. τ μαὶ ν εἶναι ὀρδομώνια πφὸς τὸ Ν, 
Κατα µπΏιος τῆς ἀσυμπτωτιαὴ» γραμμῶς ἔχομεν: 
ητ-ο (0) 


Διά παραμωὠωγίσεως τῆς (1) ὧς πρὸς τὸ µθικὼς τοῦ τόξου ἔκομεν: 


., 


Μ.ταµμ.-ο (1) πι 
ἥ-τ Μ(κ.ν)-ο (3) 


Εἶναι ὅμως Ν{(Κ. ν)Ξ κ» πσί ἐπειότ ἔχομεν ἀσυμπτωτιιὴ γραμµΏ δὰ εἶναι. | 


ζωα πο νὰ ο. 


(ᾳ,-ο. (ὅδεν ἡ (9) γράφεται Μτ-ο (4). | | 
. Ει τῶν (2) ἀαὶ (4) Δαμθάνομεν Μ.ΤΞΟ ἡ Μ.(κ.ν)-ο. (5). α.. 


! 


Ἐὰν ΚΟ (ἡ ἀσυμπτωτιάή δὲν εἶναι εὐθείια) ξα τῆς (5) Δαμθάνομεν Ν.ν-ο {) 
τοι τὸ Ν ὀρθομώνιον πρός τὸν, Ἄρατα τ μαὶν ἕϊναι ὀρθογώνια πρός τὸ Ν 
Ίτοι: τὸ Εγγύτατον ἐπίπεδον τῆς ἀσυμπτωτιιῆς ηραμμῆς συμπίπτει µετά τοῦ 
ἐφαπτομένου ἐπιπεόου “τῆς ἐπιφανείας.. 


ϱ Μία όιεύθυνσι5 θα εὖ. ἕνα σωμεῖον τῆς ἐπιφανείας ιαβεῖται συδινής 


δὺυ 
πρὸς τὴν ὁιεύθυνσιν τη »ἐάν ἀπ.όν-ο ()). 
Ἐπειόω ἁπ- Ὁμόμς τι ἄν καϊίόν - Νι θα.  δυ Δναπιύσσοντες τήν σχὲσιν (4) ἁαμθανομεν 
ἱάιόδαακ Μ(αιόυ εάν δια) μαυδαςς Ξ (1). 


Δύο οἰμογρένειαι μαμπυλων µιᾶς ἐπιφανείας θά ιιαδβοῦνται συδυμεῖς οἴικο- ΄ 

“ ΄ Π Π ως 3 , -τ- - 
χενειαι κπαμπυᾷων, ἐὰν αἱ διευθύνσεις τῶν ἐφαπτομενῶν των εἶναι συδυγεῖς 
εἰς ιιάθε σωμεῖον. 


Δοδείσης μιᾶς αὐθαιρέτου διευδυνσεως ο Π (2) εἶναι µία γραμμιτὶ ἐ- 


Είσωσις: 
(μαι Μαυ)όδαν(Μαωμ» Πάαν)όνυν-ο (9) 


ὡς πρός δι, όν ιιαί τ ὁποία ἐπιδέχεται µία µόνον Άὺσιν ὡς πρός η αν 
ἱ. Ην Μ”ϕΟ. .Ο. (διατί; η. “Ἡ (39) ὀίδει τν οιαογενειαν τῶν συδυγῶν Φιευδύνσεων (ε1. 
αχετ. ἀσικΏσεις). 
Παραδείγματα: 14/ θεωροῦύμµεν τήν Ἰωνιμήν ἔπιφάνειαν (6λ.σελ 304 ). 
Ὁ-(Ρσυνθ)ἱ γ(ρημθ).} η (έοα).Κ ρ20. 
μά εὑρεδοῦν αἱ ἀσυμπτωτιμαί χραμμαί αὐτῆς ιιαὶ ἐν συνεχεία νά εὑρεδῃ  Εξι- 


σωσιΣ τανυιτι μὲ παραμετριιάς γραμιµάς τὰς ἀσυμπτωτιιιᾶς της χραμμάς. 


Αύσις;: δί ἑνός ἁτιᾶοῦ ὑποάομισμιοῦ εὑρίσικομεν: 
ΞΞΡΟ ερ), ΜΞο, Ν. (1ρ3) Ἁ. 


᾽ντιιιαδιοτῶντες εἰς τήν ξξίσωσιν (1) τὰ | Μ,Ν ααίὶ πολΔαπᾷασιάδοντεΣ 


επί (ας ρἳ) Δαμθάνομεν τὴν εξίσωσιν: -ραθὶν ορ. ο ῦ ρἱάθ--τ αρ”. Ἡτε- 
Δευταία διασπᾶται εἶςτας ἐξισώσεις άθ-5- ιαὶ ἄθ--τρ- Αἱ όυο τεᾷευ- 
ταῖαι δι ὁλ]ομᾶτρώσεως ὁίόουν θεα - έοφΡ, θ1υ-- έοα Ρ, ὅπου ὰ. μαὶ υ” αὐθδαίρε- 
τοι σταθεραι. Λαμθάνοντες τὰ αᾱ καί υ ὧς παραμέτρους τῆς ἐπιφανείαδ τιροφανώῶ» 
αὗται ὃαὰ εἶναι ἀσυμπτωτιμαὶ γραμμµαὶ ταύτης. Δί ἐπιλύσεως τῶν ἀνωτερι ἔξισω- 
σεων ὡς πρός 6 αἱ ρ Δἄαμθανομεν τελιικῶς θ--(α9ν)/2}, ϱ- ως Οὕτω ἡ διαννυ- 
σµατιντι εξίσωσις τῆς ἐπιφανείας μὲ παραμέτρους τὰς ἀσυμπτωτιάας της 
χγθαμμὰς εἶναι: 
Ὅ-α ο συν) ν) να μάς ο δ. -. «κ. 

ὧχν/ Να εὑρεδοῦν αἱ ασυμπτωτιλκαϊί γραμμαὶ τῆς Επιφανείας Έ-α”.υ". 

Λύοις: Ἔχομεν πο. -ππ(τη- 1) αἱ νο, δ«τη π.χ ο Εσπ(η-ι) αν”. καὶ ἡ διαφο- 
ριωπ Εξίσωσις (ῷ γράφεται : 

Τη (πη-ι)- (1. 5) - 2πηη (5 τν )λπίσ- ύξο, 

Ἓω τῆς ἀνωτερω ἐξισώσεως Ἐξάγομεν ὅύο τιµᾶὰς Ἠι μαὶ Π, δια τὸν λόρον 3. : ασ 
Δἱ ὁύο οἰμογένειαι τῶν ἀσυμπτωτιιῶν χραμμῶν προθαδόμεναι επὶ τοῦ ἔπιτ ἐόορ 


( 5 ͵ - ” ͵ ι 
οχν παφρεχονται ὑπο τῶν εξισώσεων υ”.-ς, Χχ΄ Ἆσι υ.- ο, κ, 


6!2. ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΤΩΗ 6ΑΗ5Ξ5: ΥΝΨΕΙΠΦΑΕΤΕΗ 


ει  ᾳ . , ω.έ ι . ν , . 
"Ἔστω ἡ ἔπιφανεια ἵξπ(αν). Ὑποθετομεν οτι Όπαρχουν αἱ µεριμαι παραγωγροι 
τσ Ἐυ, Ἔου, ν , Ἡν καὶ εἶναι συνεχεῖς ᾿Επειόη τὰ ὀιανύσματα Ἔ,, το ααὶ Ν εἶναι 


ο.) 


γραμμιιῶς ἆ χεΕάρτητα μεταξύ των, ὀυνάμεθα νὰ γραφωώμεν: 


τς Γι ΤωκΙ τν ας, 
κ. ων Ξ ἵν ων Ὁ 8 ᾱςι Ἡ 
ων 5 Π πιο κρλαμν [ ) 


Ν, - θίτ, 6 τν 9 ὅ, Η 
Ν, - θἶὗτ 6, οι) Υι Ν 


οπου οἱ συντεβεστα. . αιι,ε;, Ἡϊ ὀύνανται νὰ προσδιορισθοῦν.. 
Ἐπειδη Ν.α Ν-Ο ὃά εἶναι Ν: (Ν, ἄν Η, ἄυ)-0 τιαὶ ἔπειδη τὰ Ἡ,, ν εἶναι γραµ- 
μιιῶς ἀνεξάρτητα θά εἶναι τὸ Ν ὀρθοψώνιον πρὸς τὸ Να, Ἡν. Όθεν: 
0 - Να:ΝΞ θε τι Ν θ) τι ΜΥ. Ν.Ν 
Εἶναι ὅμως Τι. Ν- πι ΝΞΟ καὶ Ν Ν-Ί. Ἐω τῶν σχέσεων (2) προιύπτει ἄμεσα . 
ὅτι Θὰ πρέπει νὰ εἶναι χ,Ξ ἕ,- ο. 
Εάν Ὠδη πολΔαπάασιάσωμεν τάς ὁὺο τεβευταὶας τῶν σχὲσεων (1) ξσωτεριικῶς ἐπί 
τω, Ὃν Ἀαμθάνομεν: 
-- πι. Νμς 6, Έτ θ τιτν «6. Ε.δ Ε 
Μα Ἡνξ 6 ον θ ον -θι Ε.6ο 
Μετ Η.Ξθ. Τατ ϐ ιτ, Ξ 6 Ἐν 6 Ἑ 
-ΝΞ Τι Νν- 6 τν τι ν 6) εν ε,Ξ 6, Ε.θί α 


(5) 


Ν ͵ , - 5 , ς ’ { 1 ͵ . . 
ἸἘπιλύοντες τὰς ὁΦὺο πρώτας τῶν Εξισώσεων (8) ὡς πρὸς 6,» 6, εαὶ τὰς δὺο τελευ- 
͵ , 4 ͵ 
ταίας ὡς προς 6,9 6: ἠαμθαάνομεν: 


.. ΜΕ-ι . .Ε-ΜΕ ες ΗΕΓ-Μαά  ΜΕ-ΞΠΕ 
θε Ἔατεί ο 6," ασε » ϐ ρα, εν ἔεσρε | (4) 


ο εα-το - Εεα-ρῖ 
Ἐὰν τιολλαπλασιάσωμεν ξσωτεριιῶς Επί Ν τὰς τρεῖς πρώτας τῶν Εξισώσεων 
(9), Δἀαμθάνομεν : 

ἱτ πιω Ν΄ ἵ τμ Νς Γ ην Ἠναι ΝΝΞ αι 

Μ- ω: Ἡπ Γι τω Π ἴς Ὁν να, Η.ΗΞ αι, 


. 
τ 


ο ο. Ομ - 
Ὅθδεν, α, 5, α,ξ Μ, αιι- ἨΝ. 
ἼἨδη ἄπομενει νὰ προσδιορισθοῦν οἱ συντεᾶεσταί Π ; 
Παφαττιροῦμεν ὅτι: 
τω ζωα (τω ιν, ο Ε., ἔω των Ξ (κ, τισ Ἐν) 
ἓν Ἕνν η (εν Ἐι), τν, ἓν ων ᾱ (εν Ὅ),ΞΣ ἄν. 
Ἐπὶ πᾷέεον δὲ ἔχομεν' 
ΕΞ (τω Ἐν) Ένα ἵν ἴι ἕων  Έιω Ἐν τσ Εν, 
ΕΞ (αι νι ζω ἓν «Τμ ὄνν 5 Ομ ὃν: 


Ὅθεν, Όωω Ἐν ΞΕι- 1 Ἐν, Των Εστω. | 
Λαμθάνοντες δε τὰς Εξισώσεις (1) μαί πολΔαπᾶασιάδοντες ταύτας ἔσωτεριιιῶς 
ἐπί ἴ,,ἓν ααὶ ἂόγω τῶν ἀνωτέρω συμπερασμάτων Έχομεν: 
ο ο πο ο ο ο ο ολ 
“ΣΕ, - Έν μωτἔν Ἐν ωνζι νε, 5 Γι Εν ῖη -ᾱ- 
Ε.Πί Ε 


4 


5 Έ, Των Ξ πι τι" φας Μα. δν 


5 
Ἡ | : ο ως (5) 
ομ λα. ων Γω ο ὃν εν ἴυ Ἐν τι Εν [ο] 

{ 


4 : ' ς3 
όμοιων ΕΕ ΕΕ 


- ὅτι Ὀ) μ[ ῥπ 


! 3. | . 
ο (µου Ὅων [αι Ὁν ἔν να ἓν ὃν τν Ε3 [μι 6 
{ ᾽ ῃ , 2 , - Π [ “ κ. . , ῃ 
:Ἐπιάνοντες τας ὅνο πρωτας Εξισώσεις τῶν (5) ὡς προς Ἱι, ῃ τὴν τριτην ἅαι τε- 
, ς τι , ο. Γ ͵ . ὃς ἃ ' ς , τμ ν « εν . 
ταρτην ὡς προς [, »)ν αι τας ὁνο τεῖευταιας «κ πρὸς Τ,»Γ,, εὐρισαομεν:. 


ες ΟΕ, -2}ΕΕιΦ ΕΕν [ὶ« ἄΕι- Εά Γ΄ ««145ν-:68ς”- ΓΕ. 
ο Ες ὁ αν (ΕΕΣ) αν 2(εα- ϱ") 


(6) 
Γ' -3ΕΗ.- ΕΕ, «ΕΕν ρ" ««Ἐάι- ΕΕν Γ2-. Εάν ΤΕβςΡάν 
μη 2 (ξεα- Ελ) Σο µ α(Εεα-ξ) ) στ 2(εα- ϱ3) 


ο” 3 η ια ͵ ετ 
Ἔν πῶν ανωτερω ἔπεται το Οεώρημα: 


θεώρτµα Σ--!2-1. Δοδείσης τὴς ἐπιφανείας ἅ.-τ (αν) τὰ διανύσματα, Ὅι, Ν 
μαὶ αἱ παράρωροι αὐτῶν ξπαδηθεύουν τὰς Εξισώσεις: ν 
μι 5, τω Γι τν ΣΙ  Β 
ων 35 Ὅμ Τι ὋνΕ Μ.Ν 


ων 3 πο Τα τν Ν.Ν (6) 
Να 5 8 τας 6” ον 
Ν, - ιτ, 6 πο 


ὅπου οἱ συντεβεσταί 6ὲ, το ὀΐδονται ὑπό τῶν Εξισὠσεών (4) μαι (6). 

Ὅ  Αἱ τρεῖς πρῶται τῶν ἀνωτέρω ξξΕισώσεών (6) μαλοῦνται ἐξισώσεις τοῦ ᾶαυς», 
αἱ δε ὁύο τεδευταῖαι ιαᾶδῦνται εξισώσεις τοῦ Μ/Εἰπᾳαγίεη. Οἱ συντεβλεσται πι μα- 
Δοῦνται σύμθοᾷα τοῦ ο... δευτέρου εἴσδους. Παρατηροῦμεν ἐι τῶν τύπων 
(6) ὅτι τὰ ην ἐξαρτώνται µονον ἀτιό τὰ δεµελιώὠόη ποσὰ πρώτης τάξεως ἁαὶ τὰς 


: α.. ον ως ος ην . -- . : ; 
παραψώμους αυτών, ἓνῶ τα 6: εξαρτώνται απο τα θεµελιώόπ τοσα πρώτης τιαί όευ- 


ῃ [ . « ή Π , 1. δα - κ Μώωτ. 
τερας ταξεωὼς. Τελος ὀριδοµεν κ ΞΓ, μαι [ντε Οῦτω [η Ξ πι όια ἴκ- 1. 


θεωροῦντες τὠν πρώτην Εξἰσωσιν τῶν (1) ααὶ πολλαπᾷασιαδοντες ταύτην ἔξω- 
τεριαῶ» Επί τοῦ πι εὑρίσικομεν: 
ως Ὅντ Γι (ωχ τν) 3 Ι. (Ἠκ ον). 
ποβλαπβασιάδοντες ἓν συνεχείᾳ ταύτην ἐσωτεριικῶς ἐπί Ν εὑρίσμομεν: 
(Ἐν ἂν, Ν) Ες (κατ. Ν). 
θετοντες ΗΞ(Νμη,,τ͵) ἡ ἀνωτέρω Εξίσωσις Ὑράφεται: 
Γ τς (8 Των τν) 


ῃ 3 . . ; : 
Καν ἀναδογίαν ει τῶν ἀνωτέρω Εξισώσεων εὑρίσαομεν: 


κ. πρ (λεν, ὃν) 
! 
1 η στα (µ, νυν ιν) 
4 
ως. ῳ τπτ (Ἠ, Ὄννυ Ἐν) (π 
πα. [ η) 
Γι τπτ (Ν, τι, τω) 
κ ος τ (μ, Ἐν, μυ) 
α. { 
να . ατα 


(Ν, ζω Ἐν) 


619, ΓΕΩΛΑΙΣΙΑΚΗ ΚΑΜΠΥΛΟΤΗΣ - ΓΕΩΔΑΙΣΙΑΚΗ ΣΤΡΕΨΙΣ.. 


Ἔσιω Μ(ωυ) ἕνα στμεῖον ἐπὶ τῆς Επιφανείας 5 παὶ Ν τὸ αὰἁὰθετον ὁιανυσμα ταύτης 
5 4 Ρ] ν ͵ - [ , - 3 ῃ 
εἰς το Μ. Ας θεωρησωμεν ὅόια τοῦ Μ διερχοµενην µιαν τυχοῦσαν ἐπιφανειαμτιν μα- 
μπύὺδτν (Υγ). Συνδέοµεν εἰς τὴν (Υ) ἕνα τρἰεόρον διὰ- 
εν { . -- 5 . ες -- ' 
Φορον τοῦ τριεόρου τοῦ Ενθτιὶ Ίμαι το Οποῖον ἱκατα- 
ς Ἴ « 
σαευᾶδοµεν ὠς5 αιοβούδως, 
᾿ ο Ἰ . 4 - Μ 
Ἔστω τ το εφαπτοµενιιον όιάννομα τῆς (γ) εἶστο 


μή ' ο. 4 : [ 
Μ μαί ἔστω τη τὸ µοναδιαῖον διάνυσμα τό εὑρισκο- 


µενον εἰς τὸ ἐφαπτόμενον ἐπιπεώον τὴς 5 εἶςστὸ Μ σε. 

παὶ τοιοῦτον, ὥστε τὸ τη νὰ εἶναι ικάθετον εἷς τὸ τ μαί ἐπὶ πᾶέον τὸ τριεδρον 
(τ,ῖης Ν) να εἶναι δεξιόστροφον. Ἔστω ν ἡ πρώὠτῃ Ἰάθετος τῆς μαμπὺᾶτις (Υ) 
| ... (6λ.Σ«. 1) αὶ ϐ ἡ µη πιροσανατοᾷισμενγι χγὠνία τῶν ν ααὶ Ν µετα- 


1 ] 4 { . . Π ' . 3 
ϐαλοµενη ἀπό Ο ἕως Π Τά όιανύσματα ν, Ν,ΊΠ (µαδώς ααὶ το ϐ) ὡς κάδετα 


ῃ , - ῃ Π ῃ Π - , ; 
πρὸς τὸ τ εἶναι συνεπιπεόα,͵ τὰ ὁε Ν μαι η εἶναι ορθοχώνια. 


θεωροῦμεν τό µάθετον ἐπίπεδον τής παμπύᾶης εἰς τὸ Μ΄ τότε δά ἔχωμεν τὴν 


ἳ ή ' 
Ἐναντι ὁιάταξιν τουτων (61.7κ.2). Μ έ 
ια] ῃ 3” 
ος γνωστον ἔΈχομεν: θ 
Ν 
Ν -ν.συνθ ν6πµθ . π Ἅ 
ή 
τ- ν ημθ - θσυνθ σι ἃ 


Εἰς τὸ τριεδρον (τ,πι͵Ν) ἀποόίόομεν τών ονοµασίαν 
εωὠδαισιαιμὀν τρίεόρον τῆς ἁαμπύᾶπς (Υ) ες τό σημµεῖον Μ Ἠἤ πτρἱεόρον τῶν 
Ώαγβοικ- βίµαιςοιγ. Ἐὰάν Κ καὶ σ εἶναι ἡ παμπυλότης τιαὶ ἡ στρὲψις τὴς 


ἐπιφανειατιτὴς παμπυᾶτις (η) εἰς τὸ σηµεῖον Μ, παδοῦμεν τῶν Έλφρασιν Κά ΞΚημθ (2) 


γεωδαισιαιέὲν τ{ακώτεκοιοτα τῆς () εἰς τὸ μΜ, την δὲ ἆ Έαφρασιν σα Ξσσ- μα (3) 


τιαἠούμεν γεωδαισιαισνσιρέψιν τς (γ) εἰς τὸ Μ. 
Διά παραγωγίσεως τῶν τύπων (1) ὡς πρός Ἐ μαὶ ἐφαρμογῆς ἐνσυνεχείο 


πῶὼν τύπων τοῦ Εεθηεῖ Δαμθάνομεν’ 
ἄθ 
ΣΑ -ᾱθ 
-(--ἰέτν σ.ϐ) ημθ «νσυνθ αρ ας εσ.ν συνθ.θηµθ-Ρ . 


απ -6 
, Ψημθγνσυνθᾶς 6συνθ-θτµ 


Ξ-(κημθιτ:σ(θτμθην ο. (ν ο 
--(Κημθ)τινσ.ΝεΝ ᾱ- Ξ-(Κτμθ) τν (σι-ν. 9) Ν. 


.Έχοντες ὑπ' Όψιν ὅτι ΚημθΞ κα, σ- 5ς 5 σ,, ὃα ἔκωμεν τελιικῶς : 


Σπ , ς - 
Δι ἀναᾶογου τρόπου εὑρισαομεν: 


ᾱν 
αέε 


--(Κσυνθ) τνσγποι (5) 
ιηβααλς Έστε» τὰν (4) ἐσωτεριικῶ» ἐπὶ τ λαμθάνοµεν: 


κατ «Ἑτξτη. απ «(διότι ττη-ο) Ἡ 


κ ατ τν .. 
κα "(Νκτ) αρ (τας) (8,5, 8) 


Ὅδεν., αι 


ν- , , ͵ , , ΄ 
0 τυπος (6) Φίδων την γεωδαισιαιιτν καμπυλότητα εἶναι ἀξιοσημε/ίωτος 


Ἐ ς]κ.ν ο τύπος (6) ωράφεται: 


Πολᾶαπῆβασιά δοντες τῃν (5) ος ἔτιί τη κα, 


σα πας ο τ(ηκ κτ): ας (Μπι αν 


δεν, [- (η, 8) | (8) 


ς { ' Π « , 1, ” . Π 3 
ο τυπος (8) δίδει τήν γεὠφδαισιακὴν στρέψιν ἧαι εἶναι ποβλαιιςΣ χρήσιμος εἰς 
τας Ἐφαρμογάς, 


πειόπ ν-τ 


9» 


Προτασις π-ι9-. Ἡ χεωΦαισιαικἠ ἁαμπυδότης μιᾶς ἐπιπέσου  αραμμῖ ἰσοῦται : 
πρός των μαμτιυβότητα ταύτης. 


Λὺοις: ” Εστω ἡ μαμπύλη (η) οΞ (4) - χ(ε) ἱνω( 4) ἁειµενπ ἔτι ποῦ Επιπέδου Οχμ. θεω- 
ροῦμεν Δοιπόν ὡς ἐπιφάνειαν τό ἐπίπεδον οχυ τκαί ὡς γνωστὸν Ώ ιιαμττυᾶότγις τῶς (3) 


δἀ παρέχεται ὑπὸ τοῦ τυπου! 


ες ο 
κκ ν΄ ψτ]κ ῳ οἱ (ντ), 
0 ο) 1 


όπου Κ5Ξ ἰχ]. 
/ 
Προτασις Χ-(3-2. Ἡ γεωδαισιααΏ καμπυβότης εἷς ἕνα σημεῖον Μ µιᾶς ἔπι- 
5 ιαιιπύᾶλης (Υ) ἰσοῦται πρὀς τὴν Ἱαμτιυδότητα τῆς προθοδῆς τοῖς (Υ) 


} τη , [ αν, 3 . ͵ - Ἱ 
Επἰ τοῦ ἐφβπτοιιένου ἐπιπεόου τῆς ἔπιφανείας εἰς τὸ σηιεῖου Μ. 


“ Π π - ῃ ῃ 
Άποδειξις: ᾿Εὰν θεαιρήσωµεν εἰς τὸ σωμεῖον Μ τὴν κυᾶινδριικἡν ἐπιφάνειαν όια 


τᾶς οποίας προθάδεται ἡ μµαμτύλτι (γ) ἐπὶ τοῦ ἐφαπτομένου ἐπιπέόου (61.1), 
αἱ γενέτειραι ταύτης δά ἔχουν τὴν 
ὀιεύθυνοιν τῆς καθέτου Ν. ἡ δὲ ιά- 
θετος τῶς προθοᾶἣς (Φ’) τῆς ιιαμπι- 
ἃης (Υγ) δά Έχτι τὴν διεὐθυνσιν τοῦ ὅια- 
νύσματος πη. Ἡ γεώδαισιαµἠ παμπυ- 


, . ο Π ῃ . 
Δόπτις Δοιτιόν ὃα ἰσοῦται προς τὺν κα- 


θετον παμτιυβότωτα τής ιιαθετου 
τομῆς τῆς ανυᾶινοριικἠς ἐπιφανείας εἰς τὸ στιμεῖον Μ τα ἧτις κάθετος τοµη εἷ- 
ναι ἡ υαμπυᾶτι (γ’). Ὃδεν, ἡ γεωόαισιαωπ ααμπυδβότηως τῆς (3) ἰσοῦται πρός 
τὴν ἁαμαυλότητα (ἐπίπεδος ἁαμπὺλη) τῆς προθοΛλῆς της (Υ) εἰστό ἐφσπτόμενον ἔ- 
πιίπ εδον. 
Παραδέτοµεν ἄνευ ἀτιοδειξεωλς τὸ τιάτωδι Θεώρτιµα: 

| θεώρτπµα Σ-19-{. Δοδείσης τῆς ἐπιφανείας Χξτ(υ υ) μαὶ τὰς µαμκτύυβης η ὃ- 
ποία ἔχει τὴν Φυσιμήν: παρἁστασιν π-τ (6) Ξ ο(ω (4), (6)) ἡ γεὠδαισιαικΏ ἁαμπυ- 


ὀότης κ ταύτης παρξχεται ὑπό τοῦ τυπου: 


ο Ἡ)ν δν στι) (48) (88)« (τν στα) (88) (48) - 
Διά την ο... τοῦτου . ή γεη τἷαξ (θοππσΐτη, Μ.Ιἰρσςμμίτ,θά Με ἄγαν - ΒίΕ0,σελ 25ο. 


ι ͵ ͵ ν » . ῃ . , - η 
«8 χεώόαισιαιατι ταμπυάᾷοτης όξν εξαρτατα εάτης παρα. παραστασεωςτης ἔπιφανείας. 
Ἄς εὕρωμεν Πδη τήν χεωδαισιαµὰν παμτυᾷότητα τῶν παραμετριαῶν γραμμών 


τῆς ἐπιφανείας. Οὕτω ιιατὰ µῆιος μιᾶς α- παραμετρικἠς γραμμῆς τὸ ὐ- σταδ.μαὶ 


ολ ΞΟο μαὶ ἀθ᾽-- Εααῖ εξ ης ση κε Ὁμοίως ατα µᾶμος μιᾶς Ὁ- παρα- 


ν 
αό, “ σα 4 π ε αμ , . Γι Ὀ 
«ον πο μα --Ὁ--. Συνεπὼς ο ὄνώτερω τυτιοῶς ὁ ὁιόων 
μετριμής ἐρομμήσ οκ ο { ας πιο Ὄνεπως ο ο 


των χειωδαισιαωµτν Ἱαμπυβόττιτα γίνεται ἐν προμειμένω: 
9 


ἀἎ αι υ - : 3 Εα-σῖ 
(4)ννοωα” Τν ον νΕατε" πι Ἕνε 6 


ο μα. αν ντα-ε' ο. ὅ αι (1) 


Εάν τἐὲλος ὑποδέσωμεν ὅτι αἱ παραμεζρικαί τραµµαι τεµνονται ὀρθομωνίως 


τοτε ΕΞΟ καὶ οἱ τύποι (1) ααί (2) γίνονται. 


Ε, ση 
(Κ:/)υ- σιαθ νο 2Ενδ (5) (ἀφ)ω-σιαο - υχεῖνε (4) 


Παράδειρµα: Μά εὑρεὸῃ ὦ χγεωδαισιαικἠ μαμπυβότης τῶν παραμετριιῶν χραµ- 
μών τοῦ παραξοᾷοειδοῦς τ- (ρσυνθ)ἵ (ρπμθ)/» ρ" κ, ἔνδα 0Οτρς0»,-.«θ4αο. 
Λὺσις: Εἶναι Ἔρ5 (συνθ).ἰ κ (ημθ)/432Ρ΄Κ, τε- (-Ρημθ) ἑ: (Ρσυνθ)] 
Έτ τρ τς! 4) Γπτρ το, απ τς Ἔρ5 ρ) 


υ) μμ] Ξ- έμμκρἳ) Ἡ (-2ρ(ουνθ)ὶ -1ρ(1ημθ)}ς κ) 


Αἱ θ- παραμετριμαί παμπύάαι µε ρ-ρ. εἶναι 
πι 5 (ρ,συνθ) {1 (ρπμθ))ερῖ.κ 
Κατὰ µΠωος αὐτῆς τῆς ααμπὺᾶηως έἶναι : 


σ.Ξ(-ρτμθ).{ (0συνθ).), ττ(-ρ συνθ)-{ν(-ρπμθ).] 


" Θ -- , ” .. [ ο ο. - - αθ . 
αι οκς τ]-ρ. Εἶναι ομως γνωστόν Ὀκτς(τκ τς): (58) 


- Ὄ . { ον 6) «ῶὔετο λάΝ ρ"ε- 
σεν, υχτ- ρ. Εἶναι δε, Κα Ξ(Ν, ο, Ἠ)Ξ Εν συνὰ σετὸ κμυλολολον 6 ο 


ς 3 ' κλ- 
ΞΝ.(Ἐχκά)Ξ (15αρ}) ο [-αρ(συνθ)ἱ-2ρ (ηµθ)-]» κ] ο ου 


ΕΕ ἅλλου ἔάν ἐφαρμόσωμεν τοὺς τύπους (3) μαὶ (4) (ΕΞ0Ο) ααταβηχομεν εἷς τὸ 


4 {( 3 , 
αυτο αποτεᾷεσμα. 


θ]4. ΓΕΩΔΑΙΣΙΑΚΑΙ ΓΡΑΜΜΑΙ 

θεωροῦμεν τὴν ἔπιφάνειαν Ἑ-τ(.,υ) ααὶ μίαν γραμμὴν Ὁξ- τ(6)Ξ τ(ω(θ) υ()) επί 
αὐτῆς. | 

Ὀρισμός Χ- 4-1. Καδοῦμεν ρεωδαισιακήν Ῥοαμκκιήν κιᾶς ἐπιφανείας πᾶσαν ἔπ 
αὐτῆς ιαμπύβην εἰς τικάθε σπιιεῖον τῆς ὁποίας 1 πρώτη τιάθετος συμπίπτει µετά 
τῆς καθζετον ἐπί τών Επ/Φάνειαν. 

Λαμθαάνοντες ὑπ ὄψιν τὸν τύπον (3) τῆς δ!3 συμπεραίνοµεν ὅτι: 

Κατα µῆωος μιᾶς γεὠδαισιαιῆς χραμμῆς τὶ χεωδαισιαικἡ παμπυᾷότης εἶναι 


ἴσωπ πρός µηδἐν, ἠτοι : κ «(ν, ἴ)]-ο «(). 


5 . 6 . { 4 , { - - 
Ἡ ἀνωτέρω ἴδιοτης ἀαμθβάνεται ὡς θάσι» διὰ τον ὁρισμον τῶν γεὠδαισιακών γραµ- 


μῶν, Συμφώνως πρός τον ὁρισμόν οἱ µέγιστοι μπὐαᾶοι τὴς σφαίρας εἶναι γεωδαισιᾶ- 
καί γραμµαί αὐτῆς, Αἱ παράχωχοι τῆς συνδύωΏς (1) ἔχουν ἄπφδη ὡς πρός τό τὸ- 
Ἐον 6. Λόγω τῶν ἰδιοτήτων τῶν ὁριδουσῶν τἨὶ αὐτὴ σαυνὸπιαη ἰσχύει μαὶ ὡς πρός 
τυχοῦσαν μεταθβητην ἐ. 
ο Ἂς ὑποθδεσωμεν, ὅτι επἰ τῆς ἐπιφανείας Χ- τ(ι,υ) ἔχομεν τήν μαμαυλην ατα (4) 
μαί υξ 0 (1). Ὡς γνωστὀν ἔχομεν: 
τσ απ υ΄ 
υπ (αλ αυ Ἐν (υπ απ υ” ο, 
Λαµθανοντες ὑποψιν τούς τύπους (0) τὶ Είσωσις (1) γράφεται: 
(Μιχ, τν) (αυ αυ’) Η{Η, Χο. ων) (218, τν, Των )(υ1). ο α΄ (υ1ὴ [Νε ου) 1- 
Ε2(8,ν, Ἐο)}. - (ω01υ  [ζἨμην, Ἑωω) (8 Κω, των) Ξ ο (3) 


Τῇ θοηθείἰα τῶν συμθόᾷων τοῦ ΟΠτιςίοδόεί (61.τύπου» ϱ) 512) ἡ (8) γράφεται: 
μ΄ [υ”ς Πα νο ανν Γ. υ']-ν [αλ ανα υεπιυ ]κο «4) 
ἵ  Ἐάν Θεωρήσωμεν ἐπί εώς επιφανείας τὸν ἁαμπυᾶτν ἁξι (υ) ἄαμθανοντες οὗ- 


-ρ 


"Έτω ὡς ἀνεξάρτητον μεταθάπτην τὴν υ, τοτε θα ἔχωμεν: υ’-1, ύ’-0 μαι ἡ ἐξίσω- 
1 -- 


σις (4) γράφεται: Ἰ 


ΦΕ3 


Ὑ : α 
ηΛΡΑ ΜΑ. ασ πττ (αν ν) ας ος κ) (ον) ς Ἴπιλάς (5) 


ο -Ἡ ς, - , ͵ », ͵ , 2 
Ἡ όιαφοριιή εξίσωαις (5) Ὥτις Εἶναι ὀξευτερας ταξεως, ἔχει πάντοτε ἂύσιν εωτός 
μ - , Π ο. ͵ 
Φυσιυα τῶν ἀνωμάᾷων σημείων τής ἐπιφανείας. 


ο Ἠόη ἄς ὑποδέσωμεν, ὅτι Έχομεν Επί τὴς ἐπιφανείας τών μαμπύλην ηξι(θ,υξυ (6) 


τότε, εαν αὕτη εἶναι γεωδαισιαιωτι μαμπυλη θά αρέπεινα ἔχωμεν: τΞ ορ Ἔ -ᾱκ- Ξκν-ακ-ν. 


Ὁ τος ο. τύπων (2) Ἰράφεται: 


κν-τ ὃν ο- ον τρς ντι ὃς νο ον) τν) τοι, τε . (5). 


Ἓάν σχυµατίσωμεν τά ἐσωτεριικὰ γινόμενα ἁμφοτέρων τών μεᾶῶν τὴς (5) ποᾷᾷαπῆα- 
σιάξδοντες τιρῶτον ἐπί /ζ., ιιαὶ δεύτερον ἐπί Τι καὶ Δαμθάνοντες ὑπ ὄψιν ὅτι εἶναι: 


Ν.ΈωΞΝ.1νΞΟ, µαταλήτγομεν εἰς τὰς ο. 


--] 
εάν τε ών ια Ε, (ασ) Εν αξ᾽ ᾱξ "(ΕΣ ἄν) (4ὅ ο] (6) 
ανιι αυ αἄα σα . 4 ο 
Καστ "ᾱ στι "(Γω-σ Εν) (4σ) "ἀπ αρ αἲ τ ᾱ, (45) -ο 


2 Δ , ͵ [ , ; αἷιι αυ υ ' ς νο 4 
Ἐὰν Επιλύσωμεν τό σύστημα (6) ως πρός ἄρτ ιδ αι αθωμεν ὑπ οψιν τας 

τύπους (6) τῆς δ 12 οἵτινες μᾶς Φίδουν τα σὐμθοᾶα τοῦ 6Πεῖ5 ἐοᾖφεθ, τκατα Ἀήχομεν 

εἰς τὰς ὁιαφοριιάᾶς ἐξισώσεις: 


ἾἍ .. (1) 
Γ αν) να ντ ἅα αν . 


Κατά τὺν θεωρίαν τῶν Φιαφοριικών Εξισώσεων τὸ ἀνωτέρω σύσττµα ἔχει µίαν 
Άνσιν εἷς τὴν περιοκτην τῷ ἔ-οξστω τὴν πικ{ε),υξυ (6) 
Ἔστω π(ις, ύε) ἕνα σωμεῖον τῆς ἐπιφανείας υαὶ σα (6) υ- υ (6) µία ἂύσις τοῦ 
συστήµατος τῶν εξισώσεων (7). Έστω ὅτι μᾶς ῥίόονται αἱ αρκχιιαί συνθτιικαι | 


- -- αι ο Γ(αα αυ ο αυ . μ] 
ἁ(ο)- ο, (ο) νο, (ο) 5 η τν σἩ (ο)- -. θς.0. ΜολήΔιζοτ 


Ἴστε διὰ τοῦ σημείου ὍὉ (ὰ,, ὕο) διέρχεται µία µάαὶ µόνον µία χεωδαισιααΏ 
ἵραμμπ ἡ Ὁς τ(α(ϐ) υ (4)) ματὰ τήν Φιεύδυνσιν (0) δν ,. Οὕτω εἰς τὴν 


ῃ ῃ , ση 3 ; ς ' ͵ . , : ι 
περιοκτν ενος σημειο) Μ μας Επίφανεια5 υταϱχ ει μια Ἰσπι μονον μα. ὅξωδαισιαιατι 


μραμμη Φιερχοµενηω δια τοῦ Μ ταατὰ μίαν ὁοδεῖσαν Φδιεύὐὂυνσιν. 


π ε. 2 υ ἤ [ Π « ͵ , .. , 
᾿Εὰν τι Επιφανεια δίδεται ὑπὸ την µορφηΏν ἆ- }Σ(κ,η), τε ἁαμβάνοντες υτὶ ὄψιν 
, ε - 1 2 ͵ μ ᾳ . ' - κ ι 

τὰ Δεχθέντα εἰς τὴν δ 3, ἡ εξισωσις (5) µετα τὴν αντιικατάστασιν τῶν (τα 


ὁποῖα ὑτιοβογίδονται ὑτιό τῶν τύπων (6) τὴς ἃ 12) γινεται: 
. οἱ) αν [ο 4ν αν γ' αν 
(1 α)) ααισ(ρ ας -ᾱ) Πε (ο) εις αντ]. 


Δὲ ὁᾷομβτιρώσεως ταύτης εὑρίσμομεν ὡς γενιµτιν ἀὖσιν Φ(ψχ,οιιςι)Ξ0Ο. Αἱ γεω- 


δαισιαμαὶ γραμμαί προσδιορἰδονται ἐι τῶν ἀρχιαῶν συνὸπιικῶν. 


κ 


ο 


θά εἰσαγάνωμεν Πόη ὡς συντεταγµένας μµιᾶς ἐπιφανείας τπαραµετριιας χραμ.: 
μας ποὺ ἔχουν μίαν εἰδιαήν ἰδιότητα. Ἐὰν αἱ παραμετριωαί χραμµαι εἶναι ὁρ- 
δογώνιοι ἀφ ἑνός (ΕΞ0) ααὶ ἀᾳ ἑτέρου ἡ µία οἰιιογένεια τῶν παραμετρι ιών 
Μραμμῶν εἶναι γεωφδαισιαιωπ'τὸ σύνολον τοῦτο ικαδεῖται σύστηικα. γεωόαισια- 


ιῶν συντεταγμένων. Γεωδαισιαιαί συντεταφμµέναι όὐνανται νὰ εἰσαχθοῦν ἔπι 


μιᾶς ἐπιφανείας κατ ἀπείρους τρόπους Έστω Ἱ- Ὁ(ν) εἶναι ἕνα αὐθαίφετον το- 
ον (ή) ἐπί μιᾶς ἔπιφανείας Ὁ- Ὁ(ω,ν) (λ.Σκ.8) 
Ἀτόὸ τό σπμεῖον ζ (νο) διέρχεται συμφώνως πρός 


τ ἀνωτέρω, µία ααὶ µόνον µία γεωδαισιαµγ. 


γραµµή ὀρδογώνιος πρός τὴν (Φ͵) ἁατά µῄμος ας [τω υο) 
: ο ο 5.1 ..----.. 


τής ὁποίας τὸ μ ἰσοῦται πρός τὸ μῆμος τοῦ 


τόξου ιιαὶ τοιοῦτον ὥστε: (0, ύο)- Ὁ (νο). 


μα. ώς 


1- παραετριωαὴ 
γρθοτηον 


. , Ἡ - παραμετριιαἰ γραµµαι 
ο Ἐι τῶν (π) παρατηροῦμεν ὅτι ἡ γραμμτ 


. καν ᾖ.. ϱὅκοι 28ΕιςΕΕν Εξ, 
σιαθ. εἶναι γεωδαιοιαµτι εαν Ἰ,-ΟΠτοι--Π Ἐς -Έτ) ο 


“ 
Ἐάν πιο δίατυον εἶναι ὀρθομώνιων τότε ΕΞΟ ναί ἡ ἀνωτερώ συνδήω η φίνεται τ'- ο Π 
Ευ5-0, ᾖτοι ὁ συντεβεστής Ε πρέπει νὰ Εξαρτᾶται µόνον ἅπο τὸ κ δηλ. ΕΞ Ε(νκ). οὗ- 
κω τὸ τραμμιικόν στοιχεῖον τᾶς ἐπιφανείας γράφεται ἓν προµειµενω' 
ἀθ᾽- Ε(α)άυ«α(ωυ)αν"- 1 (8) 
Τώρα ιιατά µῆιος μιᾶς γεωδαισιαμῆς Ὁ- σταθ., 4υνξο, τὸ µῄιμος τοῦ τόξου τα- 


«ηπ5 μεταξὺ τῶν ὀρθομωνίων τροκιῶν ἅξα,, ἅξ αι, Όα εἶναι βογω τῶν (8): 


υπ, 


ὁ - κ Είάλαα 


ας 
-ΣΠαρατπιροῦμεν ὅτι τὸ μήκος εἶναι ἀνεξάρτπτον τοῦ ών ματά συνεπειαν καί τήΣ 
χεωδαισιααῆς γθαµµτς. 
Ἐω τῶν ἀνωτερω ἔπεται, ὃτι τὸ μήκος τοῦ τοξου ὀύναται νά εἰσαχὸῇ πάντοτε ὧς 
µία παρἁμετρος ἁατὰ µθιµος τῶν γεωδαισιαιιῶν γραμμῶν Επιιουσυνόλου τῶν νει)- 


δαισιαιῶν συντεταγμένων, εἰσάνοντες οὕτω τὸν παραμετριικόν µεχασχηµατισµον: 


ν 
προς πώ [ν Εε)αί- 6, .ξΞυ -α--- 
. α, 


ς 


Ἐάν Δοιπόν ἡ ἐπιφάνεια Ός (αυ) ἐαφράδεται εἰς το σὐνοᾶον τῶν γεωδαισιαιών 
' , ο [ σσ υ 3 ϱ 
συντεταμμενών τοιοὐτων, ὥστε ἡ παράμετρος α είναι µία φυσιμΏ παραµετρος μα- 


τὰ µΠιος τῶν γεωδαισιαιιών,τότε Ἑξ τι τ, '! μαὶ ὁ τύπος (8) Ὑραάφεται: 


| αἱ «αι κ κ υ)αυ” (9) 


0 πύπος (9) εἶναι μεγὰᾶτις στιµασίας καὶ ἐάφράδει τὸ γραμμµιαοὸν στοικεῖον τὸ» 


ἐπιφανείας εἶς γεωδαισιαµάς συντεταρµένας, ὅπου ἡ τα εἶναι φυσιιἠ παράμετρος. 


ο Ἔστωσαν (τας, Όο), (άν υι) αἱ γεωδαισιαµαι συντεταμµέναι τὼν σημείων Μι, ἀαὶ Μ, 

τῆς ἐπιφανείας µέ ἔξίσωσιν Ἐ- Τί(ωυ),όπου αἱ Φυσιαιἠ παράμετρος Ἕνα τυχόν τὸξον 
διερχόµενον διά τῶν σημείων Μο μαὶ Μ, ὁρίδεται ὑπό μιᾶς ἔξισώσεως τῆς μορφή» 
ν-ΞΘ{() εἰς τὸ ἀνωτέρω σύστημα τῶν ουντεταγμένων μὲ τὰς ἀρχιμάς συνθήικα» 

υ,- θ(ις) ααίὶ ὕ,.-θ(ία,). Τό γραμμιιιόν στοιχεῖον αί τὰς ἐπιφανείας ὡς ξβεκθτι ἂνα 
τέρω, τίθεται ὑπό τήν µμορφήν : 

ἀθ΄- αιἲν α(ω,υ) άυ3 
Επί τῆς θεωρηθείσης μαμπυᾶης δά ἔχωμεν: 


η μι 
(Μ.ΜΙ) - | ὴ/αικα(αθ()) 6 (αμ) αιἲ -- [ «6 (α,θ)) 6 ω)αα 


μοσ ., 


ν ν Π ον κὕνο ͵ , ο” ι 
Συνεπῶς (ΜεΜι) 3 | ω,- οἱ ἅαι τηίη (Μο Μι) Ξ α” συμθαἰνει ὁε τό ελάκιστον. 
Όταν θ(1)5Ξο0, πλ. ἡ δεωρηθεῖσα ααμπυᾶτι υ-θ(μ) νὰ εἶναι ἀνεξάρτωτος τοῦ 
όηπλ. ν-σταδ. Αλλἁ μὲ ν-σταδ. ἔχουν Δπφδῦ αἱ γεωώφαισιαικαι ααμπύῆαι εἰς τὸ σύ- 
α Ξ ' ας. ῳ εν Φα. - ο λὰ ὰ 
στηµα τῶν γεωδαισιαιῶν συντεταγμένων. Ἠτοι ἵνα τὸ τὸξον ΜοΜ, ἔχη ξλάκιστον µῆ- 
ωος αριεῖ να εἶναι τοῦτο τὸὀξον γεωδαισιααῆς Ὑραμμής (τῆς υ-σταδ.) ὁιερχομένης 


όιὰ τῶν σημείων Μο μαι Μ,. 


. . αν , ᾗ , - μ τμ . 
Ἐια τῶν ανωτέρω ἔπεται τι ἁάτωδι σπουόδαια ἰδιότης τῶν γεωδαισιααῶν χραμμῶν: 


θεώρημα Χ-/4-4. Ἐπι ἑνός τμήματος µιᾶς ἐπιφανείας η γθαµµτι ἐλαχίστου μᾶ- 
1ου» ποὺ ἕνώνει δυοστιμεῖα Μο Μ,, ἀποτεβεῖται ἄπο τόξα χεωδαισιαιῶν τραμμῶν ( Εἴναι μία «- 
χεωδαισιααΏ ξὰν τὰ οὗνικω ικαμπυᾶότης εἶναι παντοῦ ἀρνΏτνιατι). σμ π 
Συμφώνως πρὸς τὴν ἀνωτέρω ἰδιότητο αἱ χεωδαισιαικαί γραμµαί τοῦ ἐπιπέδου εἶναι 


... τραμμαί ν 


' 


’ , ο ’ . .. 4 μὴ , μη 
Ἐφαρμομαι Ι3/ Ἔτι μιᾶς σφαίρας δείξατε Οτι; τὶ γεώὠδαισιαιτ η όιερχοµενη ἕω 
τινος σημείου καὶ τῆς ὁποίας ὀίδεται ἡ ἐφαπτομένη εἷς αὐτό εἶναι ὁ µέριοτος αὐκᾶος 
ο] Π ’ « . « ω -- ’ -- 3 . ο υ 4 
τοῦ ὁποίου τὸ ἐπίπεδον ὁρίξεται ὑπὸ τοῦ ἀέντρου τῆς σφαἰρας αί τῆς ἐν ἂοχω ἐἑ- 
3 


Φαπτοµεντς 


Απόδειεις: Λαμθάνοντες ὡς ἀρχήν τῶν συντεταγμὲνων τὸ αέντρον τῇ» σφαίρας πι 
ἐξίσωσις αὐτῆς εἶναι : 
απλκυ νσ-- |, (1) 
Ἡ ἐξίσωσις τῶν χεωδαισιαιιῶν εἶναι: 
(η η τ)]-ο (0) 
Εἰς τὴν σφαίραν ὅμως ἔχομεν: 
πΞ Επ. Ἡ (3) 


Ἡ ϱ), Δόνω τῆς (3), γίνεται: 


ν 


(ο, Ὁ)] Ξ-ο (4) 
χ. 9 ἑ 

ἄχ αυ αἅτ]-ο (95) ο 
αχ αν αἆ. 


Αχ{ΘΗΙ ΓΣ υ Ξ 
α(ΑχεΒυΣΓΣ) ᾱν 4ξσλ|5Ξο (6) 
ἀ (Αχ{βυνΓ2) αἲυ αἲν 


'α Α,Βδ,Γ σταθεραί. Ἡ ἐξίσωσις (6) πᾶπροῦται όιά Αχ.ΘΗ«ΓΣΞΟ (7) μαὶ τυχού- 
ἴα πιμὰς τῶν σταθερῶν Α,Β,Γ. Ἡ (3) παριστᾷ ἐτιίπεόον διερχόµενον διὰ τοῦ κέ- 
ρου τῆς σφαίρας τιαἰὶ τὸ ὁποῖον τέμνει, ὧΣ γνωστόν, ταύττιν ἁατὰ μέγνιστον αὺὐ- 

'αΊον. τό ἐπίτιεόον τοῦτο ααθορὶξεται πᾶήρως, ἐὰν ὁοῦῃ τὸ σπιµεῖον ἐπὶ τῆς σφαἱ- 
ρας μαθώὼς ιιαὶ ἡ όιεὑὸυνσις τῆς ἐφαπτομένης εἰς αὐτὸ. 


ῃ ο ὦ, - - .. ιό 
-9”’ Δείξατε Οτι αἱ χεὠδαισιαναὶ γραμμαί τῶν αυλινόριιῶν ἐπιφανειῶν εἶναι ἔλιιες. 


Από 5. Ἔστω Β τὸ μµοναδιαῖον ὁιάανυσιια συχχραμµικον πρός τὸν ἄξονα τοῦ 
πυβίνόρου, Ἔστω (γ) µία όραμμπ ἐπ αὐτοῦ μαὶ τν τὸ εφαπτομενιιιὸν ιαί το 
μάθετον Φιανυοµα ταύτης μαὶ Ν το πώθετον Φιανυσμα τῶς ἐπιφανείας. 

Ἡ χραμμΏ (Ἠ) δα εἶναι γεωδαισιαιατι έάν, ιιαἰ µόνον ἑὰν ν-Ν. Εἶναιδε Ν.ΡΞο 

" μαὶ Ἰόγω τῆς προτφουµενΏς σχέσεως ν.0-0. Ἐξ ἅλλου νσς- {κ: κιαμπυλότης 
τῆς γραμμτι5) Ὅδεν τ.ΌΞο η αχ (τοξο, Ἐξηῃςσ τς (ς: σταθερα) Η τε- 


ἀευταϊα ὅμως εἶναι ἡ ξξίσωσις τῆς ἔλιμος (6λ σελ 299 ἄσω. 23). 


| 


85/ Μα προσφιορισθοῦν αἱ γεωδαισιαµαι τοῦ ὀρδθοῦ Ίανιλιικοῦ κώνου: 
ἴς(αημασυνθ) ἱ»(απμαημθ) «(ασυνα)κ, αΞσταθερα, οςας ἆ 1Ά2ομε 
τὴν θοήδειαν τῶν ἐξισώσεων (31). 


Λὺσις: Εἶναι ἔ- τι τι, Ες τι το, ᾱξ Ὄο Ἑρ- μ΄ ημ'α μαι που 
ἆθ [αγά 4θ 
Οὕτω ἡ δευτέρα τῶν εξισώσεων (η)μ]νεται: πο τ τε ᾱξ 


2 


Γ Ξ-ιαπµ]α, [ι- 


Ἅὰ 


ο 8 δν ὁ ο φ . Ἱ ὁά . 
θετοντες Φτο έα τῆς ανωτερω ἐξισώσεως ἄαμβάνομεν Φ αἲ τὰ ᾱδ Εντεῦ 
δεν ἐουφ--}ίοσανκ Ἡἢ ας πετ. ο -θ' 'α. Επειδή τὸ 6 εἶναι τὸ 
µηιος τοῦ τοξου ὃα ἔχωμεν: “ 

ο άπ|” όν άα ἅα «θ (48 . ῃπ 

ο τ, αν τν ας Ε() νεα ἂς "ἀ (5) 

ες. (α) γα ᾽ωμία (4). Ἀντιιαδιστώντες αλ - τα πμα Δαμβανομεν: 

τι /αημία-ο /ωπμα 

Ὅδον, .. ο π-τ- «π'μα χ/ά ωημ]α- ο Ἡ αξ Ατεμ[μα)θε Β]ὁὅτου Α,Β σταθεφαι. 


45/ Μἁ εὑρεδοῦν αἱ γεωδαισιαιαί γραμμµαί τῆς ἔω περιστροφής Επιφανεί- 


ας Ἰ- ασυνυ.ἰχωημυ1ν δα) κ. 


Λύσις: διὰ τήν Επιφάνειαν ἔχομεν: 
Φ 


μία 
πο) Ἶ , µ . -- ών 
στ. ͵ Γρ” 0, ἵνα ο ντ θ Ον τα [πε 5 Ὁ 
ς ' - 2 ι τν αυ σν. συ αυ 
Η δευτέρα τῶν εξισώσεων (7) γινεται: ας "ο Ἡρ "ο (4) 
Πο Δᾶατιλασιάδοντες ἁμφότερα τὰ μὲέλτι τῆς (1) ἐπί α", ὅτε αὔτη ααδίσταταιτε- 


Δειον διαφοριιιον αἱ ἔα τῆς ὁποίας ἁαμθάνομεν: αμ” Ἱ- Ξςι, (1) 


Εἶναι δε αθ-- (ι μα ) αι κ αἱ αυ (3) 
μα ο) τοῦ 46 μεταξὺ τῶν (1) ααὶ (3) Δαμθαάνομεν : 
α ἀν]- εἶ (εν )αιδ νο) μα" αν' (4). Ἐπιλύοντες ὧν (4) ὡς πρὸς αυ εὑρισαομεν: 


ἀυ- κο /(« )  (ωἲ-ςὶ )λάαι (5) 


Δὲ ὁλοιιᾶτιρώσεως τῶὸς (5) εὑρίσιμομεν: 


1 7 ' 
υ-τς, α η/ σίστ ἅμες,,ο, : σταθερὰ 


Αἱ δύο σταθεραί ο,,Ἔ. ὀύνανται νἁ προσδιορισθοῦν ἕω τῶν ἀρχιιιῶν συνοπιῶν, 
}ὁ ει γι [ . -. 2 « ' ας [ , 
ἐὰν ὀρίσώµεν : α) Εἶτε ὁύο σημεῖα τῆς ἐπιφανείας δια τῶν ὁποίων Φ ερχεται 
ς ͵ « ω με. [ , . ὰ , Γ 
πὶ πεωόαισιαικἠ, ϐ) Εἴτε ενα σημεῖον μαὶ τῶν γωνίαν τήν ὁποιαν σχΏικατίδει 


µετά τῆς υξς' (ή ἄλᾶπς σταθερᾶς Φδιευδύνσεωκς διερχοµέντις5 ὁι αὐτοῦ). 


615. ΑΜΑΠΊΥΚΤΑΙ ΕΠΙΦΑΜΕΙΑΙ, 
Εἰς τὴν 8! ἐδώσαμεν τόν ὁρισμόν τής εὐθειομενοῦς ἐπιφανείας ιαὶ εὖρωμεν ὅτι ἡ 
Εξίσωσις ταύτης εἶναι : 
Ὀξρίωτυα () {0 
όπου ρ5ρ ία) η εξίσωσις τῶς οόητχοῦ υαἱ ᾱ(ν) δεῥοµενπ ὁιανυσματιωΏ συνὰρ- 
πησις τοῦ κ με α(ω)|-.. Ἐάν εἰστόὸ µ δώσωμεν τὴν τιμήν Ἡ- 4ος ἀαμθαάνομεν τὴν 
γενετειραν. 


ς σ-ρ (η») ν υ-Φ (ο) (2) 


ς 7 . - ” 4 « 
Ορισμός Χ-{5-{. Μια εὐθειορενης Επιφάνεια ὃα ιαὔήηται ἀναπγτικτή}, ξὰν τὸ ἔφα- 
π 1 ΄ Π ώς - . ΄ ΄ 
Πτὀμενον ἐπἰπεόον κατα κος µιας γενετειρας της παρακενη σταθερον. 
{ .] , ς « ώ ον . Γ 2 ͵ 
Ὁ ἀνώτερω Ορισµος ἰσοδυναμεῖ µε τον αικοᾷουδον' 


Ἀναπτυιιτή εἶναι Ἡ εὐδειομενής επιφάνεια εὖς τὴν ὁποίαν τιατα µπικος «κάθε γενε- 
“ 


τεέρας τως τὸ ικάθετον ὅιάνυσικα παραμένει σταθερον. 


ών 2/ , Π ῃ ς ' ο ; ν ω ’ ο . 5 [ 
Ηδπ ἆξ αναςητἠσωμεν τὴν ἱιανήν μαὶ ἀναριιαίαν συνόοπωην ἵνα µία εὐθειομενης ἔπιφάνεια 
εναιαναπτυωτηΏ. Το ἔφαπτόμενον επίπεδον εἰς ἕνα σημεῖον τῆς Υενετείρας τς (ης, υ)πε- 
ριεχει τὰ Φιανύσματα τι (ἁ.υ)Ξ- θ΄ (193 υ 9.) ααὶ Ὅωίαο υ) -ᾱ (μ0). Διαυ- ο αὐτὰ 
: 3: - ᾿ αν ο. ώ . 
τα ὁιανυσµατα εἶναι: Ὅ,(α. 0) 5 ρ' (αι) μαι Ὅ,(αι ο) 5Ξ 4 (νο) Ξ Ὁν(Μ.ν). Ἔὰ τῶν ανώτε- 
ασ στ συ 3 ͵ Σ. ν [ ᾱ . ' 1, 2, μν 
βῳ Έπεται΄οτι το εφαπτομενον Επἰπεδον ἅατα µήιιος μιᾶς Ύενετειρας, εστω ηόπ τᾶς 


͵ , μα ' , νι [ , ͵ {ν ’ 
μξα, Παραµμενει σταΘθερον, έἐαν μαι µονον εαν, τα τρια διανύσματα ϱ ένα λευφ (ή), 


(9) μαι ϱ' (α) εἶναι συνεπίπεδα, ὅτιλ. (ρ/.υ 4,4, ϱ’)Ξ-ο (3). 


Δίὶ ἀναβύσεως τοῦ ἀνώτέρω μιιτοῦ γινομένου ἄαμθανομεν: 


π ο . η εέ 
Εµ τών ανώτερω ἔπεται.. 


Προτασις Χ-15-1{. Ἡ ἱάαντ ἀαὶ ἀναγιαὶα συνὸήηαχι,ίνα τὶ επιφᾶ νεια Ό-ρ(μ) ευ (η) 
Εἶναι ἀναπτυικτή, εἶναι νὰ πᾶηροῦται Ἡ ουνὸΏιαη (4). ὑπό τῶν ὑπόδεαιν ριχά ὅ 
Ἔμ τῶν ἀνωτξρω ἔπεται ὅτι: Κάδε ἐπιφάνεια παραγοµένη ὑπο τῶν Ἐφαπτομένων μιᾶς 
σιρεθᾶΏῦς κμαμπὺᾶτπς εἶναι ἀναππυιμτή. | 
Πράρματι, ἡ Ἐξίσωσις τῆς Ἐπιφανείας εἶναι Ἔ- ρω) υ. ρ/(α), ὅπου π α Θεωρεῖ- ᾿ 
ται Φυσιικἡ ταραµετρος τῶς παμπυᾶης ϱ- (31). Εἰς αὐτὴν τήν περιπτωσιν τι (4) γἰ- 
, 


: 3 .. τς ς 7 [ τ } ' 
νεται . (ρ, ρ΄ ρ”)- 0, 68εν η ἐπιφάνεια είναι αναπτυιτη. 


.ὁ 


Προτασις Χ-{5-2. Εὰν ἡ ἐπιφάνεια τε ρ(ω) ντ α(ν), όπου Ισ(ω|- /μαίαςκα-6 
εἶναι ἀναπτυιιττι, τοτε τὸ διάστηµα ακα«6 δύναται νὰ ὑποδιαιρεὸῇῃ εἶς ὑποόια- 


ῃ - . , , ς 30 Π - .. 
στηµατα αι «ὰς6ι, τοαντα͵ ώστε εἰς ἕααστον τούτων Ὢ Επιφάνεια εἶναι είτε 
ει. . ΄ εν υ 4’ , μα ’ . ; 7 1: ον 
ἕνα ἐπίπεδον, εἴτε ἕνας ἀὐΔινόρος, εἴτε Ένας ιἀὦνος εἴτε τέᾷος Ἠ Επιφάνεια τῶν 
ᾷ Π -- { 
εφαπτοµμενων μιαᾶς ἁαμπυᾶτπς. 

ια, ς ὁ» Π - [ ῃ ῃ , Π , ει 

᾽Απόδειξις: Ἐφ οσον π Επιφάνεια έϊναι ἀναπτυωττ, συμφώνως πρός τὰ Δεχθέντα ᾱ- 

« ' ͵ ' ν , ο αν πα ῃ 
νωτέρω (61. τύπον (4)).τα διανύσματα: ρ,α,α, εἶναι Ὑραμμιικῶς εΕηΏηρττµενα 

ι 3 ͵ . .: « .. .. 1 . 
μαὶ ὡς ια τούτου ὑπαρχουν τρεῖς συναρτησεις Κ,ίν), Κ.(ν)}, Κ (4), οπου Κ, ΣΚ. Κο 

- ῳ , ” τν [ ' αμ. 

τοιαῦται, ὥστε να ἔχωμεν: Κ;ρτΚισγκ, α’-σ (9) 


ᾳ). Ἔστω ὅτι εἶς µάποιο διάστηµα αι «άςθι., εἶναι Κ,(ά)ΞΟ ναὶ µατα συνε- 


1 
Π σχεσις ()) γίνεται: 
κιανκ.α4- ὅ, (1), ὅπου Κὖνκὸ ο. 
2 . ἵἥ 2 3 .. .., Ξ - ι 5 ” . . τε. π λ- 
Εξ υποθεσεω» Έχομεν |4 (ω)|5 4, ἤτοι ϱ (μ)ΞΊ μαι ὡς Εµτουτουᾳ -Ὁ. Πο 


Δαπβασιάδοντες τὴν (2) εσωτεριαῶς ἐπὶ 4 ἠαμθανομεν: 


Π δι ψ 3 
χιᾳ ο. κς9 4 -ὂ ἡ Κ.]9] Ξ0 (3) 
σσ Ἓμ της (3) συνάγεται Κ.(ν)Ξο δα αι “τε θι Ἐπειόηπ Κ.εία)ά 0 δια 
α.εκ-δι έα τῆς (2) ἔπεται Οτι 9-6 η Α- στα” 8 (4 δια α,Κωακθι.,. 
λογω τῆς τεᾶευταὶας σχεσεως προιύπτει ὅτι αἱ γενετειραι τῆς ἐπιφανείας εἶναι 
παρἀᾷῆτιᾶοι μεταξύ των μαὶ ὧς ἐμ τούτου ἡ ἔπιφανεια εἶναι ἕνας ἁὐὑλινόρος μαι 


ὡς μεριμἠ περίπτωσις ἕνα πμῆμα ἔἐπιπεδου. 


ϐ) Ἂς υποδέσωµεν Πόπ ὅτι Κ,(4)0 δάαι,τωακςθδι, οπότε η Εξίσωσις (1) γράφεται: 


ρ(ω-Ά, 9 (1) 9 λ, 4/4) (5) 


.) ' ἳ 
Όπου ετξὸη λ,τ-ᾱ- και σα . 


1 Κι 
Ἡ Ἐξίσωσις τῆς Επιφανείας ὀυναται να γραφῇ οὕτω: 
τερ(η)-λ.9-3υ,ς (6), οπου υΞυν Ἅ, 
κ. ᾽ εκ κς ε . 
ΆἈς θεσωμεν ρ(η)Ξρ)- λ.:.9 και π (6) γράφεται : 


υτρω)κυ-ς (3) 
Εἶναι δε: ϱ 6) ΞρΜν)-λ::9-λ.4’ (8) υαὶ λόνῳ τῆς (5) ἡ (8) Φίόει: 
ρ’ ()- λ/Φνλις-λιφ-λ.ΦΞ(λι- 11)9 (9). 


Ὁ) Ἔστω λ,-λ.Ξο διὰ αι.,«ωθι., τότε εα τῆς (8) Δαμθάνομεν ρ{()-56, εξ 
ἣς ϱ(ν)- σταὸ -ᾱ. 


Ἡ Ἐξίσωσις (3) τὰς επιφανείας τράφεται: 


σι πρα τ[υτλιω] 9 (ιο) 


( ε ος [ ͵ ' ς 
Η (19) παριστᾷ ἕναν κῶνον Ἐ Ένα Ἐπίπεδον (διατί ;). 
{) Ἔστω λι-λ. ΑΟ δια αι, ι«άκθι,, τότε Εα τῆς (9) ἠαμθανομεν: 
, οι 3 [ ον ᾽ ' ' 
ρ΄(1)5 (λι- λι): α, ὄτεπ ἔξίσωσις (π) τῆς Επιφανείας Ἔράφεται: 


(ὐ κ λι()) 


ο παρα. 


. ρ΄ (αι) (11) 


«Ἡ (149) παριστᾷ την Επιφάνειαν τῶν Εφαπτομένων τῆς μαμπυᾶης ρ-ρ(μ). 
ων 8 


τι ον. μ ' ς ς , Ξ ο) « . ῃ 
μ αναπτυωτη ἐπιφάνεια ὡς Π περιθάΆλουσα μονοπαραμετριμῆς οιµογενείας επιπεόων.΄ 


45 θεωρησωµεν τήν μονοπαραμετριαἠν οἰμοχένειαν τῶν ἔπιπεόων | 
Α(α)χν Β(α) η» Γ(α)3 νΔία)Ξο (1) αι παρᾶμετρος: 
Ὡς ἠνωστόν (6λ.Κεῳ Ἱ ϐ 3 ) ἡ περιθάΆλουσα τῆς οἰμογενείας (1) προ- 


αιύπτει δὲ ἀπαδβοιφὼς τὴς παραμέτρου α μεταξὺ τῶν Εξισώσεων : 


Α(α)χακβΒ(α)υν Γ(ία)Σκ.δΔί(ία)Ξο 
Α αχ» Βτα)ι τς Γ(α) απ Δ(α)- ο ος 
ΔΙ ἓν σταδερον α αἱ ἐξισώσεις (2) ὁΐδουν τάς Εξισώσεις μιᾶς εὐθείας χραμμῆς 
(ἱα) ααᾶουμενης χαραατηριστιιῆς εὐδείας - παθοτι ξιιὰσττι τῶν ἀνωτέρω εξιαὺ- 
σεων παριστᾷ ἕνα ἐπίπεδον-- ααὶ ὧς ἔι τούτου ἡ Επιφάνεια 5 ποὺ εἶναι ἡ περι- 
θά ἂᾶουσα τῆς ἀνωτερω οἰιογενείας (1) δεωρεῖται ὁ Ὑ.τ. τῶν εὐθειῶν ({α), ἦτοι: 
Π 9 εἶναι µία εὐθειοχενης ἐπιφανεια. Ἡ ἐπιφάνεια 5 δια α- σταὸ. ἐφάπτεται κ - 
ποιου ο μι κα της ριναςς . ΕΕίσωσιν ο () ᾖβατα µηωος τῆς ώς ῶ, 
ἡ 5 αι μία ἀνατπτυμτη Επιφάνεια. Οὕτω, µία οἱμσμενεια. ἐφαπτομένων - 
πᾶς 5 ᾿Εξαρτᾶται µόνον ει τῶς παραμέτρου α ιαὶ ή ὁποια (παρὰμ ετρος) προσ- 
διορὶδει, 4ογω τῶν (32), τὰς γενετείρας (| α), ἐνῷ ἐν γένει µία οιµορενεια ἔφατιτο- ) 
µένων ἐπιπέόων μιᾶς τυκούσης οἰιογενείας ἐξαρτᾶται, ὧς γνωστον, ἐν όνο πα- | 
ραμέτρων, 
θὰ δείξωµεν ὅτι: Πᾶσαι αἱ χαραιτηριστιμαί εὐθεῖαι ({α) εἶναι ἐφαπτόμεναι 
μιᾶς μαμπύᾶτς (3) τῆς ἀναπτυωττις ἐπιφανείας 5. 

Πρός τούτοις δια ορϊ5οµεν ὧς πρός α μίαν φοράν εἰσέτι την δευτέραν τῶν (2), ὅτε λαμθά- 
νοµεν τὴν ἔξίσωσιν : 

Α(α)χ« Β(α)υς Γ(α)σεΔία)-ο (3). 

Ἡ (8) εἶναι µία Εξίσωσις ἔπιπεδου ιιαὶ ὀρίσει ἐπὶ τῆς (| α) ἕνα σωμεῖον Μα (το- 
µη εὐθείας μαὶ ἐπιπξέδου). Ὁ Υ. τ τῶν σηµείών Μα. ὅταν τὸ α ιμεταθάῆλεται, 
εἶναι.µία μαμπυΔη, ἔστω (γ), ἁειμενη Επὶ τὴς Επιφανείας ααὶ ἡ ὁποία μα ᾶςϊ - 
ται γραμμή ἀναιάμφψεως. ΔΙ Εεπιδύσεως τῶν εξισώσεων (0, (1) αι (3) ὡς πρός 
κ νλώσιὼς πὰς παραμετριιάς εξισωσεισιαύτη» Ώτοι:κ- φ(α),ὐ-0(α),3- σ(α), 
ὁτοῦτο α εἶναι παρᾶμετρος. 

"᾿Εὰν ηδη θεωρτσωμµεν τὸ Εφαπτομενιιιὸν στοιχεῖον ἅπ, τῆς χραμμὴς ἀναιιαμψεως 
(1) αἱ ἔστω (πχ, ἄν, 4σ) αἱ συντεταγφµέναι αὐτοῦ. Διά διαφορίσεως τῶν (2) Άαμ- 
θάνομεν : 

Α(α)άχκ Β(αάην Γ(α)λάξξ-ο 


, , ; 6) 
Α(α)άχὰ Βία)άνν Γ(α)αάτ- Ο 


μ Γ . έ 4 . ᾽ η , 1 
Αί σχεσεις (4) ιιαίὶ () εµφρασουν ὅτι η Εφαπτοµενηω τῆς μαμπυήτς (Υ) εἶναι τια- 
“ “ ͵ , ' 4 τ ἤ . 
.ρά ἂᾶτιᾶος προς την χενετειρα ([α) μαὶ ἐπειόῦ αὗται ἔχουν κοινον στμεῖον ὃα συ- 


μπιπτουν. 


ν ῥ Π ῴ .. ' ’ α- 
« Ἐν τῶν ἀνωτέρω ἔπεται ὅτι: Κάθε ἀναπτυιμτω Επιφάνεια ὀύναται νά θεωρηδῇ 
λα 


ὡς η Επιφάνεια η παρα γοµενω ὑπό τών ἐφαπτομενων μιας παμπυλης τοῦ χωρου. 


{ { Ἡ πραμµΏ ἀναιάμψεως ὀύναται νὰ ἐιφυλισὸῇ εἰς ἕνα σωμεῖον πεπερασµενον 
... 
Ἅ ααὶ µη ,ὅτε τἨ ανσπτυμτη Επιφἀνεια γίνεται µία κώνιΏ η ἁυλινόρικΏ ἐιιφανεια. 
Σι ς, ε . ῃ - Δ ». 3 ν . ῃ , {ς ῃ { 
ο Έστω, ὅτι Ὁ Εξίσωσις τὴς ἀναπτυμτῆς ἐπιφανεὶίας του ὀρίδεται ὡς Ἡ περιθαλλου- 
ς π ' - , ͵ ε Ὀ ' ' α.. ο . 
σα τῆς οἰαομενείας τῶν ἐπιπέφων µε Εξίσωσιν ταν (1) ὀύναται να τεὸή ὑπό την 
µ [ οι Π Ρ. Π 3 [ Ν 3 [ 
'μορφὴν Ἡ- 4 (χιν). τὰ ὀιευδυνοντα συντιµίτονα τὴς τιαΘετου επι τὴν Επιφανειον 


θα εἶναι συναρτΏσεις τοῦ α, Πτοι : 


----- 3-5 γ(α), ---------ο 5 Μή (α) 


ο πο νώτα  πωκ , «το ' 
αν ρα . στ ντ . η 
οπου Ν/ (α) κ ία) ν Μ/, (α) Ξ 1. 
᾽Απαδείφοντὲς τὸ α μεταξυ τῶν δυο πρώτων τῶν (1) (ἡ τρίτη εἶναι συνέπεια αὐτῶν ) 
9ὰ Δάθωμεν µἰαν σχὲσιν τῶν Ρ μαι ᾱ, Ἐστώ τὼν α- Φ(5) (2). Ἡ (1) δύναται νὰ ἵμα - 
νοτιοιἥται ες ὁὰοιᾶμρου τῆς ἀναπτυιτὴῆς ἐπιφανείας. Διαφοριδοντες τὴν (1) ὡς πρὀς 
λος, 
χ ααι ν ἀαμθανομεν: 


αἱ δαν 55 φ(ϱ) α-- φ΄(ϱ): ἳ, ἤτοι: 5Ξφ(Ρ)-"ν (3). 


4α  ὃΣ 


Ὁμοίως. ση δυο τ -φ(ϱ)-ᾱ αν (95, τοι; ἔςεφ(ρ)5 (4) 


Ἓα τῶν (9) μαὶ (4), δί ἀπαδειφῆς τῶς Φφ(ϱ), Ἀαμθανομεν: 


τε-5Ξ-ο . (5) 
δεν κ... 


σημεία τὴς ἀναπτυιτὴς ἒπι ανεὶα ' η οποία ποὶα εἰ εἶναι περιθἀ 6 άλΊουσα τῆς οἱ - 


µοχενείας τ τῶν Επιπεόων (4), . ἱκανοπιοιοῦν των πηρα εξίσωσιν (5) 
Ἐι τὴς (5) προιαώττει τι τάντα τὰ σηµεία τῆς ἓν Ἀσνω ἔπιφανείας εἶναι πα- 
ραθοβιμα. 
Μὲ τὴν θοῄθειαν τῶν Διαφ. εξισώσεων µετὰ μερικών παραγώγων ἀπιοδεικνύε- 


ια ω ; ' . - ᾿ - 
ται Οτι, πι (5) ταριστα οιιΟοῦσενειαν αναπτυιάτων επιφανειών. 


[5 . . [4 ͵ ͵ . 2 Π ΄ ϱ . - 4 
Ὡς γνώστον π οὔιμπ μπαμπυᾶβοτως µιᾶς επιφανείας παρξχεται ὑπὸ τοῦ τύπου: 


ο ης” 
ο. εα στ" 


}’ Σον . , ὄ ς ὃν νκω 1 ͵ . π”.. 
᾿Εξ ἆλλου, εὰν ἡ επιφάνεια ὀΐδεται ὑπὸ τώς Εξισώσεως Ἡ-{(α,ὴ), ἔχοντες Ότο- 


(61 σχετιιὠςςελ. 316, δ 8). 


ῃ πἑ ς ὰ . Ξ ͵ ͵ , 
ψιν τὰς Εαφράᾶσεις τῶν θεμελιωθῶν ποσῶν πρώτης µαὶ δευτέρας τάξεως συναρ- 


͵ ο ὸ) - - κ. 
τησει τῶν Ρ,4,Π, 5ἵ (6λ 5 3), δα Εχωμµεν: Κως τν Ξπε-5 


, . 1 π [ ας ͵ 
Ἴσχυει μαι το αντιστροφον τοῦ ἀνώτερω. 


᾽ : ῃ 2 : ͵ ς ; [ ͵ ὰ ς’ ' 
Προτασις Χ- 5-3. Μία ἔπιφανεια µε οιμπ μαμπυβότητα µωδεν εἰς οἼα της τασή- 


µεια εἶναι αναπτυιωτῃ. 


/ ὕ ς 7 ͵ ο .- πο ς ; 
Άποδειξις: Ἔστω πι ἔπιφανεια ὢ με εξίσωσιν . τ- Ὁ (α,9), ὅσου υποθξτοµεν ΚΞΞΟ εἰ 


ΑΗ μμ” 
εα-ξ" 
͵ : ς/ « ς ’ 2. 2 . » , , σ “ - 
Θετοµεν οτι δεν υπαρχουν Επιπεόα Ἱμηματα της επιφανειας͵ ἔπεται οτι Ειααστον σωιμαειο)/’ 


.. . - . .... ς . , 
οἵατης τα σημµεια Ἐπειόη Κ: » δὰ ἔχωμεν : ΙΗ- ΜΞ- 0 ὡς πρὀς αυ. Ἐπειόη ὑπο- 


τως εἶναι παραθοβᾷιιιὸν μαὶ ούτω σὲ μαδθε σημιεῖον της ἀντιστοιχει µία µονον «ἰσυμ-. 


πτωτιἁη Φιεύθυνοις η ἱαανοποιοῦσα την ἐξίσωσιν Ἱ[-ιαν’ν2Μαν άν  Ναυ"- 0, Ἡ 
! αυ ι: αυ σος ος ; ον ή ου Μ. Ῥ ξ 
τὴν Ν σα) .αΜ-αᾳ τΙΞ0.᾽ΕΕ αὐτὴς Δαμθανομεν των ἀὐσιν: πα σπα Ἡ θυτῳς ε 


χομεν Επὶ τὴς Επιφανείας 5 ὡρισμένον μονοσημάντως ἕνα πεδίον διευθύνσεων, τό ὁ- 
ποῖον δημιουργεῖ μίαν οἱμογενειαν γραμμῶν τσ, επί τῆς 5 αι ἡ οποια (οιαογενεια) 
μαβύπτει τὴν 5. 

Ἓω τὴς Επιλύσεως τῆς διαφ εξισώσεως ΝάυκΜαα-Ο εἰς τὸ πεδἰον τῶν (α,υ) ἄπο- 
υτῶμεν μίαν οἴἵμογένειαν ὁλοαδηπρωτιών γραμμῶν υ-νζα,σ) τῶν ὁποίων αἱ εἰαονες 
ἐπὶ τῆς 5 εἶναι ἀσυμπτωτιιαὶ γραμµµαί τῆς ἐπιφανείας. Λεγομεν τι ιατάὰ µΠαος 
μιᾶς ἀσυμπτωτιιῆς φραμμῆς, ἔσιω ν, τλς ἐπιφανεία»͵τὸ ἁάθετον Φιάνυσμα. 
Νς ΝΜ (αυ (1) ἔχει σταθερἀν τιμήν, ἔστω ᾱ,. Ἐπειόή ἡ διεύθυνοις εἶναι ἀσυμπτωτικη, 
 αάθετος ιαμπυλότως κ.--ᾱ- ματὰ µῆλμος αὐτῆς εἶναι μπδεν. Έφαρμοδοντες δε 
τὸν τύπον τοῦ Κοογίφικο5 (6λ. 8 !9, τύπον (2)), Πτοι αΝ--κ,ἀπ Ἔχομεν ὅτι, 
αΝ(ωιν (4))-ο0, ὅπλ. Ν(ω,ν (1) Ξ ἕα ματά µῆμος τῆς χ.. Ἐξ αὐτοῦ ἔπεται ὅτι ἡ 
Ὑ, ἀεῖται ἐφ ἑνός ἐπιπέδου, Έστω Ἱς, διότι πάντα τὰ ἐφαπτομενιμά διανύομµατα τής . 
χ, εἶναι ἁάδθετα πρὸς το σταθερὸν διάννσµα ὃς. Τὰ Επίπεδα Π, ἀποτελοῦν μίαν μο-- 
νοπαραμετριωτὶν οἰμοζένειαν ἐπιπέόων, τὰ ὁποῖα ἔχουν διὰ περιθἀ λουσαν τὴν 5, διότι 


Ἡ 95 ἐφάπτεται αὰδε ἐπιπέδου ία ματὰ µῄιιος τῆς χγραμμῆς ,, ταράγεται δὲ ἀπὸ 


τὰς χρομμάς Ὑα. Όδεν, συμφώνως πρὸς τὰ Δεχθέντα ἀνωτέρω εἰς τὴν παροῦσαν 6, ῆ 
5 ὡς παραγομένη ὑπο μιᾶς μονοπαραμετριιῆς οἰιιοψενείας ἐπιπέδων εἶναι ἄνα- 
πτυμτη μαὶ αἱ ραμµαι ἵα, ματα μήμος τῶν ὁποίων τό ἔφαπτομενιιον ἐπίπεδον 
ο Πα παραμὲνει σταθερον, Δά εἶναι εὐθεῖαι, θά εἶναι δε αὗται αἱ καλούμεναι χαρα- 


πτηριστικαί γρακιμαί τῶν Πα. 


Παραδείρµατα: 3/ Προσδιορίσατε τὴν συνάρτπσιν Φ(α) εἰς τρόπον ὥστε η εὐθειο- 
γενής ἐπιφάνεια ἡ παραχομὲἑντι ὑτπό τῆς μονοπαραμετριαΏς οἰικογενείας τῶν εὐδει- 
ὤν χςςιοαφ(α)λεα:, ἡ- ας (μ)-5 4 νὰ εἶναι ἀναπτυμτη. 

Λύσις: Θέτοµεν τςυ ιαὶ ἡ Εξίσωσις τῆς ἐπιφανείας γράφεται: 

Ὁ- (5ιγ2λαφ(α) αυ) (αφ (.)-5υ)υκ- 
Ξ5 {66 2άφ(μ)) εκ α φ'Ο))} -υ [αἰ-5ί .Κκ)ςρία)ευα(η). 


Εἶναι : ρι- 2(Φίά)ν αφ (ωλὶν(φ (1) ον φ(ι)φ΄(ω))) 4.- ι. 


ι) - ’ , . , ελ - ο , μέ 3 . ε 
Αριεῖ τὸ µιικτόν γἰνόκενον (ρ, 4, φ να ἰσοῦται προς µηδεν Ὠτοι αριεῖ να 
η ν 


Εχωμὲν: 
9 Ίφῤνωφ(α)) φ(α)κ2λαφ(α)φίω) ο 
5. π5 { Ξ0ο 
ι 0 0 


Ἀναπτύσσοντες τὴν ἀνωτερω ὀρίδουσαν Δαμθάνομεν: 
Φα) 2λὰΦ (α)φ(ω)-., Ώ εάν φ(ι)άο 
οἱ : 4φ 
χοµμεν α1ὰ----- Ξ Ο. 
ε µ πας 
Ἓα τῆς Φλοιβηρώσεως τῆς τεβευταἰας διαφ. εξισώσεως ἀαμθάνομεν: φίν)Ξο-ιὰ ἳ, 


μ5ο καί ς: αὐθαίρετος οταδερα. 


29/ μἁ εὑρεὂῃ ἡ συνὂῄµαη, ἵνα αἱ πρῶται μάδετοι μιᾶς ααμπὺᾶτπς σχηµατίςουν 
; ϱ 
ἄνατιτ υνατην Επιφάνειαν . 
: μ . μέ - / ς 1 ὔ , 
λύσις; Ἔσιω Ρ5 ϱ(6) ἡ ξξίσωσις τῆς μαμπυᾷτς, Η εὐδειορενης Επιφάνεια πού σχη. 
4 ε -- Ἱ ο [4 3 ͵ 
µατὶδουν αἱ πρῶται ἁαδθετοι δα ΕΧΏ ώς εξισωσιν: 


Ἱτ-ρ(θ1ν.ν (1). 


θά εὕρωμεν, ἀοιπὸν, πότε πᾷ ηροῦται γὶ συνὸῄταη : 
(ῥ:0,ν9)-ο κα) 
Ἓμ τῶν τύπων τοῦ Εγοηθὲ Ἐχομεν : 
ῥ-τ, ν-- Κτασ.θ ααί ὁ (2) γίνεται : | 
τν, κτ.σθ)]-ο (3) ἃ ... 
(τν, σ.ϐ)-ο κ{(4) | 


{ 6 ᾽ ος , . 6 στ 3 4 
Ἵνα ἰσχυπ ἡ (4) ἀρμεῖ τὸ σςο, ὅπλ ὅταν ἡ αμπύᾶη εἶναι Επἰπεδος, 


33/ Κά εὑρεὂῇ ἡ ἀναπτυιτη Επιφάνεια ἡ παραγομένω ὑπό τῶν ἔγγυτάτων ἔπι- 
πέόων τῆς μαμπύβης; κ-ευ-ἱ α-ε.. 

Λύοις: Εὐκόῆως εὑρίοιιομεν ὅτι ἡ Εξίσωσις τοῦ Εφγυτάτου ἐπιπέόου εἶναι: 
4-91 Χνδ4Ύ-7-ο. (1). Ἡ {ἱ) παριστᾷ μίαν µονοταραμετριιιτν οἰιισγένειαν ἐπι- 
πέδων (Ε: παράᾶμµετρος). Διὰ νὰ εὑρωμεν τὴν ἀνατιτυατήν ἐπιφάνειαν τὼν παρα- 
γομένηων ὑπό τῶς οἴιιογενείας (1) παραγωγἰδοµεν παύτην ὡς πρός «, ὅτε ἀαμθάνο- 
μεν: Ε2Χ«Ὑ-ο Ἅᾖ{() 

Δι ἀπαδειφῆς τῆς ἑ μεταξὺ τῶν (1) παὶ (2) Δαμθάνομεν τὴν Εξίσωσιν: 

(ΧΥ- ))- 4(Χ-Ὑ)(Υ:Χ5)-ο. 


Αἱ Εξισώσεις (1) μαί ()) ἂς σηµειωθῇ ὅτι παριστοὺν τήν ἐφαπτομένην τὴς δεωρη- 


σος τωα; ο ἀνιφαΒ 


ε---ο ως οὐ 


δείστς μαμπυῆηως 
μ.μ ”------ 
6 16. ΑΠΕΙΚΟΜΗΙΣΕΙΣ ΕΠΙΦΑΜΕΙΩΗ 
Εἰς τὴν παροῦσαν παράγραφον Φίόοµεν, Δίαν συντὸµως, τινα περὶ τῶς ἀπειιονί - 


σεως τῶν Επιφανειῶν. Πᾶπρεστεραν µελέττιν 61. "θεωρία Επιφιμειάν, Μ.Μπρίκα, Ἱεύκος 1, Κεφ. 45". 


Π π κ.» « . ν - µ " . ῃ 
1. Ἰσομετριιη ἀπειιόνισις. Ἔοτωσαν αἱ ἐπιφάνειαι 5 μαὶ ὃ τῖν ὁποίων αἱ ἀντίοτοι- 
πν - , « ή 
χοι Εξισώσεις εἶναι Όπ (0) μαι Ὅττ (ας ω) (ρ. 
᾽ 3 Π } ͵ - .᾿ ᾗ ι) ᾽ ο 1 ’ ιο] . 

Μια ἀμφιμονοσημαντος απειιόνιοις ᾗ τῆς Ἐπιφανείας 5 Επὶ τῆς ἐπιφανείας 5 ὃα 
δίδεται ὑπό τοῦ συστήµατος τῶν ἐξισώσεων: τὰ- α (αυ), υ”- υ (μυ) (2), τό ὁτποῖον 
ὑποθέτομεν μονοσηυμάντως ἐπιβύσιμον ὡς πρός ια, ύ. Οὕτω ἡ εξίσωσις τὴς ἔπιφα- 

μ 5 4 . “ . -- “ 
νείας 5 ὡς πρός τὰς μαμ πυἠογράμµους συντεταμµένας αυ εἶναι: Ἑτ(α (μυ), υσμ0λ. 


Κατ αὐτόν τὸν τρότιον εἰς τό σηικείον Μ(ι,υ) τὴς 3 ἀντιστοικεῖ τὸ στιμεῖον 
Μ"(μ (αν), Ὁ" (μι υ)) μὲ τό αὐτὸ 5εὖγμος τιμῶν (αυ) 


-- , ” , - ͵ Ξ ν . μ ἤ 

Ἐὰν ἡ ἀμφιμονοσήμαντος ἀπειιόνιοις { τὴς 5 ἐπὶ τής 9, ὡς ὡρὶσὸπ ἀνωτέρω (όπ]. 
τὰ ἀντίστοιχα οημεῖα νὰ καραιτηρἱδονται ἀπό τὸ αυτο δεῦχος (ω,υ), ἔχῃ τὼν ἰδιό - 
τητα νὰ ὁιατπρῷ τὰ µΏιατη τῶν Σραμμών, ὁπλ τὸ µήμος μαδε γραμμής ν τής 5 να 

υ ν - - . -- Μ. ι. - ι. ΄ 

ἰσοῦται μέ το µημος τῆς ἀντιστοιχου γραμμῆς γ" ἐπί τς 5’ τότε ἡ ἀνωτερω ἀπει- 
χόνισις ααδεῖται ἀσομετριική. 

χ ς ς .. 5 ο-- [ , 2 5 "Αν 

Εστω ηχραμμηπ γ: ἁΞα(8),υ-υ() ἐπὶ τῆς 5 αὶ ἡ ἀντίστοιχὸς της Ἐπι τῆς Ὁ Ἡ 
νι απ (9) υ(ϱ)) τα αλ υςυά)λυ() υ”(). 

Πο ς α { 5 -- { ' ῃ [ . , ος 3 ͵ 

Εάν η ἀπειιονισις ὑποτεθῃ ἰσομ ετριατι,διά τα μπιτ τῶν τοξων τῶν εν λόνω πραμ- 

- { ὓ ΑΛ σι 2 .. α ῃ -- , ; 
μῶν ὃα ἔχωμεν: ἐ- ζ Ἡ ἐαφράδοντες ταῦτα συναρτήσει τῆς πρώτης θεμελιώ - 


δου5 τετραγώνιωτς μορφΏς ἔχομεν: 


. π να ἒ, γι 
ο λα ο... 


4, | ἓ 
ΔΩαφοφιδοντες τήν (3), ὅτε διά ιιάδε 5εῦγος(αυ) θὰ ἔπωμεν: 
Ε(ωυ)άια 2Εάιιάυκζαάν- Ε (αυ)όυμ.ν2Ε"άιόυ ςἳ ου" (4). οἰουόθήτοστε ὄντος 
τοῦ Λόχου αν ο Συγετιῶς ἵνα ἰσχύτι ή 6) αριεῖ να Εχώμεν: 


Είων)- Εαν), Ε(ωυ)ς Εα,υ), (αυ) α ζωυ) Ἅ{(8). 


ν μὰ. 6 / -- 3 μα , κ. ᾗ- 3 [ . π , 
09εν, εαν τι ἀπειμονισις τῶν επιφανειῶν Ὁ Μαι δ είναι Ισοµετριαπ,Όα ισχικχλ 


αἱ σχέσεις (5) μαί αντιστρόφως. 


Ἂσ υποθεσωμεν ὅτι αἱ μαμπύλαι ἔπι τῶν ἐπιφανειῶν 9 υαί 5 εἶναι προσανατολι- 
δµεναι. Ὑπό τὸν ὅρον γωνία τῶν ἁαμπύλων πτπτ(, ΣΞξ (8) Επὶ τῆς ἐπιφανείας 5 
ἐννοοῦμεν τῶν γωνίαν ϐ τῶν διανυσμάτων τ (48), ξ{9ἠτοι: θ- (τρ, Ε΄(:/)).λαμθα- 
νοτες ὑπ ὄψιν τὸν τύπον (15) τᾷς 83 πού δίδει τὴν γωνίαν ὁύο ἐπιφανειαιῶν χραµ- 


α- ͵ ' , ι ῃ ἤ ς -- 
μῶν ιιαθώς καὶ τοὺς τυπου» (5) ικατα των ἰσομετριατῖν απειικόνισιν συµπε- 


νων Ὑραμμῶών Ὑ., Ψ. τεµνομενων εἰς τό σημεῖον Μ ἰσοῦται πρός τὴν γωνίαν τῶν 


, , τες μα κ. 
εἴαόνων των γὶ, ς εἰς το ἀντίστοικον σημεῖον τῆς τομής των Μ” 


, η λ { ᾷι { { 
Κατα την ἰσομετριαΏν ἀπειάονισιν αἱ πρωτεύουσαι παμπυβότητες Κ,,κι εἰΣτα 
- - " 1 ῃ ” ο 3 9: 
διάφοφα σωμµεῖα Μ τηδ 5 δὲν παραµενουν ἀαναλλοίωτοι, ὅτπλ τὰ ἀντίοτοιχα ση- 


- ο -- . μι 6 , , . 
µεία ΜΗ τῆς 5 ὁεν έχουν ὧς πρωτεμουσας πµαμπυβοτητας τὰς κ, Κ,. 


--.. ! ν α , μ ' ως -- " « 1 ) 
Ενῷ Ἡ οὗινατι ἁαμπαυβοτης Κ εἰς τὰ διάφορα σημεῖα τὴς 5 ματὰ πτν ἰσομετριατν 
3 ͵ 9 ͵ 4 { Π , τν ͵ . 
ἀπειμονισιν παραμένει ἀγαλλοίωτος. Τὸ ἀνωτερω ἔπεται ξα τοῦ τυπουτοῦ ἄαμςς 

[ νώ 3 ν πη Γ . ι η ς ν 
(1 θεώρημα Σ-6-Ί), Ἐω τῶν ἀνώτέρω ἔπεται οτι: ϐ) Μία σφαίρα (δᾷναη παμπυ- 
ἀότης σταθερα ααὶ Ίσω προς Κ:τ σον ) ὁεν εἶναι ἴσομετριια ἀπειιιονίσιµος επί ενός 
ἐπιπεόου (ὁΔιικἡ ἁαμπυβότης σταθερα ααὶ ἴσω πρὸς Κ-0). ιἱ) Μία σφαῖρα δὲν 


} ῃ . . . - . μα ῃ υ 
απει πονιδεταὶ ισοµετριωα ἐπί μίας αοναπτυιιτΏως Επιφανεὶας που ἔχει ολιιὠν μα- 


µπυάοτητα µηδεν. 

ἱ) Εἰς το επίπεδον µόνον αἱ ἀναπτυμταὶ ἐπιφάνειαι ἐνδέχεται νὰ ἀπειικονίδωνται Ίσο- 
μετριιῶς ποὺ Έχουν ἁμφότεραι ὁᾷιάἡν ιμαμπυλότητα μτιδἐν. 

Επειόη ατα των ισομετριιὼν ἄπειμονισιν τὰ συμθοᾷα τοῦ Οηγὶςσ]ο]όθέ π παρχκι- 
µένουν ἄναλλοίώτα (61. τύπους (52 δ ϐ) Δαμθάνοντες δε υπ ὄψιν καὶ τον τύπον 


τὸν δίδοντα τὴν γαωδαισιαμὴν μαμπυβότηια ΚΟ (βλ θεώρημα Χ-!3-1) ἔπεται ὅτι: 


πο... ο πο τμ. τῆς ο ρδον. 


ἤ , ἤ 3 { - ' - 3 « 

Ἱ. Συµµορφος ἀπειιονισις. Μία αμιφιμονοσηµαντος ἀπεικόνισις { μιᾶς ἐπιφανείας 
3 [ - : ας, ' ν « , ’ 
5 ἐπὶ μιᾶς ἐπιφανείας 5" ιαβεῖται σύμμορφος, ξὰν ὑπάρατ µία συνάρτησις 
ή τι .. 
Α(α, ύ) ποιαυτῃ ὠστενα Εχωµεν: 
.4 ὰ 
ΕΞΛ.Ε’ Ε-λ.Ε α-λα «ϱ) 

ὅπου τὰ Ε,Εα μαι Β) Ε7 4” εἶναι τὰ θεμεβιώόπ ποσα πρωτη 5 τάξεως τῶν έπιφα- 


ψειῶν 9 μαί 9” μὲ ἄντιστοίχους εξισώσεις; τς (αυ), Ὅς τ (αυ). 


Προτασις Σ- (6- / Καιτὰ την σύμμορφον ἀπειιιόνισιν δύο ἐπιφανειῶν διατηρεῖται ΤΠ γω- 
, ἷ { ῃ ͵ 3 / αν ας, ὡς ͵ . 
νία την οποίαν σχυµατἰδουν εἰς το σωµείον τῆς τομῆς τών ὁυο προσανατοήῄισµεναι γραµ.- 
- - ͵ - ͵ ω Ἀ ͵ η μ 
μαι τών επιφανειών (διά τοῦτο ἡ απειαονίσις αΌτω μαβλεῖται μαι ἐσογωνιος). 
κ δό γι ς . πα - ͵ 
ποόειξις' Ἔστω Ώ Επιφανείια Ὁ µε Εξίσωσιν; Ὁ- Ὀ(ωυ). θεωροῦμεν όυο προσανα- 
η . [ ; - έ ος ς Π ν ͵ ἂν. « 
τοβισμενας γραμμας Επ αὐτῆς αἱ οποῖαι ΟρίΣονται Όπο τών Εξισωσεων: 
 Ξι(Ε), υξυι (1), ατα, (τ) υ5 9, (τ), 


- α , Π , ο . - 
τοιαῦται ὥστε α.(ο)-α. (ο) Ἰαί υ,(ο)Ξυ.(ο). Ἔστω ὅες Μ πο στιμεῖον τῆς τομής των. 
4 υ ι 


ς , ’ η ͵ . - Π Π - ͵ 
Η Ὑωνία τουτὼν εἰς το σημεῖον Μ εἶναι η χωνία ϐ τών εφαπτομενιικών διανυσµα- 


των. αν Ἶ .Ἡ (όπ}λ πθ--χ{( -ᾱ- -ᾱ υαε α)) μαὶ τὰ ὁτιοῖα (ἐφατιτομενιμα διανύσματα) 


{ 
ὡς «νωστὸν εἶναι: 


ας... μι αυ, ᾱτ .., . ἁμ. | 
αἲξ Ὃν ᾱτ νο -ᾱς , Ὁτ  α ἂν ὃν ατ 


! . ε . ΄ 
Κατα τον τυπον (8) της 6 3 ὃα ἔκωμεν: 


ι) ' Π ΓΙ . ’ , ’ 
ἀιὐδα Επι αν Ες ὺν τα, ιν να ν,υ, έν 


Γεω κ 2Εμ" ψνναυ, ή. Γεω κ2Εαυν αυ. 1 


ψ 
ΕΕ ἀάᾶου ἐὰν Θ3 εἶναι ἡ γωνία τῶν Εφαπτομενιιῶν διανυσμάτων: αν ο. 
. ἄν. . απ ω αμ. . αυ. Ν ὃς 
Ὅν ατ ὕαι-ᾱτ -ὔι ατ Ὁ σι, ἅτυ τοτε Όα Εχώμεν: 


ῤ 
συνθ - Εαν ας «Εως ύν ας σον) ουν υς } 
"τε ἕνερία, κο να"υ" ]: Γεν 2ετας ο να υ 1. ο 
ΕΕ ὑποθέσεως ΕΞΛ'Ε" ΕΞΛ'.Ε", α-λ'.ςἳ καὶ λόρω τῶν (1) ἁἃαί (1) Ἀαμάανο- 
μεν : συνθ -συνθ” ή 6-6". 


Προφανῶς η ἰσομετριμΏ ἀπειιινισις εἶναι μία σὑμμορφος ἀπειιιόνισις 


Ἂ 


. ; - 8 ᾽ ϱ [ . : ῃ ' , . 
Ευμοᾶως διατιιστοῦται ὅτι: Κατὰ τὴν συµμµορφον απειµονισιν ὅια τα µΠιάτι τιῶν 


ἀντιστοϊχὼων χραμμῶν δὰ ἔχωμεν : 


7 ῃ ͵ - ͵ ω ͵ χέ μ - 
Τόν Ἄορον -ᾱτ μαβοῦμεν ἁὐέμαικα ἀπειιονσεως τι συντε(Ίεστην όκαστσῦη». 


Ἡ. Ἰσεμθαδιαπ ἀπειιόνισις: Ἔσιω ἡ ἀμφιμονοσήμαντος ἀπειιόνισις } τῆς ἔπιφα- 
νεἰα. 5 µε ΕξΕίσωσιν τ- (αν) ἐπὶ τῆς ἔπιφανείας 6 µε Εξίσωσιν τ΄ -Ὁ (0), Ν ἄνω- 
τέρω ἀπειμόνισις 9ἀ ααδλεῖται ἐσεμθασιιγ, ἐὰν οἱονόήύποτε τµΏµα μιᾶς ἐπιφανείας 
ἀπειμονίδεται εἰς ἕνα τµήµα ἴσου εμθαδοῦ τῆς ἅἆλῆτις Επιφανείας. 

Ὡς γνωστὸν, τὸ εμθαδιιιόν στοιχεῖον μιᾶς ἐπιφανείας δίδεται ὑπὸ τοῦ τύπου: 

Δ5- ΝΕα- Ε ἁμάυ (ϱ) 6Λ.τὐπον(9)63, 
τὸ δε ἀντὶστοικον ἐμβαδιιον στοιχεῖον τᾶς 3’ εἶναι: 


Δ5ην Έα Ε Ἱάιόάυ (9) 


Ἐιι τὴς σχέσεως (3) προκύπτει ὅτι: Η ἰσομετριωατι ἀπειικόνισις εἶναι ααὶ Ισεµμθαδιιή, 
α τσομετοατ απ αιμα. 


. , . , ὃ. ͵ ἤ , ον ῃ 
Ομοίως Δόγῳ των σχεσεων (1) τῆς όυμμορφου απειιονίσεως ικαὶ τῶν σχέσεων (3) 
{ ο ῃ Π Π η - 3 Γ “ { - 
προμύτπει Οτι: Εάν µία ούμμορφος απειιόνισις εἶναι Ἰσεμθαδιμή,τοτε αὕτγι Όὰά εἶναι 
. 9 κ 3) 
ἅαι ισομετριτ: 


9 Ἔστω η Ἐπιφάνεια ὅ: 
αΞφίων),υ-δ(υ),τ- σία,ν), 
τὴν ὁποϊἰαν δπτοῦμεν νὰ ἀπειωονίσωμεν Ἰσεμθαδιιῶς Επί τοῦ ἔπιπεδου: 
Χςτφί(αυ), Υ-φίιμυ). (οὐστημα συντεταρμένων οχΥὗ). 
Ἱὁ Εµμθαδιιόν στοιχεῖον τῆς ἐπιφανείας 5 εἶναι νΕα-ΕΓ ἁμάυν (4) 
Ἡ Έξισωσις τοῦ(τμτιμοτος) τοῦ Θεωρπόέντος ἐπιπεδου εἰς τὸ σύστημα (ΟΧΥ) 
εἶναι Ὁ- φ(ων)ί ν ψ(ωυ).] (τα ὃ/ εἶναι τὰ µοναδιαῖα τῶν αξόνων ΟΧ. ΟΥ. 
Ἔχομεν Λοιπόν. Ἐἰἳ-- Ας (Φιν ψ})' Ξ ᾧ, Ε φ; 
... . : { ἱ αλ -- 
ΕΕ «(Φἰνφς]) (Φ.ἰ«Φ.])- δι Φι9 ΨΨ, 
μα «τν (Φνἱνφν]) δν. 
Εἶναι ἂοιπο. ΥΕ Ε' αιάυ- (Φ ϕ-ϕ, ψ͵)4ἀμόυ ᾖ{5) 


ο - . , ο. { Γι , 3 Π 3 - ͵ 
ἘἛἜνπ τῶν (4) μαι (5) προιύπτε::ἵνα Έχωμεν ἰσεμθαΦιμπ ἀπειικόνισιν αριμεῖ να 


ο - ππτὴ ο 


Ἐφαρμομαί /3/ Νά ἀποδειχὸῦ ὅτι αἱ ἐπιφάνειαι Ὅ-ιαἱ κ» πμυ.](1-συνυ) Κ ααί 


ἔχωμεν | 


τμ. ευ] ἀπειικονιδονται ἰσομετριιῶς η µία επί τῶς ἀλλως, 

Λύσις: Ἐπειδὴ αἱ Επιφάνειαι ἀναφερονται εἷς τὸ αὐτὸ σύστηµα παραμέτρων, ἀρ-. 
ἀεῖ νὰ δείξωµεν ὅτι τὰ γραμμικά των στοιχεῖα εἶναι ἴσα, Ότοι α-αθ᾽ Εἶναι "ι-{, 
ἕνπσυνυ.]νημν. κ υαί ΕΞ τω, ΕΞ ἘιΞο, ᾱ- Ἐις1. Διά τὴν δευτέραν ἐπιφανει- 
αν δὰ ἔχωμεν: ως, πο] μαὶ Έ-τα-, εξ τῇ τὸ -ο ᾱ-- ττ-{. Ὅδεν, ἀξ- αἲ" Ἡ 
πρώτη τῶν ἐπιφανειῶν εἶναι ἕνας αὐλινδρος τοῦ ὁποίου ἡ ἐξίσωσις εἶναι ϱ’ε(1-!) 5! 


[ “ ο! / -- -- - αι . 
ἀαὶ ἡ δευτερα, οπου ἀπεικονιδεται ἰσομετριιῶς, είναι προφανώς το επιπεδον χουν, 


4 ο ͵ , . ε , . » ο ο" 5 
{) ΛιεταξύΦυοἐπιφανειῦν ὑπάρχει πάντοτε µία σύμμορφο» ἀντιστκκόα, 0χ: ἁμωδικαέμία /σο/εξεεριωή τοιαύτ. 


. - 5 Π 
24/ Μὰ δειχὸΏ ὅτι  ἀπειαονισις: 
τωγηνφ άν, Ὑξυ 
-- ' . πα ͵ - 
τῆς ἐπιφανείας Χ- κουνυ, ὑξατμυ, οφ (αμ) ἔπί τοῦ ἐπιπέδου ΟΧΥ είναι Ἰσεμ- 


βαδιωπ. 


Λύσις: Ἔκομεν Χιςσυνυ, ὐ-Ώμυ, Σωςφ', ἂνς ἅΌμνυ, ψι- μσυνυ, Ἔν-ο. Εἶναι 
ος εκο, α- α’ αὶ γ/Εα-Ε- - ο... (9. Ἔξ ἄλλου ἔχομεν Χιξαγηφ”, 
ΧιΞ-ο «ο, 51. Εἶναιδε, ΧιΥ,-  Χι Ὑμ- 1πφ' (2) 

Ἐια τῶν (1) μαί (2). παρατηωροῦμεν ὅτι πᾶπροῦται ἡ ουνθΏατ (6) τῶς ίσεμ.- 


- - ῃ ί ς : ͵ ο. Π 3 , αι 1 ε 
θαδιιιῆς ἀπειιονίσεως ἁᾱαὶ ὡς ἔα τούτου η ἀνωτερι) ἀπειμονισις εἶναι Ἰσεμθαδιωπ. 


Άὲ/ Νἁ εὑρεδῇ µία σύμμορφος ἀπειιιόνίσις μιᾶς σφαίρας Ἐπί ἑνός ἐπιπέόου. 
λύσις: Ἐστωσαν εἰς ποᾶιικάς συντεταγµένας αἱ παραμετριµαι ἔξισώσεις τῆς µο- 
ναδιαἰας σφαίρας: 
χςΏμφσυνθ, ’ἠΞημφημθ, Ἄςσυνῳ (1). 
Ε ἄλλου ἔχομεν : ἀθς ἀφ' ν ημῖᾳ ἀθ᾽ (2) 
Ες Καρτεσιανάς συντεταμµένας τὸ γραμµιιιον στοιχεῖον γράφεται: 
. ἀθ-- αχ ταμ (93). 

Διἁ νὰ ἔχωμεν σύὺμμορφον ἀπειιμονισιν ἀριαεῖ νὰ εὔρωμεν μίαν συνάρτπσιν: 

Λ(α,θ) ποιαύτην, ὥστε νὰ ἔχωμεν ' 
ἀπ]ναυ"- λ)(9,θ)(άφὶιημφαάθ) (4). 

Τὸ πρῶτον µεᾶος τῆς (4) Υράφεται: (αχκἰαυ)(αχ-ἰἶ άν), όια νὰ Όέεσωμεν ικαὶ το 
δεύτερον µέλος ὑπό τὴν αὐτων μορφών ἀριεῖ ν εὔκχκωμεν εναν οβομλβηρώνοντα πα- 
ράχοντα ὁύ ἕμαστον τῶν διαφορικῶν: ἀφνἴπμφ4θ, αφ- ἵημφάθ. 

Εἶναι Φανερόν, π.χ., ὅτι ἕνας ὁλοιβηρώνων παράχὠν εἶναι ο ο ιαἱ ὡς ἔα τού- 


μφ 


του ὄυνάμεθα νὰ Ὀέσωμεν: λ(Φ,θ)--ε-- : θὰ Εχωμεν Λοιπόν μίαν σύυμμορφον 


» 


ἀπειιόνισιν Δαμβάνοντες λ΄(9,θ)Ξ μτο ὅτε δἁ ἔχωμεν: ἀχφχίοαν- τω” {αθ, 
όπλ. χ- οφ εφ --, η - Θ. 


Οὕτω εἷς τούς μεστιμθρινοὺ5 θ-ς (οταθδερὀν) ἀντιστοιχοῦν αἱ νο 


πρὸς τον ἄξονα τῶν κα. 1ααὶ εἰς τοὺς παραλλήλους ᾧ-ς (σταθερὀν) αἱ παράλλτιδοι πρὸς τον 
Σ/ ον ϱ ] / Γ ͵ ο. . Γ 4 υ 
ἄξονα τῶν υ. Ἡ ἀνωτερω ἀπειλόνισις ιιαβλεῖται ἀπειιόνισις ατα Μαγςα1ΟΓ. 
5 Λ ! ' ' : ι η ͵ 
Διά τῆς ἄνωτερω ἀπειμονίσεως ὀυνάμεδα νά σχηματισωμµεν τὸν γεωγραφιμὀν χαριην 


- ας ο [ { - [ 
τῆς Γῆς. Ὦ αι γενιιώτερον μιᾶς Ἐπιφανείας. 


611 περι ΕΠΑΦΩΗ 
1. Ἐπαφῃ μαμπύλης ιμαὶ επιφανείας: θεωρσύμεν την μαμπὺλτν ηΞχ() τν (3) }-ε()κ 
αμαδώς ιαί τὴν ἐπιφάνειαν Ε(α,υ,3)-0. θὰ λέἔχωμεν ὅτι διὰ την τιμήν ἔςὲο Ώ ααμπὺ- 
1η ααὶ ἡ ἐπιφάνεια ἔχουν ἐπαφὺν η- τάξεως, ξὰν Ἡ σινάρτποις 495 Εα(θυ(9 (9) 
πᾶπραϊ τὰς πἁτώδι συνθταας : 
4(19)ΞΦ(ὲ9)Ξ ές ----4 ἴέω-ο ενῶ { ἴ89) οἱ 
ο "Ας Οεωρήσωμεν μίαν παμπύᾶην μὲ ξξίσωσιν Ὁςτ(6) (9) ὅτου ξ φυσιαη πα: 
ράµετρος μαὶ ἔσιω Ἰ,- Ὁ (ἐ«) τυχόν στιεῖον ταύτης, Εὰν θεωρήσωμεν τυκὸν 
ἔπίπεδον διερχοµενον διά τοῦ στιµείου ὉὉ,, τοῦτο ὀφείᾶει νὰ πΏτροῖϊ τών ἔξίσωσιν 
(π- πο) ΝΞΟ (1), ὅπου τὸ Ν εἶναι τὸ μοναδιαῖον ιιάδετον διάνυσμα τοῦ ἔπιπε: 
ὅου. θεωροῦμεν Πόπ πάν συνἀάρτησιν. 
ό(0ξ (α(0- ο) Ἡ (3) 
μαι δια παραχωχίσεως δί» αὐτῆς Δαμθάνομεν διαδοχιιώς: 
(0 - (0 Η-τν 4 
ὁ (6) - τ(ῦ. Ὡς Κ.νΝ (5) 
Εἶναι δέ, ὁ (60)- ο (6). Ἠότ Ἐξειάδομεν τών περἰπτωσιν,ποτε Ἐχομεν ὁ (9)Ξτ(6,) Ν-ο (3. 
Ἡ σχόσις (7) ἰαχύει τότε μαί µόνον τότε ἐάν, τό Ν.Ι τ[ξο), Ὅθδεν, ἕνα ἐπίπεδον ἕ- 
χει µετά τῆς δοθείσης μαμπύλως ἐπαφὴν Ί- τάξεως ἐάν μαί µόνον ἐὰν περιέχΊι 


4 ᾗἹ 


το ἔφαπτομενιμόν διάνυσμα τ τῆς μαμπὺῆης. 
Έστω, οτι Κίά9)Ο ιμαί 5ητοῦμεν πὀτε ξµτός τῶν (6) ιιαὶ (7) νὰ ἰοχύτι καὶ Ἡ 


πας 


σχἒοις ὁ (4)- κ.ν.ν-ο (8). Ἡ (8) ἰσχύει τὸτε ααὶ µόνον τότε ἐὰν Ν1ν, τότε ομως 
πΆηρουμένων τῶν (6), (7) ααὶ (8) δὰἀ ἔχώμεν ἐπαφὴν 2-τάξεως δεν, ἕνα ἐπίπεδον 
Ὑ ι ο ͵ . ω- ο 2 Π ͵ .ι ͵ / αι ' 
ἔχει µετά τῆς μαμπυβλης εἰς Ένα σημεῖον Έπαφητν 2- τάξεως ξάν, μαί μόνου ξάν, το 

-- ῃ ῃ ! ͵ ς Π ' { 
πίπεφδον εἶναι ἁάδετον πρὸς τό διανυσµα ϐ ιιαὶ ὁιέρχεται διά τοῦ τ. Συμφώνως πρὸς 


[ ῃ ἤ - “3 [ 4 η - " ͵ 
Ἑ ἀνωτερω τὸ ὂν Δόγω ἐπἰπεδον εἶναι τὸ ἐγγύτατον ἐπίπεδον τῆς ααμπυῆτις . Ἆρα: Ίὁ 


Ἐπίπεόον μὲ τάξιν ἔπαφῆς η”-2 εἶδ ἕνα ὁμαδόν οπιεῖον τῆς ἁαμτωλης (δηλ. σηΏ- 
μεῖον ὅπου ὑπάρχῃ ἡ Ἐφαπτομὲνη) εἶναι τό Εγγύτατον Επίπεδον 
"Εάν τὸ σημεῖον δὲν εἶναι ὁμαλόν, ἡ ελαχίσττ τάξις Ἐπαφῆς τοῦ ἔπιπεόσυ καδορὶ- 


ςει πάλι το ἐγγύτατον ἐπἰπεφον τής ιαμπὺυλη5. Ἡ τᾶξις εἶναι τοτε Ὢ 22. 


Π. Ἐπαφη δύο ἁαμπυλὼν: Αἱ ααμπύδαι Ὁ5χ(1) ἵν-υ (4) 11(8Κ μαι (Ε6,1)50, 
6 (κ, 1)-0) ἔχουν ἔπαφην η- τάξεως δια ἐξέο, ἔάν αἱ συναρτήσεις: 

4(90 5 Ε(κυ), εί) 

α()Ξαία(ϐ),υ(9, 5 (9)) 
(αανοποιοῦν τὰς συνδΏπιας 


ας πα ας ο μοι ο  σμα. 


419) 54 (9) 5449 5: τα (ω-ο ἑνῶ (89) ο. 
ο Ἔστωτ τιαμπύῖπ τς Ὁ (4) (1) ααἱ Μο (τα) Ἑνα σημεῖον αὐτῆς ἀντιστοιχοῦὺν δια 
6«θ.. Ἕνας πὑμἍος μέντρου Κ (ια) μα ἀατῖνος Ε, ὡς πνωστόν, ἔχει ἔξίσωσιν 
(τ- α)Σ 5 ο) (3) Ἵνα ὁ αύιλος Ἐχτι εἰς τὸ σημεῖον Μο επαφήν 2- τάξεως  ἀριεῖ 


στ ὃς (πα). οἷξ-ο (8) 4 (69) Ξθ(πι- ἁ).ἹοΞο (4) μαὶ 


(έν) Ξ 9 το κοίτα) ἴ-ο (5) 

Έα τῆς (4) ἔπεται(τι- 1. Ὁ, Ξ» (ηι- υ)/ν. (διοτι ἡ παμπυᾷᾶτ εἶναι Επιὶ- 
πεδος). Ὁδεν, τι-ὰ-λ-ν, (6). Ἡ (5) ἀόγῳ τῆς (6) γίνεται; 21 1:λ.ν, Κ.ν-ο 
η ΊςΚ.λ1ΞοΟ Ἡ Ξ-σ- ὅτε λὀγῳ τῆς (θα- τσ ο. (3). Ἐι πῆς τελευταίας. 
σχέσεως προιύπτει ὅτι τὸ μἔντρον τοῦ πύμλου συμπίπτει μὲ το αέἔντρον νάαμπυ- 
8οτητος τῆς χραμμῆς εἰς τὸ Μο: Λόγω τῆς (3) ἡ ἀατὶς τοῦ πύωλου εἶναι 


κ 


(τι- να)" . ῥ-.) : . 
Ὅπτ ος) κ πι Έτ (8) Ἐν τῶν σχέσεων (7) ωαὶ (6) συμπεραΐνομεν 


δτι: Ὁ αύιιᾶος ὅστις Έχει μετὰ τὴς μααμπύᾶτης εἰς τὸ ὃε δὲν σημεῖον Μο ἐπαφήν 
1 - 2 [ ' - ; - “ 
2- ταξεως εἶναι ὁ Εγγυτατος αὐλκᾶος τῆς μαμπυᾷης εἰστο Μο. 


Λοχω τὴς (2) ὁ ἀναδυτιωτ ἐξίσώσις τοῦ μύμλου δὰ εἶναι: 
ο 


(τ- απ) τπτ (9) ὅπου α- τοννς: 


π. Ἐπαςη ὁύο Ἐπιφανειών: Αἱ ἐπιφάνειαι τχ(α υ) νν (αυ) (ανν) κ μαι Ἠχλμε)-Ο 


Έχουν ἔπαφην Α «τάξεως διὰ Ὡ-ο µαΐ υ-υο, εὰν ἡ συνάρτησις 
| Ε(αυ)Ξξ Εκ (0) 0 (ά0), ᾱ (11) 
ἔχῃ πᾶσας τὰς µεριιάς παραχώὠχους μὲχρι η τάξεως ἴσας πρὀς μηδὲν διά 51ο ἰιαί ὑ-ύο 


:ααί τουλάχιστον μίαν μεριαὸν παράγωτον (Ώ21) -τάξεως Φιὰφορον τοῦ µηδενος, 


Συμπβηρώματα μαι ἄσικησεις. 


[ « ῃ { ͵ ὃν 1 ε 
{.  Αἱτειραχωνιµαὶ Επιφάνειαι ὁρίδονται υπὀ τῆς εξιοὡσεως: 
ᾱ,Χ να, γα. Σά χὴ να χα Ἐν1αΧ42, ννΊαρστα,-ο (ἱ) 
α ι , [ ͵ / ' 23 ! { 2 ’ 
Εὐὖς την ἀναΔνυτιιιτιν Γεωμετριαν ἀποδειωνυ εται ὅτι, εὰν ξατεἈβεσωμεν εἰστην εξισω.- 
ή {; ./ ν ῃ υ ῃ υ 
σιν (1) όνο μετασχηματισμοὺς Πποι µὶαν παρὰ Λληλον µεταφοραν μαι µίαν 


ι ῃ Π { ῃ - Ἡ - 4 
στροφτιν, αύτη δύναται νὰ Δά6ῃ µία τῶν ματωδι μορφών: ) 


:-) τν - κ ες «4,  Ἆτις παριστᾶ ἐβλειμοειόξς ϐ1.Σκ.1. 
ϐ) ν - -ᾱς - τν -α, / , Μονοχωνον ὑπερθολοειδές, 61. Σκ. (β. 
αχὶ μ. αἳ 2) . « μ 
ο 8 ὃς "ες στ, , , Δίχώνον υπερθολοειόες, 6λ.Σκ. Ιγ 
δ) ᾱ- ὃς ὃς -3ᾳ-το, ΄ ’ Ἐλδειπτικον παραθολοειδὲς, 6λ. Σκ.{δ. 
8) -ᾱτ - τς -ᾱς ϐ 2 , Ὑπερθολιιιόν παραθοβοειφἒς ϐ1.Σκ.1ε 
σι) αν Φ 3 ο π Ο 4 2 Κκώῶνον 4λ. Σχ. τν, 


2. Δείξατε ὅτι πάντα τὰ σημεῖα τῆς ἐπιφανείας ἃ- ιμ.ἱ ευ} κΦ (0) |ς εἶναι ὁμαᾶα 
Ὁμοίως τῇ ἔπιφανείας ζς(οτμφουνθ)ί- (θημφτημ ϱ)]- (Υ συνφ).κ, α,6γ2ο ααι 
-Ὃο«θς, ΟπφςΤ, 


{) αἱ µορφαί ἐνδέκεοαι κά ἑωφυόύδωνται εἷς ιν Ἰῤόροις ἡ ἐπέπεόσε. 


Π . - Γ 3 µ 2 « ο. . 3 ιἩ ὰ α. - 
Να εὐυρεΟΏ το ἔφαπτομενον Επιπεόον τῆς Επιφανειας 7- χ"- η" τα. εἰς το σημεῖον 
Μ(-]1.5α). Ποῖα τα διευδύνοντα συντιμίτονα. τοῦ ναθετου ὁιανύσματος εἰς τὸ θεώ- 


ρΏθεν σημεῖον; 
Δίδεται Ἡ μωνιαη Επιφάνεια Ἱ.-ασυνυ.ἰ άημυ.] -σ(υ)}κ. 
ῃ ί ων ͵ - ν - » Ἂ ῃ ΄ ῃ ε » 
Μάἁ εὑρεδῇ Ώ ἀπόστασαις τῆς ἀρχῆς τῶν συντετανµένων ἀπὸ τὸ ἐφαπτομενον ἔπὶπε- 


δον εἰς ἕνα σηµεῖον τῆς θεωρπθείσης Επιφανείας. 


Δίδεται Π δφαίρα ἴ-(συνθημς) ἱ»- (ημθ ημφ) ] « (συνφ).Κ. θεωροῦμεν Επὶ τὰς έπιφα- 


. . 4 
νείας τν παμπυᾶην θ5 ζοαἱ, ϕ- 2τοξεφϐ, ἳ 20. Δείξατε σ 
ὅτι ἡ εν ἂόχῳ υαμπυλη τἆμνει τοὺς μεσημβρινούς τῆς 
σφαίρας ὁτπλ. τὰς ϕ- παραμετριιάς αομπύᾶας ὑπο στη 
μίαν σιαδερᾶν γωνίαν αι ἰαπν πρὸς ᾱ (0λ.ἔναντι Σχή- 
μα 
μα { } Σχ. 1. 


Δίδεται Επιφάνεια τς (αἱ νυ) τε(ακὔ).}«λάυ-Κ μαὶ αἱ παραμετριιαὶ γραμµαι επ’ 
αὐτῆς .-ξυ-ὲ μαὶ α-Ι-τ υ-11τ. Νἁ εὑρεδῷ ἡ γωνία τούτων εἰς τὸ σημεῖον τῆς 


τοµΏς των ποὺ ἀντιστοιχεῖ εἰς τὰς τιμὰς 1-0 ωαὶτ--4. 


͵ Γ ῶ , . 1: ” ν « μ . - ι 
Δειξατε ὅτι, το Εφατιτοµενον Ἐπιπεδον παραμἒνει σταθερον κατα µΠωαος μιᾶς γενε- 


τείρας τὴς υυβλινδριαΏς Επιφανείιας τερίθτυᾳ, ὅπου ᾳ-οταδερὀν Εθυαὶ βχατ60. 


Δίδεται η ἐα περιστροβῆς Επιφάνεια Ἔ5(4(συνθ)ἰι(ό{)πμθ)) « σ(8)Κ, {(ε) 20. Να εὗρε- 


96 τὸ ιιάδετον διανυσµα Ν αὐτῖις. 


ἀίδεται ἠ ἔμ περιστροφής επιφάνεια τ-({ (8) συνφ) ἐς ( (ο πμφ))νφ (5) Κ. Νά προσδιορι- 


- {ς ἑ ες { ῃ ' ͵ ο” 
στ η πρώτη μαὶ ἃ δευτερα θεμεβιώδης τετραγώνιαπ µορφή αὐτῆς. 


" - ῃ 3 ( .. { Γ Ξ ν ] ῃ 
νὰ εὑρεὸρ ἡ περιθάἀλλουσα τῆς πρὠτης µαθετου παθώς μαι τοῦ Εγχυτάτου Επιπὲ- 


δου μιᾶς ααμπὺδηως τοῦ χώρου. 


4, 


45. 


13. 


Δειξατε ὅτι πάντα τὰ σημεῖα τῆς εὐθειογενοῦς ἔπιφανείας τ-ρ({)4 υ-α(6) με ]ρίθ)]Ε! 


μαι |Φ(4)|- Ι, ὅπου ῥχφ «0, εἶναι ὁμαᾶα. 


4 2 υ . ὅ 
Δίδεται ἡ Επιφάνεια Ὁ-φ(υυ)ουνυ ἶ «φ(ωυ)πμυ.].θυ.Κ. 
- / ε.. ' π ῃ / ε [ 
Ζζηπεῖται να προσδιορισὸΏ η συνάρτησις Φ εἶς τρόπον, ὥστε αἱ παραμετριιαι 


[ [ 4 Π [ . , [ 
γραμμαι ταύτης νὰ τεµνωνται Ὁπὸ σταθεραν ἕωνιαν͵ ἔστω θ. Εἰδιαή περίπιώσις θ”- -- 


' 3 Δ Π 
Δίδεται τι εὐθειογενής Επιφανεια σ5ερ(ία) ευ. ο(ν) Ι 
Να ευρεὂΏ ῃ ὑτηΏ αι η ῥευτερα θεμελιώδτι» τετ ώὠνιατι η αὐτῆς ια 
ϱεΟΏ π πρωτη αι η ὀεντερα Θεμείῖιω ραγ µορφτι - 
α-- 1 ε , Π “3 ! - 4 ! ς - ες 
θως μαι το γβθαμμιμον μαι το ἔμθαδιιον στοιχεῖον ταυωτηως. Να ευρεθή π τω- 


νία τῶν συντεταγµενων μαμπυλων. 


θεωροῦμεν την σφαῖραν Ἔς (συνθημφ) ἑα(ημθημφ):] (συν φ) Κ α.αι τὴν Ία- 
μπυᾶπν αὐτῆς θ- έοφσς(ς -} ϕ- τ-ἒ οξί--. Να εὑρεδῇ τῷ ἐοπθεὶα τῆς 
πρὠττις Ὀεμελιώδους τετραγμωνιιῆς μορφῆς το µμΏιιος τοῦ τόξου τῆς ἓν οχω μα- 


μπυῦῆτις. 


' 2 . . ͵ 3 , τ 
Δίδεται ἡ επιφάνεια Ἔ-ια-ἰ ευ Ἱζανυ') Καὶ ἡ παμπυᾶτι ἐπαὐτῆς μ-ῖ υ-ὲ. 


ι ς τα ή ι - ͵ | ' - ͵ . 
Να ευρεὸῃ πὶ υάθετος ἁαμπυᾶοτης τῆς θεωρτθεἰστης αμαμπυᾶτις εἰστο σπιμεῖον {51 


ᾗ [ 3 ' . . Π ͵ . 3 τ 
Δείξατε Οτιπι ἔπιφαάνεια τ-μἱ Ευ {ς(αἲνυ') κ ἔχειτὰ σηµεῖατης εάδειπτικα 
ὼ ς 4 σα}! ῃ 
εαν ν20, υπερθοᾷιια εαν υς«Ο καὶ παρα- η 
θοᾷιιια εὰν υ-0. Ἐν συνεκχεὶᾳ δείξατε ὅτι 

ς ᾗσ ͵ . , ος) 
τπ Επιφάνεια κεῖται ἑκατέρωθεν τοῦ εφα- Ρόρ 
: 2 Π π ς . - 
πτοµενου επιπεδου εἰς ἁαθδε περιοχην τοῦ 
παραθολιιοῦ σημείου Ρ(09).(81.Σκ.2). . 
ἳ Ζκ. 


Μά ευρεδῇ ἡ δειιτρια.τοῦ Ὀαρὶπ τὴς επιφανείας: Ὅτ(ανυ) Ἑλ(μ-υ)εάυ-Κ. 


/8. 


21. 


24. 


ϱ 25. 


- { 3 . . . ΄ , .. 3 ' 6. - ϐ ω 
θεώρσυµεν την Επιφἀνειαν ὕ- ια. υ]- (ω"-υ)) κ. Να ευρεδῷ π ἁαΘετος µαμπυ» 
. - 2 ; 1 : α - Π ῃ κ , 
Λοτης κ της Επιφανειας εἰΣσ το σηµεὶιον ᾱ-9Ο, υΞξο ζειςτπυγ ἀρχην) λαὶ να όει- 


κὸβ, ὅτι αὗτη μεταθἀλᾶεται μεταξύ τῶν τιμῶν -2 υαὶ κο. 

Νὰ εὑρεδοῦν αἱ πρωτεύουσαι ἀαμπυβότητες τῆς ἐπιφανείας τ-ια.ἱνυή αν. κ. 
Νά εὑρεθοῦν αἱ γραμμαὶ ικαμπυβότητος τῆς Ἐπιφανείας Θἳ-- συνκ. συν η. 

κἀ εὑρεδοῦν αἱ πρωτεύουσαι ιαμπυλότητες τῆς ἐπιφανείας «χκυ2Ξ {. 


( ς μα ς αι 9. 3 τν - κ - τν 9 
Να ευρεὸτ γι όιαφοριάτ ξξισωσις των Έπιφαν ειαιιῶν χραμμῶν αἱ ὁποῖαι τεμνῶν 
ς- |: Π [ . ; -- ο 
υπο σταθερᾶν γωώνιαν͵ ἔστω θ,τὰς Ὁ/- παραμετριιάς χραμιµάς τῆς Ἐπιφανείας 
ο” , ε - ε ο Π - Π 
σ- Ὁ (ων) οταν το ὄίπατυον τῶν παραμετριιῶν γραμμῶν ταύτης είναι ὀρδογώ- 


νιον (Ε5Ξ0). 


Δίδεται ἡ Επιφάνεια Ἐ «(αεν)ἱε(μ-υ)καυ κ. 
.. “ ! ͵ Π ͵ υ ῃ ος 9 
Ευρετε την µεσην κπαμπνᾶοτητα Η μαὶ τὴν ολιαην ααμιπυβοτητα Κ αὐτῆς εἰ. το 


σηµεῖον ᾱ-4 μαίΐ υ5. 


( ( - κ 5 / , ' ο. 3 , ᾿ - - 
Μα ευρεὸΏ π οὐιπη μπαμπυήότης ααθὼς καὶ ἡ διαφ. Εξίσωσις τῶν γραμμῶν 
͵ ο 7 ' . ν 
μµαμπυᾶοτητος τῆς επιφανείας τ-ισννυ ἱνπητμυ ευ" κ. 


9 


[ υ-, . η ͵ . μ - 7 - 
Δειξατε οτι͵ η µέση Ἱαμπυβοτης Ἡ εἲς μάθε ατγιμεῖον τῆς εἰ περιστροφής 


επιφανείὰς. Ἐ -(εο5η µ συνθ) ἱ4- (εοδβα Ώμ θ): κα. κ εἶναι µμπόεν. 


Ἐάὰν τὸ όιμτνον τών παραμετριιῶν γραμμῶν μιᾶς ἐπιφανείας εἶναι ὀρθοψώ- 


ο. “ 2 
νιον, τοτε ὃα Ἐχωμεν: 


2 
ὃ(1 ὂνᾶ ΌνΈ 
στψες δε ένε ος ) (σον) ] 


27. 


; ο) 2. - Πῃ Ἡ ο. Π ’ ͵ 
Δείξατε οτι͵ ἡ Εξίσώσις τοῦ ἄαιμς» ὄνναται νὰ τεὸῃ ὑπό την µορφην: 


βατικ-.ὸ. (Εξ-ξω}, ὃ (1Ε8-ΕΕν:ΕΕΝ}, 
τα δα [πε πο ἓν του ( 7ενες Ἐν 


ἤ 


͵ ω ς 2 ν 4 -- 
238... Δειξατε Οτι η ὄπιφανεια Εξ περιστροφῆς; 


29. 


8 


τει (συνθ)ίνα (πμ). ν {(9).κ 
ὅπου α-σις" κς,ε Ἅ μαὶ νω)- |νή- (ἂν) ἄν εἶναι µια ἐπιφάνεια µε στα- 


Όερα ολιιή ἀρνπτιικὴ µαμπυβότητα μαὶ ἴση πρὸς Κ-- ος . 


Προσδιορἰσατε τὰς πρωτευούσας Φιευδύνσεις τῆς Επιφανείας Ὁς αἱ το] ε(νυ").Κ 
εἷς τὸ σημεῖον μ-1,υ-1 ιμαὶ ἐν συνεχεία ἐπαδηθεύσατε τον τυτιον τού Κοάγίαιιθς 


εἰς έιιασττιν τῶν ἀνωτέρω διευδυνσεων. 
Νἁ ευρεδσῦν αἱ ἀσυμπτωτιάαι γραμμαί τῆς ἐπιφανείας Ἐ-(αα)συνυ (1 α)ημυ] κ. 


« Π - ς 3 ' [ κ. - 3 ἓ ' 
Νἁ εὑρεθδσῦν αἱ ἀσυμπτωπιικαι γραμµαι τῆς σοπειροειόοῦς επιφανείας (τυπου σαμπ 


ῃ έ , 4 Π , « | ῃ 
ᾷας) παραγοµενΏς Όπο Ενός πὐαᾷου στρεφομενον περιξ μιάς εφαπτοµενης του. 


Δείξατε ὅτι αἱ ἀσυμπτωτιιαὶ διευδύνσεις τῆς ἐπιφανείας {χι Ά)Ξς ἐπαβπθεύουν 
υν εί το δὲ 9ο ος --- να. 
την ὀισφοριιην εξίσωσιν η χε δυ αυ μι αἲ Ξ0. Ἔν συνεχειᾳ ευρετετασα 


συμπτώὠτιωάς γραμμάς τὴς ἐπιφανείας ΣΞ απμμ. 


Δείξατε ὅτι, ξὰν μιᾶς ἐπιφανείας αἱ ἀσυμπτωτιιαί χραμμαί εἶναι ὀρθογώνιοι οἱ- 


αοχξνειαι ἱαμτιὺλωνἡ µεσῃ μαμπυᾶβότης θὰ εἶναι μηδὲν. 


Δεὶξατε ὅτι, ἐὰν ὁνό Επιφάνειαι τεµνανται µατὰ µΏλο» μιᾶς μπαμπύᾶτις Ἠὶ ὁτοὶα 
εἶναι γραμµΏ ιμαμπυλότητος ἀμφοτέρων τότε αἱ ἔπιφάνειαι τέμνονται ὑτιό στα- 
δερὰν χώὠνίαν κατὰ µῆιος αὐτῆς τῆς μαμπύᾶτης. (θεώρημα τοῦ Βοπωθ!). 
(Ἠπὸδ: Ἔστωσαν 8, µαἱ 5, αἱ ὀπιφάνειαι ιιαὶ Ν, ααὶ Ν, τὰ αάθετα, ὁιανύσματα, 


αὐτῶν εἰς ἕνα σΏωμεῖον τῆς τομῆς των. θὰ εἶναι Ν,' Νγστσὸ. Διά παραγωχίσεως 


39. 


τῇς ἀνωτέρω σχἑέσεως ἁαμθάνομεν ' ο- (η, Ν,)Ξ αν . Ν, «να :Ν,. Ἐν συνεχείᾳ 


ἐφαρμόσατε τὸν τύτπον τοῦ βοάτίαιιθς, ααθότι ἡ τοµΏ εἶναι γραµµή ααμπυλδότητος κτλ). 


1 ει « ρ ͵ , , « 1 , ῃ 

Δείξατε οτι͵ ἕνα ἐπίπεδον Ἡ µία σφαίρα τέμνει µίαν Επιφάνεια ὑπὸ μὶαν σταδε- 
' ͵ .. ῃ , λ ι ͵ - ͵ ῃ 

ϱάν γὠνίαν, ἐὰν καὶ µόνον ἐαν,͵ η Ἡαμπυῦτ εἶναι γραµμµτ παμπυβότητος τῆς 


᾿ 
επιφανείας. 


Δεἰξατε ὅτι ἡ α μαιυ- παραµετριμαί γραμμαὶ μιᾶς ἐπιφανείας εἶναι συδυχεἴς ἓ- 
Π [ ῃ α, -- ε 

ἂν υαὶ µόνον ἐὰν εἰ» αάδε σηωμεῖον τῆς Επιφανείας εἶναι ΜΞ0. 

(Αύσις. Ἡ ἐξίσωσις (3) τὰς σελ. 324 πρὲτει νὰ ἱιανοποιῖνται διὰ ἅι- 1, ἄν-ο υαὶ 


δµ-ο, ὅυς{. Ἀντικαδιστῶντες εἰς τὴν Εξίσωσιν Δαμθάνομεν ΜΞ0. Ἰσχύει μαι 


τὸ ἀντὶστροφον). 


4- Δείξατε ὅτι αἱ παραµετριμαἰ ἁπαμπυᾶαι τῆς ἐπιφανείας Ἔ- ρία)ερ(υ) εἶναι συ- 


δυγεῖς οἰμογένειαι παμπύᾶαν. 


Μά δεικθῷ ότιαι παραμετριµαι γραμμαὶ τῆς ἐπιφανείας Ὁ- (συν «συνυ) {3 (αμανημν)ὴν 


κ (ημτάκηµλυ) κ εἶναι συδυγες. 


Ὀρίδομεν ὡς τρίτων Θεμιεδιώσδη τετραχων/ιῶν µθρφήν τήν Ἡ«- ἀν-αΝ. Δείξατε 


Π [ ῃ ͵ ͵ 4 / , . 
ὅτι Π- 2Η:Π.- Κ.1-0, ὅπου Η μαὶ Κ εἶναι ἃ µέεσπ μαι Ἠ ὁδιάη μαμπωήοτης αντι- 
στοίχώς. 


ι { αι το 2 ι ας φ . τ ς υ ῳ ι 

(Ὑποὸ;: Θεωώρτισατε ενα οτιμεῖον Μ επι τῆς Επιφανείας ὧαι ὑποθεσατε Οτι αἱ Ἱλ. 
ν - . ντ . : » 

μαι υ -παραμµετριµαι γραμμαὶ εἶναι πρωτεύσυσαι Φιευόυνσεις. Ἐν συνεχειᾳ ε- 


Φαρμόσατε τὸ τὺύπον τοῦ ποάγίακες, ὅτε Όα Δάθετε ΝιΣ- κό, μαὶ Νις - Ἐν ἀπ.λ). 


Δεὶξατε ὅτι, εἰς αάθε σημεῖον μιᾶς ἀσυμπτωτιιῆς Ὑραμμῆς ἐπιφανείας η ὁτιοία δὲν 
εἶναι εὐδεῖα γραμμ ἡ οτρὲψις δίδεται ὑτό τοῦ τύπου σ᾿--Κ (θεώρημα τῶν 
ΒθθΊγαπωι - ΕΠΠΘΡΕΥ). 


αμ 
8 


45 


546. 


Νά εὑρεδΠ τἱ διαφ. ἐξίσωσις τῶν ἀσυμπτωτιμῶν γραμμῶν πῶς ἐπιφανείας 


2-{ (χι) παδῶς μαΐ π στρέηις αὐτῶν. 


1 ζ αν ' ' . , ὃς -- ι - ς ε 
Να ευρεδοῦν αἱ γεωδαισιαμαι Ἱραμμαὶ τοῦ ὀρδοῦ μυιᾶιικοῦ τιώνου τοῦ οποἰου 


αἱ γενξτειραι σχηματίδουν μὲ τὸν ἄξονα αὐτοῦ γωνίαν ὦ. 
Μα εὑρεδοῦν αἱ γεωδαισιαμαί γραμµαί τῶν Έα περιστροφΏς ἐπιφανειῶν. 


μά εὑρεὸῃ ἡ ιαφ. Ἐξίσωσις τῶν χγεώὠόαισιαιῶν Ὑραμμάῶν τῆς σπεἰρας (οι- 


νώ» οαμπρεᾶλα». 


Να ευρεδοῦν αἱ γεωδαισιαμαί γραμμµαί; α) τοῦ ἔω περιστροφῆς ἐδδειιοειδοῦς 
ϐ) τοῦ έα περισιροφᾶς παραθβοᾶοειδοῦς, γ) τοῦ µονοχκώνου ὑπερθοβοειδοὺς, 


δ) τὴς αλυασοειδοῦς ἔω περιστρσφῆς. 


Νάἁ δειχὸβ,ότι μία Επἰπεδος γεωδαισιαιΏ γραμμη εἶναι καί γραμμή ιἀαμπυδὸ- 
τητος. Αντιστρόφως. Πᾶσα πραμμΏη ιαμπυβότητος εἶναι Επίπεδος. 
(Ἀποδ, Ἐὰν ἡ γεωδαισιαµἠ γραµµή εἶναι ἐπίπεδος δὰ εἶναι μαὶ γραμμΏ µαμπυ- 
Δότητος, διότι ἡ στρὲψις τῆς γεωδαισιαμΏς Έχει ὡς ἔμφρασιν: 

αξε (Ν,48, 49) (1) 
Όταν ἡ χεωδαισιαιΏ εἶναι ἐπίπεδος τότε θὰ ἔχωμεν τ-ο͵, επομένως (Ν,4Ν,ὁτ)-0 (2). 


ὅς 


Ἡ τεΔευταϊα Έαφρασις μᾶς δίδει τὴν εξἰσωσιν τῶν χραμμῶν παμµαυλότητος, 


᾿Εὰν Ἡ γεωδαισιαικη εἶναι καὶ γραμμ παμπυᾶότητος θὰ εἶναι Επἰπεσος,διότι 


δἀ Επαλωδεὺρῃ τὴν (2) μαὶ νιατὰ συνέπειαν, ἀότῳ τῆς (θὰ εἶναι σ-ο. 


. - ἀ ῃ 5 π 4 ϱ ὃ Π ῃ .  - φ 
Μὰ δειχθΏοτι επἰι μιᾶς Επιφανείας αἱ ασυμητωτιμαὶ χραμμαίἰ πού ἕἶναι συγχρο- 


' Π - 3 ο 
νως ηαι γεώδαισιαμαι είναι εὐθεῖαι. 


« - ι ὃν ῃ ο -- ” . . ἑ 
Μά εὑρεθοῦν αἱ γραμµαι μαμπυβλότητος τῆς ἀναπτυιτῆς ἐπιφανείας ἡ ὁποία 


εἶναι περιθαλᾶουσα τῆς οιαογενείας τῶν επιπἐδων Σ-ακνμα(α)νΕ. νικά νφ'(α), ὅπου 


1. 


δρ - 


: 5Ι. 


πα, 


53. 


α εἶναι παράμετρος ααὶ φ(α) µία παραχωχίσιµος συνάρτησις Ὠῦ α ααὶ β µία 
σιαθερα. 

Δείξατε ὅτι τὰ σημεῖα μιᾶς εὐθειογενοῦς, ἐπιφανείας εἶναι Ώ ὑτιερθολιιά τί παρα- 
θοβιιιάἀ 


Δίόεται η μυ άιάτι στερεά ΕὰιΕ - (ασυνῖ) ἱν(απμ{).] «(66):Κ,820. δείξατε ὅτι 


ἡ ἐπιφάνεια τῶν πρώτων ααθέτων εἰς τὰ σωμεῖα τῆς κπομπύὺυᾶης δὲν εἶναι ἄνα- 


πτυιτῷ (αὗτπ ιαδεῖται ἐλιιοειδής επιφάνεια). 


Δίδεται ἡ γραμµήΏ Ἐ5τ(ς) εἲς τόν χὠρον. Νά εὑρεὸῃ τὶ περιθἀλᾶουσα τῶν εὔδειο- 


ποιοὐντωὼν ἐπιπεόδων ταύτης. 
: . έ α ῃ - -. . τ ο 
Δειξατε οτι αι τεωδαισιαµαι γραμμαί τῶν αυλινδριικῶν Επιφανειῶν εἶναι εβιικες 


' ο ' [ - Ν - Σ ὥ [ τε 6 
δειξατε Οτι αἱ γεὠφδαισιακαί γραμµαί τῶν αναπτυμτῶν Εεπιφανειῶν όύνανται να Ὀπο- 


Δοχισδοῦν δὲ ὁδοιμᾶτιρώσεως. 


[ . ς 32 π μας ῃ . 
Δειξατε Οτι η Επιφάνεια ἔὰα περιστροφήΏς 5: -ι ουνθέοσῃυ)ἰ «(πημθςοσῃ υ)]1ν.κ, 
0Ο-θ--:μπ,-οοςκνυτςάου 


ικαὶ Τ μωνοειδης Θ):Ξ(μσυνφ)ἶ ε(ωημς) )εφκοςφς2π-ωςά-κοο 


.) ῃ . 23 
απειμονίδεται Ισοµετριας. 


πἁ εὑρεδῆ ἡ σύμµορφος ἀπειιόνισις τῆς σπείρας (αοινᾶς σαμπρέᾶλας) ἐπὶ τοῦ έαι- 
ι ! : 
πεόου (6λ.παραδειρµα 35 σεᾷ.5511, 


. ι 
(πόδ: Ἔχομεν ἀξς(θεασυνφ) [ἀθ'. ο ; ἓν συνεχεἰᾳ Ὀέσατε: 


. {6.ασυνᾳ)ὲ 
- . σαάφ 
ΧΞθ, Υ: ἱεάσς τ.λ. 


Ὑπὸ ποἰας συνθήωµας αἱ ἔξισώσεις Χ-α,χλαιύται, ὙΞθιχ4θιν4-69 
ὁρίδουν ἰσεμθαόιιΏῶν ἀπειιονισιν τοῦ ἐπιπέόου (Χ. ὴ) ἐπὶ τοῦ ἐπιπέφου (Χ, Ὑ). 


(Ἀποντ. πρέπει καὶ ἀριμεῖ νὰ εἶναι (α.θι-αιθι) Ξ 1). 


Δι ἐφαρμογχῆς τῶν εξισώσεων τοῦ θίνααν ἔθη όείξατε ὅτι: ΝιΧΝΟΞΚ(Εα-Ε").Ν: 


69 


58. 


«59. 


 θ0. 


6|. 


{θεώρημα τοῦ ζαἰαθξαῃ) Ἔστω ὃ µὶα ἀνατιτυιμτὴ ἔπιφανεια ἰσομετριιῶς ἀπειιιονίσι- 
μος εἰςτο Επἰτπεδον Ἱ, Μία Ὑραμυμῃ χ τῆς 5 μετασχωμµατίδεται εἰς µὶαν ἔπιτπεόον 
γραμμµτν νὰ. ἴσου µπµους Επί τοῦ π. Ἡ Υ μαβεῖται μετασχηματ/ομενΏ τὴς ν. Έσιω Μ ἕ- 
να σημεῖον τῆς γ μα Φ Ἡ γωνία τοῦ ἔγχυτατου ἐπιπέόου τῆς ν εἶστο Μ μαὶ τῆς µαθετσυ 
Επί τν Επιφάνειαν εἰς τὸ αὐτὸ σημεῖον Ἐὰν ΡΒ. μαι Ε», εἶναι αἱ ἀατῖνες καμτπυλοτωτος 
τῶν γ υαι γ" εἰς τὸ Μ δειξατε ὅτι: Ε',- Βν /συνφ,, (Συχαρινατε µετοθεώρηµα. τοῦ Μοιι- 
«πἰφγ). Αιολσύθως δείξατε ὅτι ὀρδὸς ικυιᾶιιός ιώνος ἀωμτῖνος θάσεως Ρ ιιαὶ ὕψους 
Π, εἶναι ἰσομετριιιῶ» ἀπεικονίσιμος εἶς τὸ Επἰπεόον. Εὕρετε τὴν ἀμτίνα ἁαμπυ- 
ἂοτοτος τῆς μετασκτηματισμένηως τῆς βάσεως, εἰς τυχόν σημεῖον αὐτῆς 

Με των ϐοηθειαν τῶν προτάσεων Εμθετ, Μεισπὶου, ζαἴαφατ ῥώσατε τὸν τροτον 
ἁατασμευὴς τῆς εφαπτομένης τἩς μετασχτιιατισμένως τυχούστς ιιαμτὺᾶης ἐπί 


τοῦ ικὠνου εἷς τυχὸν σαμεῖον αὐτῆς. 


Νό εὑρεὂδῃ η τάξις τὴς επαφής τῆς ιαμπύᾶτς Ἰ- εἰ κε {νὰ κ µετά τῆς Επιφανείας 
ακα'- υ᾿Ξ0Ο (παραβολοειδές) εἰς το σημεῖον 1Ξ0. 
Νά εὑρεὂῃ ἡ ξείσωσις τῆς ἐφαπτομένης μιᾶς τραμμῆς ὑποδετοντες ὅτι αὗτη ἔχει ἔ- 


παφήν πρὠττς τάξεως μετὰ τῆς γραμμµῆς. 


ι ν 2 ’ ἤ πι . ἤ ͵ ͵ ι ’ νΝ ο 
Δεὶξατε ὅτι τὸ ἔγγυτατον Επιπεφον ἔχει ἐπαφήν 3- τάξεως μὲ μίαν παμπυλην εἰς ἔ- 


να σημεῖον Μ ἐὰν καὶ µόνον Εάν, εἴτε ὁ ααμπυᾶπ εἴτε ἡ στρεψις τὴς ααμπὺᾶης µη- 


δενίδονται εἰς τὸ Μ 


δίδεται ἡ υυμᾶοειδής χα (ᾳ-ημφ),ψ-α (/-συνφ). ζητεῖται να εὑρεὂῃ ἡ παρα. 


4 ες Π λε Π ο. « » υ η ὰ / αν 
θοᾷτι η οποία ἔχει µετὰ τῆς ἀαμπὺᾶβης ἐπαφίν 3-τάξεως εἰς τό σημεῖον Φ-π. 


Ἠὰ εὑρεὂῇ ἡ εξίσωσις τῆς ἐγχυτᾶτης σφαίρας μιᾶᾷς γραμμῖς ὑποθέτοντες ὅτι αὔ- 
τν Ἐχει Επαφἡν ὃ- τάξεως µετά τῆς χραμμῆς. 

Δειξατε ὅτι, ξὰν µία Ἐπιφάνεια 5 ἔφάπτεται ἑνός ἔπιπέδου Ρ κατὰ µίαν αμπὺ- 
ην (Ύ) τοῦ Επιπεόσυ, τότε ἡ Ἐφαπτομεντι τὴς ιαμπύλως εἷς πυχὸν σημεῖον αι’- 


τῆς Ἔχει επαφὴν ὃ- τάξεως μετὰ τῆς Ἐπιφανείας. 


δίδεται ἡ μαμπύᾶτ (γ) εἰς τὸν χῶρον µε ἔξίσωσιν τ-ο (Ε) Ζητεῖται να εὑρεθουν: 
κ” Ἡ περιθάλλουσα τῆς µονοπαραμετρια 5 οἰμογενεία5 τῶν ἱααθετων Επιπσδων ατῷς, 
39// Ἀπεριθάλλουσα τῆς μονοπαραμετριμῆ 5 οἰιοχενεὶας τν εὐδειοποιούντων ἔπιπεδων αὑτῶς, 


ε - υ Ξ, 3 ͵ ος υ { 
8ε/ Ἐξετασατετο εἰδο» τῆς ευθειοχενοῦς επιφάνειας του {5 ἐρωτπµατοδ. 


λύσις; (3/ Ὡς γνωστόν ἡ Εξίσωσις τοῦ µαθετου Επιπέδου τῆς ιιαμπυᾷης () εἰς το 
τυχον στιμεῖον Ν (ϐ) αὐτῆς εἶναι (Ὁ-υ).τ-ο 4, ὅπου ἡ διανυσµατιιπι ἀατὶς 
ἀντιστοιχεῖ Ες τυχον σημεῖον ποῦ ααΌστου ΕπιπεδουτΏς παμπυβης. 

Ἐπειόν τα Ὁ μαὶ τ εἶνοι συναρτΏσεις τοῦ τοξου ἑ ἡ (4) Παριστᾷ μίαν µονο- 
παραμετρινιήν οιμοχενειαν επιπεδων. Διὰ την εὗρεσιν τῆς περιθαλλουσης τῆς 
οἰάοχενείας ταύτης, παραχωγἰδοµεν τῶν (1) ὧς πρὸς { μαὶ εὑρίσμομεν: 

(σε) α Ότ-ο «(ο «ν-Ι-ο-»(ο ο) ν- ϱ) 

μμ (1) παριστᾷ ἔπιπεδαν αάθετον Επι την πρώτων απαθετον εἰδτο σωμεῖου Μ(Ό) τὸ» 
(1) ἄπεχον τούτου ἀπόστασιν Ε, ἄρα διερχοµενου δια τοῦ ἀντιστοίχκου τε - 
ντρου μα μπυλότητος. Ἡ τομΏ τῶν ἐπιπεόων (ἱ) καί (2) εἶναι τροφανῶς ὃ 
πολιαός ἄξων τῶς (η). Συνειῶς τη περιθάλλονυσο Επιφάνεια τῶν (1) ὃα εἶναι Ἡ 
πολιαΏ Επιφάνεια τῆς ἀαμπύλης (Υ). 

Διά τὴν εὗρεσιν τὰς Εξισώσεως τῆς περιβαλλουστις παρατηροῦμεν ὅτι Ἡ (4) 
χράφεται (0"- π). (νκθ)-ο ει τῆς οποίας ἔπεται ὃτι τὰ διανύσματα Ὁ ον 6 
εἶναι συνεπίπεδα ὅτλ. δα εἶναι: 

σσ ςνκνθ. (3), ὅποτε Ἡ (2) δα εἶναι: συ” τ)’ (θχτ)- κ Ει τῶς οποίας, 
λοχω της (3) (ἰν «υθδτ)-κ η (ἐνθτ)- (υβ,θιτ)-ς π ἐ(νδι)-ε ύέ-κ. 


αἱ - ἐς 5 5 Π - , } υ 
09εν τι (3) Θα εἶναι τελικῶς σἍ-τ΄6).- ἂν» υθ (4) η οποια εἶναι τιαί ἡ Εξισω- 


πα 


σις τΏΣ περιθαλλοὺσης οπουτα { μαιυ Θειωρσύνταιι αἱ παραμετροιτῆς ἔπιφανειας, 
ς 2: -  π 4: ΄ Γ αι υ - 

231/ Ἡ εξισωσις τάν εὐδειοποισύντων επιπεόων ὣς ἵνωστον εἶναι : 

(σ-τ).νς ο πι (σ1-π). (θ6κ«τ)-ο Ώ (οσο, 6τ)-ο () 
Ἡ 5ητουµενΏ περιθάλλουσα ὃα πἌτιροῖϊ ὧς ἕνωστον τὰς ἐξισώσεις (1) μαὶ την 
Σξ αὐτῆς προιύπτουσαν δια παραχώχισεως ὡς προς ϐ δολ. των (σθτ)- 
τἝ σ, ότ) Κ (στ ,τ)-ο, η οποία ἔτι τῶν τύπων τοῦ Γτοποί Δαμθάνει 
την μορφην;(-τ,θ,τ)(ζ τ-σντ)ε(”-τθ κν)-ο π (0 ο νστ)- 
ρ(ῦῦ-οιν Κ6)Ξ0 π (Ὁ υνστεκθ)-ο η την ἰσοθύνωμον Ὁ" υςΊννυ (6τκθ) (2) 


οἹ 


δυνάμει τῆς (2) ΄ (!) ἔράφεται (Ένα ὑδταυκθ,θ,τ)-οΧ(ν, θτ)υσίτ, θτ) 
ο. 0 ή ἐ(νθτ)-ο-ρτε-ο. 
Ὅδεν, ἡ (2) Δαμθάνει τελιιῶς την µορφην: Ὁ- τ(ολτυ(στ-- κθ) ἡ ὁποία εἶναι 


η δητουμεντι Ἐξίσωσις της περιθαλλουσης. 


Ἀ5”. Ἡ Ἐξισωσις (4) του {5ν ἐρωτήματοῦ παριστᾷ προφανώς εὐθειοχενν ἔπι- 
φάνειαν διοτι λαµθανει την µορφτιν Ὁ'ερ(6)γυά(6), ὅπου ϱ(6)- ΌνἙν ια 
(0-5. Παραχωγίδοµεν αὐτην ὧ5 προς ϐ λαμθάνομεν: 

ῥ- δν ἐν νΧύ-τ. Εν γΒ (-κτκςθ)-τιΒν-τνιβςῦ- νασθ ααί 4,-6--δν. 
θεωροῦντες τοµιµτο γινοµενο (ρ, 3 δω νι καθ ον ο... ον) ν 
(β6Θ4,-ον)- 0, συµπεραίνοµεν ὅτι Ἡ ἓν λογῳ εὔδειογενης επιφάνεια εἶναι͵ 
ἂναπτυωτῃ. 

Μὰ εὑρεδῃ Π περιθαλλουσα τῶν ἔχγυτατων ἐπιπεδων τῆς ααμπύᾶπς µὲ εξὶ- 


σωσιν ἴ- τ(ζ). Τί εἴδους επιφάνεια εἶναι αὕτη, 


Αἰδεται η γραμμη µε ξείσωσιν ὕ- (6) μαὶ Θεωροῦμεν των περιθαλλουσα 
τῶν εὐθειοποιούντων ἐπιπεδων αὐτῆς. Δειξατε ὅτι ηο- τ(θ) εἶναι γεωδαισια- 
μη πᾶς περιθαλλουσης. | 
ὑ(ποδ: Συμφώνως προς την ασια Ώσιν θ4(ερωτ. 23) η εξισωσις τῶς περιθαλ- 
λούσης εἶναι Ὁ- τ(ϐ)κυ(στ «κθ), ὅπου παράμετροι εἶναι τὰ ἑ μαὶ ὐ. Αιιο -- 
λούθως δείξατε ὅτι, τὸ µαθετον διάνυσμα Ν τῆς ἔπιφανείας µατα μΏιος τᾶς 
ὔρθαμμῆς υ-0 ὅηλ τῆς Ὁ- τ(ε) εἶναιτο - Κν. Ἐν συνεχεια. δειξατε ὅτι, 
πᾶπηροῦται η εξίσωσις Κ.Ξ(Η,ῦ,ὸ)-ο τῶν γεωδαισιαμῶν χγραμμῶν διὰ 
την πραμμήν τ-(έ) τὺν µειμενην ἐπὶ τῆς περιθαλλούσης. 
μα ευρεθοῦν αἱ ἀσυμπτωτιικαι χραμμαι Τῃ5 επιφανείας Σ-Φ(3.). 
Λύσις: θετοµεν χξια Ὁ-υ, ὅποτε 2:Φ(υ) καὶ εξίσωση τῶν ἄσυμπτ.γραμμῶν γίνεται: 
αφ (υ)αυ]-φ[υ)αιάυ --ο (1). Μία λυσις αὐτῆς εἶναι: ἀυ-ο--- υ-ς (ἁ-παραμετριιη γραμμη. 
᾿Επὶ πἆξεον ἡ Εβίσωσις (1) ἔράφεται: 3 υλάυ -χ4α. Συ” οφ/(υ). Αἱ προβολαἰ τῶν τε- 


Φ΄υ) 
ἠευταίων ασυμπτωτιιῶν χραμμῶν ειςτὸ Οχν επἰπεδον Έχουν εξίσωσιν: αὐ οφ). 


ΚΕΗΦΑΛΑΙΟΝ ΧΙ 
ΕΠΙΚΑΜΠΥΛΙΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΙΑ 


6. ΟΡΙΣΜΟΣ ΕΠΙΚΑΜΠΥΛΙΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΙΟΣ ΚΑΙΑ ΜΗΚΟοςσ ΤΟΣΟΥ ΚΑΜΠΥΛΗΣ (ΑΝ Εἰδους) 


Ἐστω (3) µία Δεία καμπὺῆχι τοῦ κώρου δ΄ μὲ ἀρχήν τὸ σημεῖον Α (αι,α., αι) 
μαί περας τὸ σηκεῖον Β (6., 6,, ες) Ἔστωσαν δε χπφ(έ)η-{(6),ᾶ-σ(θ), ἐιεί-ε 6, αἵ 
παραμετριιιαἰ ἔξισώσεις τῆς ἓν 4όογω παμπύλης µε παραμετρον τὸ µΏιος τοῦ 
τοξου αὐτῶς. Ἡ υαμαὑᾶτ (η) ὑποθδέτομεν ὅτι διαγράφεται κατὰ μίαν ὡρισμέ- 
νην Φοραάν. Ἐπειόύ ς (1) ὑπετεὂη Δεία αἱ συναρτῆσεις5 Φ (6), {(49),σ(6) ἔχουν ὡς πρός 
ϐ παραγώγου» αὉ -τάξεως αυνεκεῖσ,διὰ ὄ, ές δ.. | 

Έστω Επὶ πᾶξον ἡ πραμµατιαη συνάρτησις Ε(Μ)Ξ Ε(αιυ,5) ὠρισμένη ιιαἰσυ- 
νεχτὶς ἐπὶ τοῦ τόξου ΑΒ τὰς ωαμπυᾶως (αχ). 

θεωροῦμεν μίαν διαμερισιν « τοῦ τὸξου ἀδ όιά τῶν σηµεὶων Αξ Μο, Μι Με... ΜΒ. 
Ἄς παραστήσωμεν διὰ Δέ,τὸ µῆιιος τοῦ τόξου Μ,.,Νρ. Ἐφ' ἑιάστου τόξου Κας Αρ 
Δαμθάνομεν υαί ἀτόὸ ἕνα τυχόν στμεῖον Νρίαεινω3ϱ) ιαι αμοβουδως σχΏηματὶ- 


Σδοµεν τὸ άθροισμα: 
π 


ν. Ε(νρ) δ6; Ξ 5 Ε(αμήρ Σι) δὲν (0) 
βττ 


6”! 
τὸ ὁποῖον ααδεῖται ὁδοικζποιωτ/ιιόν ἄθροισμα αντιστοιχοῦν εἶς την Ε μαι τπν 


Φιαμέρισιν ὅ. 


ἛἜστω αρςφ( Ες), νι (60), 3,- 6(6ς). ὅπου (Εε[6..,,ξε] τότετο ἄθροισμα 
1) Ὕραφεται: 
δ. Ε(φίερ), ὁ(ἐς), δ(69) Δἒν 2). 
ρ5ι . 


Ἐπειόη αἱ Γ, 3(ϐ, 460, (6) εἶναι συνεχείς συναρτήσεις ἐπί τοῦ τόξου λὰ. ἔπε- 


ποια 


ται ὅτι τιαί ὦ συνάριΏσις Ε (α(6), Ε{θ), 9(θ)) εἶναι συνεκἠς συναρτησις τοῦ 6. 
Εάν πόηω ΘεωώρτΏησωμεν μίαν ἀιμολουθδίαν Φιαμερίσεων τοῦ τὸξου Ά8 τοι- 


αὐττιν, ὥστε τηα κ. δ6ρ--» 9, ὅταν τ ῥου, τοτε πο ἄθροισμα (2) ἔχει πάντοτε 
| 1πρπη 


ομως 
ὁριον και ἐξ ὁριαμοῦ ιαθεῖται τοῦτο ἐπιιωαμπύβιον ἁβοικ Ἀγρωμιοι αν εἴίόους 


μμ”. 


τὴς συναρτηΏσεως Ἐί(κ,,͵Ἐ) ἐπί τοῦ τόξου α8 τῆς ιαμηὑύᾶης (Ύ) ααἰσυμ- 


θοβἱδεται οὕτω: ] Ε(αιυ, 3) ἀξ. 


ο 
σ 3 ς - 
Ωστε εξ ορισµουῦ : 


: λα η : ι 

[τος οσο. 2Ρ6(20)2(60), «(8)δέ (9) 
15 . 

Ἡ Είαιυ,5) θὰ ααβῆται τότε ὁβομθπρώσιμος ματὰ µτιαοςτοῦ τόξου 48. 


Ἐεξ ἄλλου τὸ ὅριον τοῦ ἀνωτέρω ἀδροισματος εἶναι: 
;τὸ δρ ρω ἀδρ 


πι ϐι 
μα Στ), 4), λα] Ε(Φ(6)1(0,σ(θ))αὲ (4) 


ϐι 


Ἐν τῶν (3) μαι (4) ἀαμθάνομεν: 


ξι 
[εαψραί - { Ε(Φ(6),/(8),ς(6))α σ5) 


αν 6. 


Ἐὰν ἡ ιαμπυῇπ εἶναι ἐπίπεδος Έχουσα Εξισώσεις. «Ξϕφ(6),υ-{(4), τοτε 
ὁ τύπος (5) γράφεται: 


6ι 
{ Ε(ααί - ! Ε(φ(ο), (ελαε (Θ 


α ξ. 


. ! , ο, --- τν  ᾗπ ῃ ' ͵ ῃ ͵ 
Εὐς την περίπτωσιν ὅπου τό τόξον ΑΒ εἶναι ἡ ᾶειστη πομπυ απ (γ),τοτετὸ ἐπι- 


υειμπὺλιον ὁᾶοιᾶήρωμα Όά τὸ συμθοδίδωμµεν οὕτω: ό Είαυ)α6, 
. 


62. ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ του ΕπΙΚαΜΠΥΛΙΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ ΑΣ’ ΕΙΔΟΥΣ 
λα ἀξκομακάσ ελ ώκμῤώια ιά ζληλολιλ νωἑαἑωώκμῥοκ αμ δηλ ο Ὑδμαώθωκ ζατλοή ως 


θεώρημα ΣΧΙ-2-1. Ἐοστω ἡ ἀεία κειμπυᾶη (γ) ἔχουσα τὰς παφραμετριωάς 
εξισώσεις: 
χΞφ(Ε), υ-{(4),15σ), ΈΞτςε., 
μαὶ ἡ Ε(α,3) µία συνἀάρτησις ὡρισμένη ιοί συνεχής ἐπὶ τοῦ τόξου Λ8 τῆς 
(). Τότε ἔχομεν: 
{συ υαέ Ξ (Ῥάωλῶ,ς 9) γάρ Ώχσ(άὲ {). 


Αι Ἔ 
25 


« , , Π ͵ ’ , ι 
τὸ ἐπ)ἀαμπυᾶᾷιον ῥᾷοιδήρωμα ὑπάρχει ἐάν, καὶ µόνον. ἔαν͵ το ὠρισμέ- 
νον οἠομδύρωμα τοῦ Φευτέρου µεᾷους ὑπάραῃ.. 


Ἀποδειξις; Ἐπειόή τὸ τόξον ἄΒ ὑπετεόὸη ἀεῖο αἱ συναρτήσεις φ(4) {(4), 5({) 
εἶναι ταραμώὠγίσιμοι αᾱαί μὲ συνεχεῖς παραφωμους εἰς τὸ διάστηµα! «τά, 
'Επὶ πᾶέἑον δὲ δὰ εἶναι: ςἵο{ «σ)»ο 
θεωροῦντες τὰς παραµετριµαᾶς ἐξισώσεις τῆς μαμπυβης,τὸ ὁᾷσοιᾶπρωτι- 
πκον ἄθροισμα (9) γράφετα:: 


5 Εα,ιψ,, ἂν) δὲ, λ«Ὁ {()σ(ες 4 ο. πεα ση; ώ 


ρξι λ 


ει : ο βια, πμ π ο 
ὅπου Ἐρε [ερ ὲ α ααἱ εἶναι τοιαῦται ὥστε νὰ ἔχωμεν: ς το. οὐ 


πρ φ (69), Ἡρ- ὁ (0), 3, -σ(ες), τὸ δε τρε[ὲρ,,ἐε 1. 


. μ οί ο) , . ῷ - 
Ἐὰν ὑποθεσωμεν Οτι τπακ Δ6ρ ---ν 0 «ο ππαχ, Δίρ---ν Οότε μαὶ π[ο», τοτετο πρῶ- 
άρση ιπρν 


τον μεᾶος τὴς ἀνωτέρω ἰσότητος τείνει πρὸς τὸ ] Ε(,3) 4ξ ενῶ τὸ ὀεύτερον μέ- 


: ἄν τὸ 
4ο» τεὶνει πρὸς το / Εξ (1) 4(Ε),σ(ε)) φ/' (1) (1) εσ'') αε. ᾿ 
τι 


ω 4. 
0θεν, Γεω . Ε (9 (ε),Ε(4)σ()) Υ/ ϕ’ 9)» 4) »σ'"(ς) ἀξ. 


ιτ] 8 


ο Ἐὰν ἡ ααμπύᾶπ (Υ) εἶναι επἰπεόος ἔχουσα Εξἰσώσιν Ἠ5ΞΨ(χ), αξκ-ε β,τότε ὃσ ἔχωμεν: 


ε : 
] Ε («κ ὐλάξ Ξ / Εκ, (α))ν Γι (απ) αχ (1) 
α 


υτ] 


ο Εὰν ἡ ααμπύὺᾶη (4) εἶναι επἰπεδο» ἔχουσα Ἐξίσωσιν ϱ5-ρ(6), θ,-6-6., τότε 
δά Ἐχωμεν: 
Θι 
| Ε(αιυ)αξ -- | Ε(ρσυνθ,ρηπμθ)Υγ/ρ'ρ'.4θ (3) 
αν | 6, 
26 
ο Ἐὰν Ε(κ/)Ξ{ μαὶ ἡ ααμτυᾶτ (γ) εἶναι Δεία, ποτε σύμφωνα μετὸὀν τύπον 
(9),81, τὸ Φεύτεφον µεᾷος τούτου δὰ παριστᾶ το µῆμος τῆς μαμπυᾶ ης (),διό- 
τι {πω : δέ, - Ι., ὅ πλαδτι θὰ ἔχωμιεν Ι.- ας 
στ 


τα κ ἂ ἔρ-ο 
Ὅ ναο 
υι 


3 -- { ο ο. -- [ ᾿ α ῃ - υ 
Εἰδικῶς τομπιος]. μιᾶς µδειστῆς μαμπύᾶτς Ψ παρεπεται Ὅπο τοῦ τυπου: 


(4) 


- υ « [ ΄ 
Ἰδιότητες τοῦ ἐπιααμπυλίου ὁλομάπρωματος α” εἴόους. 
ἴ ῃ πα. ε 
Αἱ θασιμαὶ ἰδιότητε» τοῦ Επι ιακπυλίου ολομάπρώματος αὖ εὔδους προιὺ- 
7 - , -- ῃ τ 4 Π ἐ . Ἡτ - ο Π 5 
Ώτουν Σω τοῦ τυπου (8) 8]. Εἶναι δε αὗται ἀναᾶοροι τρος αὐτας τοῦ ὠρισμενου ὁ- 
' ” ες - 
Δομἄπιρωματος, θὰ ἄναφερωμεν δεἁπλῶς αὐτὰς ἄνευ ἀποφείξεως. 
{ ει : 
Προς τουτοις ἔστω ἡ συνάρτησις Ε{(ὰ,η, 3) τὴν ὁποίαν ὕποδετομεν ὁᾶουλη- 
' { ας ο. ἰ ία -- ' Π ! 
ρώσιμον µατα µΠιο» τοῦ τοξου ἄθ τῆς Δείας μαμπύλης (ΣΥ), Ἱσχύουν αἱ ια- 
ας 
πωθι ἰδιοτητες' 


]. Ἐάν 6,,ς, εἶναι σταθεραί ιμαὶ αἲ Γζαιν,Ἕ)- Ε() αιαί φίκμε)ΞΦ(Μ), 
ΜΞ(χ,υ,ἳ) εἶναι ὁλοιδτιρώσιμοι ἐπί τοῦ τόξου ΑΒ, τότε δὰ Έχωμεν: 

| {ο Ε(Μ) ἔζ, ᾧ (μ)]άξ- οἳ ῄ (Μ)αθ ο 

πᾶ 18 Α8 


1. Ἐὰν Ε(Μ)ΞΟ μαὶ εἶναι ὁᾷοιᾶηπρώσιμος ἔπὶ τοῦ τόδου 28, τότε [εοθαεςο. 
αὺ 


ῃ 3 


͵ { σα - [ ' αμ , 2: 
Π. Ἐὰν τὸ ΑΒ ἀποτεβεῖται ἀπὸ τὰ τόξα ΑΓ μαὶ ΓΕ, τοτε θά Ἐχώμεν: 


[πω αὲ- [χο οἱ 4- [εουαε 
Ἀ {ν Α 
ἵσ. Ἐὰν ἡ Ε(Μ) εἶναι ὁάυμᾶτπρώσιμος ἐπί τοῦ ΑΒ τότε ιιαὶ ἡ | Ε(Μ)| εἶναι ὁλο- 
αβτρώσιμος επὶ τοῦ ἀἆθ ικαὶ ἰσχύει : 
| [τοράε] Ξ [Ηε(]αο 


ία.) 


άδ ΑΡ 


6 . - ηλ - 4 ια .- Γ [”. νσε. αν 
ο Εὰν Ε(Μ) εἶναι συνεχπς Επὶ τοῦ ἆδ, ὑπάρχει ἕνα σημ εἴον ΜΣΕΑΗΒ τοι- 


οὔτον, ὡστα: [εοναι ΞΕ(Μ3).Ι., ὅπου |. εἶναι τὸ µῆμος τοῦ τὸξου ἆδ. (θεώρτ- 
αὰ 
µα τῃς Μέσης τιμής), 


Ἡ, Ἔχομεν [ροωαε - [εοραε. Οὕτω ἡ ἀλλαγη τῆς διευδύνσεως τοῦ τόξου ἆ8 δὲν 
δ δλ 
ἀθλασσει τὴν τιμήν τοῦ ὁβομάτπρώματος διἀ µίαν αὐθαιρετον πραγματιικἠν συν- 


ἁρτησιν Ε(Μ) ὠρισμένη τιατά μῦιμος αὐτοῦ, 


Παρσόείψµατα ὑποᾶογισμοῦ ἐπιµαμπυλίων ὁλομλπρωμάτων αὖ εἴόους, 


{5/ Να ὑποβογισὸῃ τό ἐτιιαμπύβιον ὁάομδύρωμα [-λ)ά5, ὅπου τὸ ἆΒ εἶναι 
ἄδ 
τὀξον τῆς ξΔιμοειδοῶς µε ἐξίσωσιν: χ-αυνί, υ-ημῖ, ΣΞὲ μαι Αα (10,0), Β(οἳ,σ Ἱ 
: -- --- : ολλ ' .- 
Λύσις: Τά ἆμρα Α ααὶ Β τοῦ τοξου ἀντισοτοιχοῦν εἰστὰς τιμὰς {50 μαι ἔ,-Σ Ἐν 


[ ΄ υ 3 α ολ 
συνεχεὶᾳ ἐφαρμόσομεν τὸν τύπον (4) μαί εχομεν: 


μὴ [] 
: 
[α-κ)» το; γ/ημεν συν ἐν αξ- | (συν{- ἐ)αχ ενα!) 
ἀ8 ο . 
2α0/ μα ὑπο βοχισθδῃ τὸ Επιικαμπύλιον ὁάοιαᾶτρωμα [ωα6,ὅπου το 18 εἶναι τὸ τοξον 
α- Ἡ 
μὲ ἐξίσώσιν Ώ- να μαί τὸ χ µεταθάλλεται ἀπό -χκς«β ἕω» κά. 


6 ”.3 ώς δω . . Ξ 
Λύσις: Δύ ἐφαρμονῆς τοῦ τύπου (2) ἔπομεν : 


34 14 24 
[μας [ανα μα. 4.1 [γαη αχ -ᾱ θέ] Ξ 156. 
ον 


᾽ 3 5 
Α 


φ 


95/ Βὰ ὑποβοχισὸῃ τὸ μῆιιος τὴς ἐλλείψεωσ-ᾱς 4“ ὃς 4. 


Λὺσις: Αἱ παραµετριμαι ἐξισώσεις τῆς εἀλείψεως δὰ εἶναι τροφανῶς 


. « { πο ᾽ - { ' - 
πκΈΞ αιγιμ Ἐ, φΞθσυνὲ ) πλ ΣΠ τισ το μµαΠιλος ατως παρεκχεται ὑπὸ τοι ἐπι- 


1η 
υαμπυλίου ὁᾶἈοι ἠηρώματος |.» φαι- { οτι ανα συν ἑ α{ - 


ο 


1η . 1Η 
το] πάνελ π - ε ας ο 
ξα | ν ο ημ γαὲέ - α ] Ί-κημ"εαζ, 9που ἔτεὂη κ.ς 3 8- » Τὸ ἄνα)- 
-- ο 


τέρ.ω εἶναι ἕνα ἘλΔειπτιιὸν ὁβοιᾶλρωμα ααίἱ ὁιά τὸν ὑπολοχισμὸν του 


ϐλ. Τόμος 1, σελ.655, Παρἀάειμμα 39’. 


Γ 1Ώ , 

ορ |. π -- 1.3.5... (209 κ 

Εναι οι πετ ον. ). τπτ) | 
γιση 


63. ΕΦΑΡΜΟΓΑΙ ΤΩΝ ΕΠΙΚΑΜΠΥΛΙΩΝ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΩΗ ΑΝ ΕΙΔΟΥΣ ΕΙΣ ΤΗΝ ΜΗΧΑΝΙΚΗΗ 


Ι. Προσόιορισµό» τῆς µάδτςσ ὑἀιιῆς γραμμµῆς ἐω τῆς γραμμικής πυκνότητος αὐτῆς. 
Μία ὑδΔυκὴ γραµµή θὰ νοῦται ὡς µία τμηματιιώς Δεία παμπυᾖη ματά µῆμος 
τὺς οποίας είναι αατανεμΏαντι τμᾶδα.Η μᾶδα θα Έναι συναρτωσις (ουνοβοσυώρτωσις)τοῦτοξου 6 αὖ- 
της, ἧτοι τη πτω (6). 
Ἔε ὁρισκου ιαδοῦμεν γραμεμ/ ιν πυιενότητα ὁ(Μ) τῆς ἐν Δόνῳ μαμπύλης 
εἰ. τὸ σημεῖον Μ (αιν,3) αὐτῆς τὸ ὅριον τοῦ ἄόνου τῆς µάδης Δπι(ςθ) τῆςφερο- 
, ο) . ' ο '--- , , αν - « ον ο / , 
µενης ἔπι τοῦ τοξου ΜΜ΄ αυτης προς το µθ ος ΔΕ τοῦ ποξου ΜΜ/;Οτεν το Μ----Μ. 
Απι(ς) 


-4ἱ --ἃν (6) 
Ύμται : ὃ (Μ) ΞΞ .. κο ταν Ξ- αξ (1) 


- , ς κ. -. Π 1 [ -- “ ον ῃ 
Προσευγιστιιώς ἄοιτπον ἡ μᾶδα ἡ φεροµεντι Επί τοῦ τοξου ΜΜ΄ µΏιµους δὲ 
δά εἶναι ὁ(Μ).δ6. 
π « κά . Π ς . - ῃ ͵ ὦ ῃ σα μ ον 
Εάν τιόγι, ζητοῦμεν τὴν ὀδίμην µᾶδαν η την Φερομενην επἰ τοῦ τόξου Α8 , 
. - - - 3” . - . σα ὰ ΄ . : 
τῆς ἐν Δόνῳ ὑλιαῆς γραμμής, ἐπτελοῦμεν ἐπὶ τοῦ τόξου Α8 μίαν όιαµερισιν 
, ---- αν δ πω Σον , 
Α”- Μο, Μ., Μ.,.--, ΜΩΞ Θ, ὅπου τὸ µΠιος τοῦ τόξου Μρ,Μ, -«Δέ,, μαι ἓν συνεχεὶᾳ 
σπωμµατὶΣοµιεν τὸ ἄὁροισμα : 


Ά π .- 
 ἃ ὃ (89). Δ6ρ (2), οπου Νε Μρ.Μρ 
θα 
Τό ἄδροισμα (2) δίδει πορεια κώς τών μᾶδαν τὴν Φερομέντιν ὑπό τῆς 


λαῤσε χρομμῆς μεταξύ τῶν στιµείων Α μαὶ Β αὐτῆς. 
Ἐάν Πάώπι το γηακκ Δέ,---ο, ὅτε μαί η ᾖοο, τὸ ἄἁθροισμα (2) τείνει πρός ἕνα ὃρι- 
13ρπη 


ον το ὁποῖον μᾶς όίόει τήν φερομένην μᾶδαν ὐτιόὸ τῆς ὑδιιαῆς γραμμής µετα- 


; -- 4: ή - Π . Π , ΄ ΄ Π ; ΄ 
Εὐ τῶν σημείων Α μαὶ 8 αὐτῆς. Ἐξ ἄλλου αὐτὸ τὸ ὅριον δὲν εἶναι τίποτ’ ἄλλο ᾿ 


παρά τὸ {ὅ-.υ,5) ἀξ, 
αν 


Όδεν : γη Ξ | δ (αν, 1)αἲ (8). 
πὃ 


ωϱ -- ε - 9 4 αν - 

ἄἹ. Ενυρεσις τῶν συντεταγµενων τοῦ µεντρου θάρους μιᾶς ὑδικῆς νραμμµής. 

Ἔστω µία μᾶσα εἶναι µατανεμτµένγι ἐπί µιᾶς ὑὐδιιῆς γραμμῆς μέ Υραμµι- 
αὖν πυωνότητα ὅ (αι, ή). θεωροῦμεν ἐπὶ τῆς ααμπύᾶᾷης μίαν όιαμέρισιν 

ᾗ ’ , - - . ασ κι. . - -- 

καὶ ἔστω Δ6ρ το μῆμος τοῦ τοξου Μρ-. Μρ αυτηῆς, Προσεγγιστιά 5 ἹΠ μᾶ δα 

ς ι Π - { ο - 3, { . . 
Ώ φερομµμενη ἐπὶ τοῦ τοξου Μ,., Μρ εἶναι Ίσω προς δ (αρ, Ψρ, 5ᾳ):Δδέ,. Ἰαύτηων των 
μᾶξαν τὴν δεωροῦμεν συγυαεντρωμένην εἰς το σημεῖον (αρ, Βφ,Ζᾳ). Οὕτω Έχομεν 
ἕνα σύστημα ἔξ η ὑλιιῶν σημείων μαί ὧς γνωστόν ἐν τῆς Μηκάνιικῆς, αἱ συν- 


τεταρμἑναι τοῦ ἀέντρου θἀρσους (1.8) αὐτοῦ τοῦ ὑδιιοῦ συστήµατος εἶναι: 


η ι) 
χρ δ(αχ,, Φ,,2) Δ6ρ Ἡ,- ὁ (αρ Νρ,Σ0) δ6ρ 
δὲ ων ΘΞ] υ .. ὁ όν 
κ πι ) κ «Ὁ 
ὁ δ (39 20) Δερ ΣΣ δ(αενε,Σε) Δεο 


ρτί ρξε 


. ρ ὁ (χρ,ψρ,2ρ):Δ6, 


ὁ ία, νρ, 2) ὂ 6, 
ρξε Ε] 


Αἱἴ ἀνωτέρω ἔιιφράσεις ὀύνανται νὰ θεωρηθοῦν,ότι Φίόουν προσεγγιστιιῶςτὰς . 
. ᾱ - - - .- λ”ὰ 
συντεταρµένας τοῦ μ.6. τῆς υβιιῆς γραμμῆς ΑΒ. 
. . "6 . 
Εάν ΠὨόω πια Δέρ--ο ὅτε μαί ωᾖοο μαί µεταβαϊνοντες εἷς τὰ ορια Άαμβανομεν 
--λᾱι] . 
ει τῶν ἀνωτέρω τύπων: 


{ χ.δ(κη σ)άέ 


Α α 


| υ.δίαιν, χ)αέ 


κ Τδα ψπ)αξ ο ρας λα - τ ὁ(κι,Ἕ)λαθ (3) 
Άἱ 4ν 
{ ἆ-δ(Χ,2)άθ 
αἲ 


κῄπΞ 


ί δ(1α2)46ς ἳ 
αὺ 


Ἐάν δε ἡ γραμµπ εἶναι ὁμοψενὴς οἱ τύποι (1) γίνονται: 


{ καθ [υαε | πα 
κ, αλ κ», ) μι - ασ . (2) 
ἕ ]αθ κ {ας . [αὲ 
τὴ ας ὧν 
ο Εἰς τών περίπτώσιν ἐπιπέόου ὑὐάιαῆς γραμμῆς οἱ τύποι γίνονται: 
[ααι [ ημας 
κ - σα ..αὶ λαο ιο. (1) 

[αι ] 48 
{ὁ αἳ 


Ποβᾶαπᾶασιαδοντες τὸν Φεύτερον τῶν ἀνωτερω τύὑπων (1) ἐπὶ 2Π μαι λαμθα- 


νοµένου ὑπ ὄψιν ὅτι [αι «εἰ. (μβιιοςπτοῦ τοξου τῆς μαμπυᾷτης) ἔχομεν : 


5 


2πη .ἰ- -1π[ναξ (1) 
σσ 8 
Τὸ ὄευτερον µελο» τοῦ τύπου (1) παριστῷ τὸ Ειιθαδὸν 3 τῆς ἐπιφανείας 
τῆς διαγφαφοµένης ὑτιὸ ποῦ ἐπιπέδου τοξου ἆ8Β τεριστρεφοµένου περιξ τοῦ 
ἄξονος τῶν κ (θΛ. Τόμος ἵ, σελ. 58, τύπον (6) 


δεν, πι 2ΠΗ ι ἐε οὗ τὸ θεώρτιµα: 


υ ο.) 6 -- 3 ᾱ . « - ͵ 
θεώρημα χι-- 3-1 (Παππου) Τό ἐμθαδόν τῆς ἔα περιστροφῆς ἔπιφανείας τῆς παραχομέ- 
ι ͵ --ν . ο , πες ν ͵ 
ντι ὑπὸ ἑνός ἀείου τόξου ΑΒ περιστρεφοµένου περιξ τοῦ ἄξονος τῶν χ,όστις ὁὲν 
4 -- -- . υ ͵ . αῶὸ υ ώς ε ον 4 ᾽ ας 
τἐµνει τοῦτο,ἰσοῦται πρὸς τὸ πινοµενον τοῦ µη νους τοῦ τοξου ἀ8β ἐπι το μῆ- 
κ, ᾿ π ε « εἰ ͵ ” - ον 
Ώο5 τῆς περιφερείας την ὁποίαν διαχρᾶςει τὸ μ.8. αὐτοῦ τοῦ τόξου. 


- - ῃ . ε ---- - 
Π. Ὑποβορισμος τῆς ροπῆς ἀόρανείας ὑάιαῆς νυραμμῆς. 

Ὢςδ γνωστον, ἔμ τῆς Μπχανιικῶς, ἡ ροπἡ ἀδρανείας ὑδιαοῦ σημείου μάδως 
πιώσηρὸ»ἒνα ἄῆλο σημεῖον ἡ ἄξονα ἄπεχοντος ἀπό αὐτοῦ ἁποστασιν ’τ εἷ- 
ναι πι’. 

μ΄ - .ι ώ . ! 5» . κ ς Π ” 

Ἀιολουδοῦντες ἕναν ἀνάλορον συλλορισμον ὡς προημουμµένως η ῥοπή ᾱ- 


ὁρανείας τῆς ὑδιιῆς γραμμῆς ΑΔ, ἥτις ἔκει γραμμµιιἠν πυνότητα δ(κ τὴ, 


ὡς πρός τοὺς ἄξονας οκ, οὐ, 93 ὃά παρξχεται ὑπό τῶν ιιάτωδι ὁδοαἈτιρω- 
μµάτων: 
1.5 ] (μνν") δ(κυλἀθ, 1. [0-0 δσμάεῖε ] (ανν) ὅ (κ υπ)άθ. 

ἆξ 


σν 


ο... 
αθ 2Β 

- ν ασ, Ι] ῃ .. ᾗ ῃ ππν. « ε ῃ .) , 
Εαν δε Εχ(ωµεν επιπεόον υᾶβιαην γραμμΏων ΑΒ,πτότε η ϱοΠτ αόρανειας 


( ῃ ή 1 ϱλ. 
ὡς προς τοὺς ἄξονας οκ͵ ον εἶναι - 


1 Γη. δααέ, τι - [2ὰ-δ κ) ἐ. 


ον 
ΑΒ Α8 


, ' ς ανν. δε , . .. , --- ας 
Ἐφαρμομαί 13/. Νά ὑποᾶβοχισὸγῃ ἡ ροπή ἀδρανείας τοῦ τὀξου Α8 τῆς 
μαμπύλης υ-π) από τοῦ σημείου Α (00) µέχρι τοῦ σημείου αν (1,1) ὣς πρός 
τὴν εὐθείαν κ ὅταν ἡ πυυνότης τοῦ τόξου εἶναι ὅ(κ 
υ- δαν) ο νος᾽ 
Λυσις!' Ἂς υαῆβέσωμεν 4 τών ἄπόστασιν τοῦ σημείου Μ (αυ) τῆς παμπυβηως 
3 9 ͵ . ας { - ια) α . . . . . 
απὀ τὴν δικοτοµον η Ξχ, θα εἶναι τοτε ας . Ἐπομενως η ροτιη αόφανείας 


ΕΤ ευ. ο ο ανν ι 
θα εἶναι: Ι5 τα ντο αθ 
Α 


Εἶναι όε αθ- 14. ὐ Οκ) ἅπ --ὰ {ης (91) ἀχ. : 


Ἱ ! 
. ὦ αλλ κ ο, “ « 3 2 χα --δ. 
ρα κ" | νητε τσ μθκχεακχ - | -π") αχ -- [(1-2αη- χα) αχ - τας 


[ο] ο ο 


238/ Κά εὑρεθῇ τό 1... τῆς αυμδοειδοῦς ἀαμπύᾶης: 
χπα(Έ-τπμῖ)υ-α((-συντ), ο  Ἑ- σπ 
θεωφουμεντις ὡς ὁμοφενοῦς ὑδιιιὰς γραµμµΏης. 
λὖσις: Ἐπειδη γὶ ἀυμᾶοειόής εἶναι συμµετριαΏ ὡς πρός τὴν εὐθείαν κ-π.α͵ ἀριεῖ 


νά εὕρωμεν τὸ υ.. 


Εἶναι : -«-«ὀναξ (1) 


Ἑκ" "φαθ 
Εἶναι δε ἀξ- χαπμ-ς-αξ μαί ὁ (1) γίνεται: 


τπ 
[α(1-συνὲ) Ίαημὲ αἲ Λα- πο αἲ 
μ . τη .. | πα ᾱ- 
κ λα ἵ Ώμδα ξ 2ο. [ή λημξ άς 5 
ο ω. ο 


” Ξ ἱ Ξ-ᾱ 
Ἆρα χκτπα καὶ η σα. 


6 4. ΕΠΙΚΑΜΠΥΛΙΟΗ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΣ (Ά5 ΕΙΔΟΥΣ) 


"Ἔστω (1) µία προσανατολισµενη λεία ααμπυᾷπ τοῦ χώρου Κ᾽ ιιαὶ τὸ τοξον 
ἆ8 αὐτῆς, όπου Αία,αιιἂι) μαὶ Ἑ (6, 6.89) μαί ἡ Φιανυσματιτι συνάρτησι 5 
Εαυτ) ςἶ Ρίο) ] Ο (κι, 2) ΚΈ(α)Φ3) ὡρισμένη ματά πιο» οῦ τόξου 18. 
Διαιροῦμεν τὸ τόξον ἆδ πῶς (1) εἰςτι-τμήματα διὰ μιᾶς διαµερἰσεως ὁ διὰ τῆς 
παρεμθοᾶῦς τῶν στιµεὶὼν ΑΞΜο, Μι, Μα,..., Μι ΜΑ Ξ ΡΒ ααἱ Έστω ὃτι τὸ σημ εἴον Μρ 
αὐτῆς ἔπει συντεταγµένας (αρ, 1, Ξφ). θέτοµεν ὧ5, Δχρ- Χρ-Χρ.,, δή,Ξ8, ψρι ΔΣρ κ Σε. 
μαὶ ἐπί πΏὲον ὑποδετομεν (Χο, Μς,Ἔ.)Ξ (αισιςν), (αν ἐν) {6,,6ε, ὅ5). Τεᾶος Δαμθὰ- 
νοµεν εἰς ἕἔμαστον τῶν τοξων Μάρ.  Μρ τής καμτὺᾶηως Ἰιαί ἀπό ἕνα τυχόν στμεῖον 


Μ τα απ [ ῃ ο . 
ρ (Ερ, Ὡρ, 1) Ε Μ,, Ἡρ μαὶ αιοβόυθως σχτηματὶδοµεν το ἀθροισμα: 


ν. ἱ Ρ (Σρι Ώρ, 1ρ) Δ Χρ 0 (2, Ώρ, 1ρ) Δρ” ἃ (εωπ η) Δε] (τ) 


ρτα 
να ος . - ᾽ .' ͵ 
τὸ ()) αδεῖται ὁβοιβΏρωτ/κον αΘροισκα ἀντιστοιχοῦν εἰς την διανυσματιαην 

Π -- Π ον ... σσ 
συνάρτησιν Ἱ μαὶ τὴν ὀιαμερισιν ϐρ επὶ τοῦ τοξου ΑΒ. 
γ ι τς ι - Π πο κ 3 ͵ ( ι η ' 
Εστω Δέ, τὸ µΠιιος τοῦ τόξου Μρ. Μ,. Ἐὰν τὸ τιαχ Δέρ--»Ό, τοτετο π]ςο.Ἐὰν τα 
Ιπρςη 


Δερ--» ο, τὸτς ιαἰ Δαρ- ο, Δ--- ο, Δέρ--»ο καί ἀντιστροφως. 


Ὀρισμός Σχι- 4-4. θά θένωμεν ὅτι τό ὁ ἷοιιλπρωτ/ όν ἄδροισικα (1) τείνει 
πρός τὸν ἀριθμόν  υαδώς ρα δέ--.0, ἐάν διά μάδε ε2ο ὑπάραχ ἀρ/δμός 


ο δ(Ε) τοιοῦτος, ὥστε όταν ορκὼ ο --- μὲ ο. Δὲρ «ὃ(ε)νά ἔχωμιεν: 


| σ- . { Β(ξωπρ, 1) Δοκρςϱ (Ερ, Πρ, 19) Δυ," Ε(ξρ, Πεν ὁρ) δΣρ) | τΕ. 
θ35ι 
θά γράφωμεν τότε: 


ο ΙΡ [5 (Έρις, ν) Δαρς ΟΦ (Ερ,Ώρ,]ς) Δὺρ ΝΕ (δρ πε, 1ε) ΑΔ] (2) 
ΊἌρππτ 


ς 2 ͵ - , , « 5 - ' 
0 αριόμος 7 μαδεῖται ἐπιιιακπυβιον οσοι ήρωκια τῆς όιανυσιατ/ τες 


συναρτήσεως Ἐ κατα μὔιος τοῦ τόξου 8 τῆςιιααπύῶς (ν) (Β3 εἴδους). 


Ὁ ἀριδμός 3) συμβοᾶίδεται οὕτω: 
»-| Ρ(Μ)ακχκς(μ)αις κ (μ)άα (39), 
Α8 
ὅπου Μ εἶναι τὸ σημεῖον (α, 2). 

Ἔστω ἡ ΦιανυσματιιΏ ἀμτὶς Ἐξίχα]η κα Κἄ, τότε ααί οκ «ἰοαχα]αυν καΣ. 
Ἐξ ἆλβου; Ε--ί. ΓΡ(κ ασ) | Φ(α 1) Κ.Ρ(απ). 
Ἕνειια τῶν ἀνωτέρω ξωφράσεων ἔπομεν: 

Ρ (αι ε)άχα Ο(κι2) ανν Βίχιι,Σ)αάτ- Ε.άτ , 


Συνεπῶς ὁ συμξοᾶισμός (3) τού ἐπιιαμπυβλίου ὁὰάοιβτρωματος τράφεται: 


7 τα « 


π ’ , ... - . ῃ , Π 
Ἔαπν το τοξον 'Α8Β εἶναι µία αᾶςιστώ μαμπυβπ, τοτε πραφεται: : 


ζἕ 


Προφανῶς τὸ Επιιαμπύᾶιων ὁλοιβήρωμα (3) όύναται νά δεωρπὸδῷ ὡς τό ἄδροι- 


σµα τῶν τριῶν Επιιαμτνυλίων ὁᾷοιληρωμάτων , 


γροράς. [αουάν β(µ)ατ 
8 αὖ ο] 
τῶν ὁιανυσματιιῶν συναρτήσεων (Ρ00),(ο,9,Ο), (0,ο,κ). 
Εάν ἡ παμυᾶᾷηπ (γ) εἶναι ἐρωνοώς ιιαὶ ἔχομεν τήν διανυσματιιἠν συνἀρτη- 


Ἴσιν Εξ βαν) ν{- 8 «1:9), ἔχομεν παᾶιν τὸν ἀνάβοψον ὁρισμὸν τοῦ ἐπιικαμπυ- 


' ῃ ς ῃ 

ο. Δίου οβοιβηπρώματος. 

' { 1) -- 
Ούτω ὃα ξχωώμεν : ς 


75] Ρ(α |) αχ τε 4 α,ή)λαυ 1 τλ. 
ἄαθ 


ὃ5. νΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ τοὺ ΕΠΙΚΑΜΠΥΛΙΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ ΕΒ3’ ΕΙΔΟΥΣ 


θεώρημα ΧΙ -5-Ι. Ἔσιω τό Δεῖο τοξο 18 πὴς μαμπὺης(γ) εκούσηςπαρα- 


μετριμάς Εξισώσεις α»φ(ε) ὐΞ4(49)  15σ(48),αΞίζθ6. 
Ἔστω ἐπὶ πβέον Ες δ(χ,υ,Ἁ) κ]. Α (Χιν,1)4 Κ.Ε (κιν,ε) ἡ Φιανυσματιικὴ συνάρτη- 


ῃ , η μὰ ων 
σι» ᾠὠρωμεντι ἰααιι συνεχής ἐπὶ τοῦ ΑΒ. 


Τότε ὃοά Ἐχωμεν: 


Ὁ 
| Ε.αν- | { Ρ (Φ(1), 44), σ(ϱ))φ 4) «Φ(Φ4)448),σ() 4) κάνω 2),σ()σ/()ἶ αἲ 
1ἳ ᾱ 
Ἀπόδειξις ᾿Ἔστω ΑΞ ΜΕ, Μι, Με,..., Μπι, ΝΑ ΞΒ μία διαμἑρισις τοῦ τόξου Ά8Β 
τὰ σηµεῖα τῆς ὅποίας ἀντιστοιχοῦν εἶςστὰςτιμᾶς αεί, «ἐ,ςέ,ς--κξ, -ἱ.Ξ 6 
τῆς μεταθήτιτῳς ε. Αἱ τιµαιί αὐταί αποτελοῦν Επίσης μίαν Φιαμἑρισιν τοῦ ὁιαστήματος 
[α,81. Ἄς Όεσωμεν πρθφ (1), υρΞ 4 (109), Έρ- σ(ε) ααἱ ἀιολούδως ὥς σχτιματίσωµεν 


. .. 
το αθφροισμια: 


Ἀ 


» Σ (Ερ, Πρ, ον) ΔΧρ 9 (Ερπς,ρ) Δὺρ » Ε (ξετε, 18) Δὲρ ] (0, 


δ5τ 
τὸ ὁποῖον ὁιασπᾶται εἶς τρία ἀθροίσματα, Ἂς δεωρήσωμεν το πρῶτον Εξ αὐτῶν ἅποι: 


ἃ Ῥ(Ερυτιρ, 19) (χε: Χρίι) Ξ Ρ(6 (τη), Ζ (τρ), σ(τρ)/Φ (Θ0) (ρε) (2) 


ρει ωτ 
ὅπου: ΣρΞ Φί(Τρ), Ἡρς 3 (τρ), ΑΒ Ξ- στρ) αι ρε κθρπ ἐρ : 
᾿ λόνῳ τῆς ὑποθεσεως ὅτι τὸ τόξον ἀ8Β εἶναι λεῖον, ἔπεται ὅτι ὑπάρχουν αἱ παρά- 
χωροι ὁ (8), Φ (8), σ΄ (4) εἶναι δέ μαὶ ουνεχεῖς ἐπί τοῦ [α 6] ααὶ ἐπειόη τὸ διάστη- 
μα [α,έ] εἶναι αδειστὸν δὰ εἶναι ααὶ ὁμαβῶς συνεχεῖς ἐπ αὐτοῦ, τοι: όιά τα- 
δε εὔο ὑπάρκει π(ε) τοιοῦτον, ὥστε: |9'(6ᾳ)- Φ’(τε)|«-ε διά κάθε θ,τρε[αθ] 
ποὺ πῆτιροῦν τὴν σκεσιν: | Θρ- Τρ] -τ(ε). 


ᾗ η] ͵ ..., 5 μα ν - πε» ' , 4 
Ἡ συναρτΏσις Ρ (πω, 3) οὖσα συνεαης επι του ΑΒ Όαᾳ εἰναι ται φραυμξνγι επ 


δέος. 


’ ὡ- / ς Π φ, , 5 1 ον 
αὐτοῦ, Ώτοι: ὑπάρκχει Μ 50 τοιοῦτον, ὥστε |Ρίχ 9) Μ διὰ ἀἀθθ (αι ἡ,2)ΕΑΒ. 


κος. 


Γ 


Ἐιιλέγομεν μίαν διαµέρισιν τοῦ [α,θ] τοιαύτηων, ὥστε, πναρς Δὲρ-π{(ε). τό ἀδροι- 
350 5Τγ 


σµα (1) γράφεται : 


ω) π 
Σ Ρ(Ερπε,Ἴε)(Χρ- αρ) Ρ{(Φ(τ,),ὸ (το σίτ)) 8 (τη) δὲρν 
θτι θ. 


ΜΑ 


κ διῬζφ(τρ,{(τ), σ(τρ)) (Φ (θε) - Φ΄(τϱ))ΔΕρ. 


ἃ 
ε.ι 


Εἶναι δε | Σ Σό0, { (10), σζτϱ))(Φ΄(90)-ϕ΄(τρ)) δὲ,]-ε Μ.ε. πα Μ.(6-α)-ε, 
θ1ι 
Συνετῶς! 


[ΣΕ (Εωπει)δκς- Ρ(αμ, ο. Φί(τρΔί,|-- Μ(6-4)ε (3) 


Λαμθἀνοντες τὰ ὅρια τῆς (9) ὅταν τπαχ Δὲρ---Ό, τότε ιαὶ πιαχ Αχρ---»ο, 
Ίερςνη .ρσῃ 
ο; Έχωμεν ἅ 


Γᾶρκη ”αρ-ᾳ 
η ναο νο 


ἐν Ρ(Εωτιρ Ἰϱ) Δαρ στ ξίω να. Φ(το),Φ (10), σίτρ}α (τν) δὲ, | Ξε Μ. (68-α).ε τι 


| (ν (αυ )άα - Γρ, 1(0,σ(ε)) Φ(04ε] Ἑ Μ.(6-α).ε, διά τάδε ε'λο. 


αδ 3 
5 


δις: ] Ραντ) ἂκ -- [ Ρ(4 4), 14), σ(ε)λφ4)αἲ (4) 
4δ ἂν 


Κατ’ ἀναάογίαν Έχομεν : 


ἐ, 
/ Φ(χϕ ο)αυ- | Φ(φΦ (8) 44), σ()) {β)αἲ (5) 
ἀᾷὲ .. ο 

ἓν 
/ Ε(αυ ν)ατσ - | κ(Φ(4), 43), σ(ϱ))σ/(1) αὲ (6) ΄ 
1ὐ ἑ, 


Διά προσθέσεως τῶν (4), (5) ιιαὶ (6) ἔπομεν το ἀποόειιιτεον. 


ΠαραττρΏσεις: 
" » ’ 3 9 ν , " - . ας , - 
13/ Τ ἄνωτερω Ίσχυουν -αι διά των περίπτωσιν αἈειοτῆς παμπυβης ἵραμμΏῶς. 
23/ Λιὰνὰ ὑποβογίσωμεν τὸ ἐπιικαμπύλιον οἈοιδήρωμα έἴναι ἀναγχιιαῖον νὰ γνω- 
βίδωµεν τὰς παραμετριιὰ 5 εξισώσεις τῆς καμπύβης. 
93/ ᾿Εὰν τό τὸξον Αὺ ἀποτεᾷ Ὥται ἀπὸ ἕνα πεπερασµενον πᾶῆθος ἀείων τόξων ΄ 
ΑΧ θὰ 
ΑΑ,, ΑιΑ.,..., ἀ. Ὦ τοτε δὰ ἔκωμεν: 
{ Ε.ατ-. [ ο ἁττν 4 [εατ : 


μα. αἲξ 


π 


σ] ἆλ, 


. Ἰὁ ἐπικαμπύήιον ὁλοκδήρωμα εἰς τὸ ἐπίπεδον. 
Εάν ἀναφερώμεΏα εἶς τὸ επἰπεόον οαν τιαί γὴ Ἰααμτιὐᾶτι (γ) ἔχκῃ τὰς ποραµετρι: 
μὰς Εξισώσεις: 

α-φ(9), 4 -4(9, ας ἐςθ 
ἡ δὲ συνάρτησις Ἐ(χ,ν)Ξἰ Ρ(α)) κ). Ω (αν) εἶναι ὡὠρισμένπ μαί συνεχής ἐπὶ τοῦ 
τόξου ΑΒ τής (Ἠ), τότε Θὰ ἔχωμεν ματ ἀναδογίαν πρὀς το ἐπιικαμπύλιον ὁλοκδή- 
ρώµα τοῦ δ᾽ 

ε 
[ρα αμ» 4θαν-/ {ρω 29)«Φ)ο (Φω/9) ω]α «ω 


αν 


48 ο 


ῃ Π σ/ οί Π » , ῃ 53 « 3 
Εἰ5 τὴν περίπτωσιν Οπου εχοµεν τὴν ἐπἰπεφον ιαμπυὺβῖτν µε Εξίσακσιν υ- η (3), 


αξκςβθ, τότε ἀαμβάνοντες ὧς παραμετριιάς Εξισώσεις τῆς ιιαμπυᾶγις τάς 


α-ακ, ης (κ), αξκ-«β, ὁ τύτος (1) γινεται: 


. 6 
| ρῶακ«Φαωφαν- || Ρα, να) Οία) α))ψ’ α)]αα ι Ο) 
ἆξ 


ιο. 


[ Εξάρτησις τοῦ ἐπιμαμπυλίου ὁδομδηρώματος εατῆς Φορᾶς τοῦ τοξου. 


Τὸ ἐπιααμπύὺᾷιον ὁᾷλοιδήρωμα β5 εἴόους ἐξαρτᾶται ιιαί ἀπὸ την Φοφαν ὅσα- 


- - - ΄ ͵ 5 µ , 
πραφῶῆς τῆς ιαμπύᾷης. Σχετιιῶς ίσχυει ἡ αάτωθδι πρὀτασις: 


Πρότααις ΧΙ-- 5-1. Εάν ἀάλάξωμεν τόν φορὰν “ματά την ὁποίαν ἡ μαμπύὺᾶτι ια: 
[ : ' ΄ ” υ ἄ . ' ͵ ο 
Ὕραφεται,τοτε μαι το Επιααμπυᾶιον ῥάομάτρωωμα ἀβλάσσει προσηµον͵ Ὥτοι: 


[ράα. 9 αφ πάτ»-Ρακ«θάφε κά. 


νν . 


σπα 
8 8α 


Ἀπόόειξις: πράμµατι, ἐὰν Θεωρήσωμεν τὸ σημεῖον Μ («,υ,τ) ἅαί εὔρωμεν τὸ νει- 
τονιιόν σωμµεῖον Μ΄ εὑρισικόμενον τιρός τὴν φορὰν όιαμραφῆς τῆς ααμπνυᾶτις, 


δἀ πρέπει τότε εἰς τὰ κ, Ἡ,ὰ νὰ ζἆώσωμεν ἀντιστοίχῶς τὰς αὐξήσεις ΔΧ, Δυ, ΔΕ. 


Εάν ἠόη ἀ ἠᾷάξωμεν τὴν φορὰν διαγραφῆς τῆς καμπύλης Φιὰ νά εΌρωμιεν τὸ 
χειτονιιιὀν σημεῖον Μ΄ εὑρισμόμενον πρὀς τήν νέαν φορών ΦιαγραφΏς τῆς ιλα- 
μπύᾶης δά πρὲπει τώρα εἰς τά κ, νὰ ὁώσωμεν τὰς αὐξήσεις--Δα--Δν-Δ 
ἀντιστοϊίχως, ὅτε ἀλᾷάσσει τρόσηµον ιιαί τὸ ὁλοικβηρωτιικὸν αἱβροισµα ἁαί 
ὡς ἐνμ τούτου αἱ τό ὅριον αὐτοῦ, ὁπλ. τό ἐπιικαμπύυᾶιον ῥᾷβοκδύρωιια, 06 ἕ- 
χωμεν ἂοιτιον ΄ 

[πακν Φαυν κατ ---- [ ΡαχκθαιμνΚάπ. 
ἀδ όα 

Παρατήρησις: Ἡ ἰδιότης αὐττι εὑρίσιεται εἰς ἀντίδεσιν µε τὴν ἀντὶστοιχον 
ἰδιότωτα Ἡ τῶν Επικαμπυλίων ὁἑοικθηρωμάτων ο" εἰόους ὅπου εἰς αυτά ἂν 
ἀΔλάξωμεν τὴν φορὰν διαγραφΏς τὴς καμπὺλης,τὸ Ετιιαμπύλιον ὁλοκλὴ- 
θωμα Φέν µεταθά λλεται. 


Ν 


ΠΠ Ιδιότητες τοῦ ἐπιμαμπυλίονυ ὁ Δοιιάδπρώματος Α8 εἴδους. ) 
1. Εὰν αἱ ὀιανυσματιωαί συναρτήσεις Ἐ(κ,ῳ,ᾳ) μαὶ ᾧ (κ,υ,3) εἶναι ὁᾷοιι ἅπι- 
ρώσιμοι ἐπί τοῦ τόξου ἄ8 πιαί Ο,,ς, εἶναι πραγµατιιιοί ἀριομοι, τότε υαί η 
ο, Ε(αιυ,Ἁ) 16, ᾧ(α,3) εἶναι ὁᾷοιδωρώσυμος ἐπί τοῦ Αξ ααὶ ἰσκύει: 

| [εξ κα, Φ]ατ -- νο ρα [φας 

ἀδ 


-υ ῆ. 
αξ 18 


ε Ὀ α ι ο κος θα. : 
Π. Ἐὰν Γ εἶναι ἕνα τυχὸν σημεῖον τοῦ τόξου ΑΒ, τότε 


[ες : ο ας : | ας --- μα, μαι Εατ- ο. 
αἩ ας, Τὸ 


ἀαἲ τὸ 


Α - 


Π. Ἐὰν ἢ (ή) εἶναι αδειστη παμπὺύλδη μαὶ ὦ ΓΕ εἶναι συνεχής μὲ μεριαὰς παφα- 

-ψγώγους συνεχεῖς Επί τῆς (Υ), τότε τὸ ἐπιικαμπύδιον ὁλσμβύρωμα ὁ Ε-αξ δὲν 
3 -- .) - ,͵ . , 2) 
Εξαρτᾶται ἐμ τοῦ σημείου εαμινησεως. 


Πράγματι, 


[εα. [εαν [ε.3τ- Φξάπ- [εατ. Εαει [ες 
κ μα 


ἆ δΓ τὰ σε ι ἀδ 


Ιπ. Παραδείγματα ὑπτοβογμισμοῦ ἐπιιαμπυδίων ὁδομδτιρωμάτων β3Σ εἴδου». 


8/ Να ὑποᾶογισὸΏ τό Ετιιαμτυύλιον ὁλοαδύρωμα ] Ε .ατὲ τὴς Ἐ-(9α3 6η) ἱ1- 

(209 3 Χχ3,) }α-(1- χε") ἀπό τό στιμεῖον Α (0,00) .. 

μεχρι τοῦ σωµείου Β{({1) ἁατὰ µθιος τῆς καμπυᾶτς (9) ἐχούστις τὰς παρα- 
µετριμάς Εξισώσεις κ-ξ,͵ υξὶ”, ας ἰὸ 

Λύσις: τὰ σημµεῖα (0,00) ααί (11,1) ἀντιστοικοῦν εἶς τὰςτιμάς {Ξ0 και ἔ-ᾖ τῆς 


παραμέτρου ἓ. δὲ ἐφαρμογῆς τοῦ τύπου τοῦ θεωρήματος ΧΙ-5-4 ἔχομεν: 
“ ᾿ ῥ : 
[πατ-] 1ου ο]. ια [ανν] λε άεν{ |-- δε ὖ ο]. δὲ αΕ 
4 ο 


4 { 
.ε ορ ομε θε ες το ελάι-] (οι ο σε" )αἲ --2. 
2 


/ 


Κατά µΠιιο5δ: α) τῆς εὐθείας ποὺ ἑνώνει τὰ στιμεῖα (0,9) καί (1.1). ϐ) τοῦτόδου 


29/ Νό ὑποᾷογισὸβ τὸ ὁᾷουιβθρωμα σεν 
Α. 


τῆς παραθοᾷΏς ἑνώνοντας τὰ αὐτὰ σημεῖα γ). Κατὰ µῃιωος τῶς τεθλασμὲ- 


γης γραμμµὴς τις διέρχεται ἀπὸ τὰ στιµεῖα. (0,0), (1,0) ταί (1941). 


ΛύσιΣ. Διὰ τὰς τρεῖς περιπτώσεις ϐλ. Σκ.Ί τον τρόπον 
συνὀεσεω» τῶν σημεὶών (00) µαί (11). 


α) Ἡ ξξίσωσις τῆς εὐθείας εἶναι ῳ-τ.. 

. ! 
Ὅδεν, β. Φα σα (ακ ι)αυ-- μα" χάχε(χνι)ἀχ- (ακδνὴ αχ-2, 
' 9 


.. ο 
ϐ) Ἡ ξΕίσωσι» τῆς παφραθοᾷης εἶναι υ τσ." Σκ.! 
ν 4 Π ι 
Ὅθδεν, βονακν(ώ ει) αν ο... (α δν!) 2κάχ- [ζσκ1κἍλ)ακς 2. ὶ 
οσο ο ο 


Α 


-. 
ΑΓ 


πα 


[.] 


η) Εἶναι͵ Αχ αχ» (κδνι)αω- βνακναὺ οἱ [ Αχ αχ (κ)ν1)αυ 
͵ μα. το 


ο 


- 


-ου[(ὴν- }άν-- :[άν- ο, 


. ο 


ες μα... ἳ . . 4 Ἡ 
35/ Νἁ ὑπολογισὸῃ τὸ ἐπιικαμπύλιον ὁᾷοαδυρωμα ἠπες άν , 
ω 
ΑΑ 
[α) ο Ἂν - ν . -- μη ῃ “ { . : 
ὅπου ΑΑ' εἶναι τὸ τόξον τῆς παραθοδᾷής χ΄ς2ν9 τό εὑρισιιομενον ειςτο αἳ τε- 


ταρτηµοριον. 
υΛὺσι»ς: Αἱ παραμετριιαὶ ἐξεισώσεις τῇᾷς παραθοδᾶῆς εἶναι υΞὲ ικα πχ κι/ο8, 


ο- ἐκςοο. Τὸ Φἠοιδήρωμα πράφεται: 


ο αν ο αι ντος μον 
πάς χο οἱ αι χνι (21) 1-2 118 σ9λνἃ -- 
μρας. | ο . 
Αα’ 
πο αἲ - ἃ 
{ 1. ο. ν Ν 

[ανν στ [ας - (ἐτεδωλ2τνστι) 
. ία 
.--] 


ο 3 


Π 
τσ ων ετοξ εφ 


ινα, - ον ο αν οι πας η 
μν.. [ποξεφ οο τοξ εφ τι ως - 5, ”νΞ 
"α ) 


-α 
κά! 
3. 


56. ΕΡΜΗΜΕΙΑ Του ΕΠΙΚΑΜΠΥΛΙΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ ΕΙΣΤΗΗ ΜΗΧΑΒΙΚΝΗΝ 


Ὡς γνωστόν, ἐν τής Μηκανιαῆς, τὸ ἔρρον Μ τὸ παραμόµενον ὑπο μιᾶς δυνάμε- 
«5 Ε σταθερᾶς ἐντάσεως Ε τις µετατοπίσει (9) 
τὸ σημεῖον ἐφαρμορμῶς της ατὰ τό Φιάνυσµα ΑΑ΄ 
παρέχεται ὑπὸ τοῦ τύπου Ν/Ξ Ἐ.ΑΛ΄ΞΙΕ|-|ΑΑ΄ Γσινθ 
ἔνδα Θ ἡ γωνία (σταδερὰ) ἡ σχηματιδομέντι 
ὑπό τῶν όιανυσμάτων Ε ωαὶ αΑ’. 

Ἐστω Ὠότι µία ὀύναιιις Ε(αω,Ἡ)Ξ Ρ(Χ 9,2): -- 
«Φ(0, 8). ςΕίαιυΣ) Κρἄτις µετατοτ/σει τὸ σημεῖ- 
ον ἐφειρμονῆςτης ἐπὶ τῆς ἀαμπύλης (1) ἓα τοῦ 
"σημείου Αίαιια.͵,αι) μέχρι τό σημεῖον Β(6,,6., 69). 


Εστωσονδεκςφ(6), η - {(8),ὰ- σ(ἐ),ἐ,ἔ-ξ, αἲ παρα: 


µετρικαί ἔξισώσεις τὴς ἁαμπύῆτις (1) .Ἐτελοῦ- 


Χ. 


μεν ἐπί τοῦ τόξου ΑΒ τῆς («) μίαν διαμέρισιν ΑΞ Μο, Μι, Με,..., Μαιν Μας 8 «61. Σκ.1)Εἷς 


' ͵ σσ ι [ 5 µ 5 ' 
ἔμαστον τὸ συ Μρ., Μρ Δαμθάνομεν υαὶ ἀπό ἕνα τυχόν σημεῖον Νρ(ἔᾳ,Ώρ,1ρ) καί 


ἔστω Ε{(ξμτριῇρ) ἃ τιµὴ τῆς συναρτήσεως (ἔντασις τῆς δυνάμεως) εἰς τὸ ἓν ἀόρωση- 
μεῖον, θεωροῦμεν τὴν ποδυμωνιμην γραμμὴν μὲ αορυφὰς ἐπί τῆς μµαμπύβης 
ΑΜ, Μι Με... Μ,.,Β μαὶ ὑποδέσωμεν ὁτι, ἡ ὀύναμις Ε αινεῖ τό σημεῖον ἐφαρμογῆς 
της µατὰ µΏωος τῶν πθευρῶν αὐτῆς τῆς πολυγωνωκῆς γραμμῆς μαὶ ἐπὶ πβέον 
(ὑποθετομεν) ὅτι, ἐφ ἑαάσττς χορδής ἔχει σταθερὰν ἔντασιν Υὶ δύναμις ιιαὶ ἴαπν 
µε τὴν τιμην ποὺ ἄαμθάνει συνάφτησις εἰς ἕνα τυχόν σωμεῖον τοῦ τόξου τοῦ ἀντι- 

ο 3 , Ἡ ῃ ͵ 2: ῃ ' - . ---ε------- ννν » ”. ς η 
οτοιχούντος εἰς αὐτών τὴν χορόήν: Ἠτοι, ἐπί τὴς χορόῆς Μρ, Μρ ἔχει ἔντασιν ἡ δὺ- 

.. ͵ νοἡ ῃ . }ν ε « ς Π μα -. μ 
ναµις ἴσην προς Ε(Ε κ). Τοτε το ερµον το παραμροµενον ὑπο τῆς σταθερᾶς όυνα- 
µεως ἐντάσεως Ε(ξρ ην, ]) ματὰ µΠιος τῆς χορόῆς Μ;., Τρ δα εἶναι: 

Ὅνν  τ-τε----α 
δν Ξ Ε . Μρ-. Μρ (0) 
Ἐπειόη αἱ προβοᾷαὶ τοῦ Μρ.ι Μρ εἶναι δαρ, ΔΗρ, Δρ τῆς ὁε ὀυνάμεως Ε αἱ προ- 


θολαὶ εἶναι Ρ, 9,Ἡ ο τύπος (1) γράφεται: 


ο, 
δν ς. Β (Ει Ώρ, η) Α χε . ᾳ (Ερ,αᾳ, ”ρ) δυρν κ (Ερ,Ώρ, 36) ΔΈρ (1) 


[ [ « ο} - δώ , η ᾽ - Ξὰ 
Αιοβούδως εὑρίσιομεν τὸ ἄδροισμα τῶν ἀνωτέρω ἔργων µατα µπιος τῆς πολυ- 


Ὑωνιαῆς τραμμῆς, ὅτε ἀαμθάνομεν . 


κ. » Ρ(Εριην ϱ) Δαρ 3 Α (Εμ π κ) ΔΗρ 8 (ξεποὸο) Δ5ρ } 6). 
βρει 


5 , νὰ, ω ῃ Π « - { .. - 
Ἐάν ὑποθεσώμεν τῆς ανωτερώ όιαμερίσεως το πιαχ Δ6,---0 (46, εἶναι το μῆιος του 
« πλ... ς, ' ἳ σ ͵ Φι : αι 
τοξου Μρ., Μ,) ὅτε καὶ π{[οο τιαὶ Δαρ-»ο, Δήρ--ο, ΔΣρ-- 0 τοτε, ξαν Όπαρχῃ το οριον 
ν Ν , : μα ΄ ο ῃ εν ’ , -- 
του αΘροισµατος (8) τοῦτο ιαᾷεῖται ἔργον πτώςόυναμεως Ε µεταμινουσης τό σπμεῖ- 
ον ἐφαρμογχῆὴς της ἐπί τῆς παμπυᾶτως (Υ) ἔα τοῦ σημείου Α μὲχρι τοῦ σημείου Β. 


γκακλθ,-νο 
”πο σε 
δω τ 


6Ωστε, ΑΓ ςε βίτη ». { Ρ(ἔμτες. 1) ΑΧ Ἡ 9 (Εε,τε,ῦε) Δηρ Ε(ἔωπριδε) Αρ] «4) 


Ἐξ αλᾶου αὐτὸ το ὃριον εἶναι το [ξατ. 
ἆὰ 


Ὅδεν, Μ-| Έ απ (5) 
. 


Ἐφαρμορὴ. ΝΜὰ εὑρεὸρ το ἔρρον τὸ παραβοµενον ὑτό τὴς όυναμεως 
Εξ(δκ-Αυη 12) (4 νοὐ -8) 19 (2 χἩ- 45) κ;,ῆτις μετα αινεῖ τὸ σημεῖον 


4. 


ῃ - » - ' ο ἂν 
ἐφαρμογῆςσ της ἐπὶ τής Ἐδδείψεως πο σα 


Λύσις: Αἱ παραµετριμαι ἐξισώσεις τῷ» Ελλείψεως εἶναι α-ὰ.συνῖ, ἡ-Βημί, 50 


0-5 {-2π. 
Εἶναι ὃς, αξ - ἀκ.ὶ «άυ-)--ο-κ, Ότε Έχομεν; 
ν.ᾧ κα [4κ-αν)ἰ»- (Αχ ναν){-4ν κᾖ (αχ κα ψ.]”- οκ). 
-ϕ (Ακ-αυὐ)οχε(4χ”20) αν. 


Φ , . 
Αντιιιαδιατῶντες τὰς παραμετριωάς Εξισώσεις τῆς Ἐλλείψεως ἀαμθάνομεν: 


| ν/- [12 (ασυν{)-4 (9πμ8)} 4-(-'με) αξ» {4:(4συντ]λκο (5ημε)] '(Α συνὶ) αι 


18 
Ξ96Π.. ο 


- 


- [ᾳ9-.ο πμσυνε) αἲ Ξ (4θ]ἱ-{5ημ"{) 


ο . 


67. ΣΧΕΤΙΚΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ λΦΟΡΩΗΤΑ ΤΑ ΕΠΙΚΑΜΠΥΛΙΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΙΑ Β39 ΕΔΟΥΣ 


θεώρτμα σι -3-{. Ἔστω 48 µία Δεία ἀσμπὺᾷη (3) Ἆτις Έχει Εξισώσεις 
κ- φ(6), Ἡ-4(6) ἆ- σ(ο) 
μαΐ Ἠὴ διανυσματιαὐ συναρτησις 
Ε(αυα)Ξἶ Ρ (2) κ] (αν) κΕ (να) 
ὡριομένη αιαὶ φραγμµένη ἐπί τοῦ τόξου ΑΒ τῆς (3) 
Εάν συνα, σύνβ, ουνῳ, εἶναι τὰ διευθύνοντα συναµίτονα τῶς ἐφαπτομένηως εἷς τὸ 


σημεῖον Μ{1,ν,3) τοῦ τοξου Α8 (ἡ ἐφαπτομέντ προσανατολίδεται ὡς πρὸς τήν 


τμτεύὀυνσιν αὐξήσεως τοῦ τῶξου ὁ) τότε δά ἔχωμεν: 


[ρα.» Οαψν κας - [Ῥοσυνα» ΦΩσιυνβν Βσυνγ] 46. 

ιτ] 4δ 
Ἐπὶ πᾷξον τὸ ὁάοιδθυρωμα τοῦ ἀριστεροῦ μέλους ὑπὰάρκχει ἐὰν, ικαὶ µονον ἐὰν 
τὸ ὁβοαδύρωμα τοῦ δεξιοῦ µεβους (ὁβοιιδήρωμα αὖἲ εἴδους) ὑπάρχῃι 


Ἀποόδειξις: κατ ἀρχὰς αποδειανύοµεν ὅτι ! 
| ον ως ὌΩω 
αἳ α8: 
θεωροῦμεν ἐπὶ τοῦ τόξου ἄθ τῆς υαμπὺλης (Υ) μίαν διαμέριοιν ΑΞΜ.Μ,Μ., -- 


΄ 


Μ.«Θ 
. δ υ -- δ-.. « 1 ε . . 

εαὶ ἐπὶ τοῦ τὀξου Μρ.ι Μρ, ΜΤλκου5 Δ6ρ, Δαμιθαάνομεν ἓν τυχκὸν στιμεῖον Αλ) 
υαί ἐν συνεχεὶᾳ σχηματίἰδοµεν τὸ ἀδροίσμα 


5 5 ΣΡ(Ν,).Δαη (1) 


ρ5/ 
ὀπου Δαρς κ(0ϱ)-κ(θρ.ι). 


Τό (1) εἶναι δἀουθηρωτιιὸὀν ἄθβροισμα ἀντιστοιχοῦν εἰς τό ὁάοιΆπρωμα τράν 
ἵτ] 


Ἀωοᾶσύθως σπηματὶ5δοµεν τὸ ἄθροισμα 


τη 
ια ) Ῥ(Νρ)συνα-Δθ6, (39 
ρξι 
ἀντιστοιχοῦν εἷς τήν αὐτὴν διαμµερισιν ιαί τὸ ὁποῖον ἀντιστοικεῖ εἰς τὸ ὁλοι Άη - 


θωμα ην συναα ὁ 


2 ν ο κ - ν. κ 
-- επεται τι | 
Επειόη, -ᾱδ- συνα, ς ι 
δα] συναάθ (4) 
6,-ι 
Συμφώνως δὲ πρὸ» τό θεώρημα τῇσ Μέσης τιμής ἔι τῆς (4) Δαμθάνομεν: 
Δαρςσυνα” Δέρ (5) 
ὅπου συνα” εἶναι ἡ τιµΏ τοῦ Φιευδύνοντωος αυνΏωμιτόνου μµιᾶς ὠρισμένης ξ- 
- , - 
φατιτοµενΏως5 τοῦτόοξου Μρ.,Μφ. 
Ὅθεν ἀόνῳ τῆς (5), τὸ ὁβομδηρωτιιόν ἄθροισμα (2) γράφεται: 
τη 
ο - Ρ (Μρ). συνα”. Δ6, (6). 
ση 


Λόνω τῆς (8) ααὶ (6) ἔχομεν : 


5 -τ, | Ξ {ρ (Ν0): συνα”.--  (8ρ) συνα] Δ6, | 
στ 


μα 9. [5(Ν2) |» συνα”-- συνα |. Δ6ρ 6) 
θτι κ 


Ἐπειόή ἡ συναρτησις συνα(α-α (χ,η,3)) εἶναι συνεχὴς ἐπί τοῦ τοξου ἀδ δά εἶναι 
υαὶ ὁμαβῶς συνεχής ἐπ'αὐτοῦ, επομένως ὀοθᾶντος ἑνόσ ε»ο ὑπάρπει µὶα ὁιαμέ- 
Ὄρισις τοῦ τόξου ἆἄθΒ τοιαύτπ ὥστε νἁ ἔχωμεν |συνα-- συνα]κε (98). 
ἸΕπὶ πᾶξον [Ῥ(Η89)| 5 Μ (ἡ Ε ὑπετέδη φραγµένη ἐπὶ τοῦ ἄθ). 
Ἡ (4) χράφεται τότε: 


[5.-τ,|εμ.Σ δέ-εμ.έ (9) 
ρ. 


η , , ο ο , , . 
αμθάνοντες τὰ ὅρια τῆς (9) οταν τὸ ηκαχ δέ, --ν 0, ὅτε μαί πιακ Δαρ--»0 εαὶ π{[οο, 
ερςν 19ρφη 


. 


θα Εχωμµεν': », 
θίτνι δῃ-- θίπι κ. ε.Μ.6 ῄ 
Δχρνο ΤΛΟΧΔ ϐ,-νο 
ο πες 


| [ρὰν- [βουναά . ε:Μ.ἐ (19), διὰ αάθε ετο. 
ζδ 


ἛἜὰα τῆς (10) συμπεραίνοµεν ὅτι: 


[ρας- | ουνα«ό (νι) 
αὸ αᾗὸ 
Και’ ἀναδογίαν εὑρίσιομεν: 
ᾖ9ας- ]ασυνβάθ () 
4δ χὸ 
α, | Βσυνγαθ (19) 
| 48 


Διὰ προσθἑέσεως τῶν (41), (12), (19) ἔχομεν τὸ ἀποδειιτέον. 


Παραιηρὴσεὶς 14. Ἔσιω ἵἕ-(συνα, 6υνβ, συνν) τὸ µμοναθιαῖον ἐφαπτομενιιὸν 
όιάνυσµα τῆς κομτὺᾶτς εἰς τὸ οπμεῖον Μ(α,ν,Ἁ) ναὶ ΕΞ(Ρ,ῷ,Β) αἱ συντεταγ- 
µέναι τιροθοᾷαἱ τῆς Φιανυσματιικῆς συναρτήσεως Ε. Τότε τὸ βσυνα «Ωσυνθν πσυνγ 
ἰσοῦται πρὸς τὸ ἔσωτεριιόν Ὑινόμενον Ε. Ὁ τῶν διανυσμάτων Ἐ καί ζξ. Εἶναι δὲ 
Ρπς |Ε, ὅπου |Ε | τό µετρον τὴς προθοἠής τῆς Ε ἐπί τοῦ τι. 

ω Π { ’ 1, 
Ὀδεν, τκατα τὸ Ὀεώρημα ἔχομεν: 


[ρακκ9άην βαξ- [|| 4έ (1) 


4 ας 


25/ Ἐάν αὐ - (αχ, ἄν, 43) ιιαὶ ἐπειδη, ἄχ- αέσυνα  ἄν-ἄάέσυνθ, 4ἲ -46συνγ 


τότε, [ ὃ συνα»- Φσυνθ -Βσυνγ]ας- Έα {. 


ᾳ ν , ι Π 
09εν, τκατὰα τὸ Θεώφημα Έχομεν: 


[ράχνΦάψν βαξ- | Ἐ- αξ (0). 
α Α 
θεώρημα σι-1-2Σ. Ἡ τιµή τοῦ ἐπηιαμπυβίου δάομᾶδηπιρώματος: 
[Ῥαχς Φάνν λάς - 


Α 
- Α .ν ὰ -- ; 2 
εἶναι ἀνεξάρτητος τῆς τπαραμετριμΏ5 παραστασεως τοῦ τόξου Α8. 
Ἀπόσδειξις: Ἔστωσαν αςϕφ(ε), Ό-4(48), ΣΞσ(4), αξ{β αἱ παραμετριιαί ἔξι- 


σώσει» τοῦ τόξου ἆδ. Ἐπειόη δὲ το τόξον ἆθ έἶναι Δεῖο αἳ (4) 44), σ() 


αξ{Ξβ ὑπάρχσυν εἶναι δὲ μαὶ συνεχεῖς. Κάδε ἄ ἆλη τιαραµετριωήὶ τπαράστα- 
σις τοῦ ἆΒ :Φύναται νά θεωρπὸβῤ ὡς προιύπτουσα εω τῆς πρώτης ὁια τῆς ἀντι- 
μµαταστασεως ἕ-α(υ), υΥσυ-όὅ, ὅπου τὶ 4(υ) ἕἶναι συνεχής µε παρἀχωχονσυ- 
νεχην ἐπὶ τοῦ [Υ,δ]. 
Ὅθεν, αὖ «-ς (4(0)), οΞ{ (9(0)), ἜΞ σ(α(υ)), ὅπου γςυ -εδ, εἶναι συνεχεῖς ααὶ µε 
παραχώτχους συνεχεῖς ἐπί τοῦ [,δ]. 
Τὸ ὁᾷοιθνρωμα ο. (αι, α)αχ (1), ὡς γνωστον ἰσοῦται πρός το: 
1ὸ 
6 
ΓΡ (42, (9), σ(ε)ά(θαι 8) 
α 
Δια τῆς όευτερας ἀντιιαταστάσεως εἰς τό (1) ἀαμθάνομεν: 
[ρ ( (40), δ(α ()), σ(φωρλ" 4ω)άυ {3 
4 | 
Τὰ ὁᾷλοιιΔπρώματα (2) ικαί (3) εἶναι ἴσα, ααθ᾽ ὅσον τὸ (3) προιὑπτει ξα τοῦ ο 


διὰ τῆς ἀντιιαταστάσεως ἵΞα(υ) Υπυςδ. --- 


Αναλόγως ἀποδειινύομεν ααἱ ὁιά τὰ ὁλοιΔηρώματα: 
] Φ(κη,σ)λάιμ, {[κ(αφα)άτ. Ἆρα Ἰσχύει τό θεώφηµα. 
αδ 


ἀδ 
” “ ῃ . ῃ η . 7 ͵ .. υ ᾽ 
Ὀ αναρνωστηῆης Φυναταιι να μἁμνρ κιν αφριόδµμΏητκων Επι ἠηπὂευσιν τοι ανωτερυ Θεωρτκάκατος. 


86. ΤτΥποΣ του ἄβΕΒΗ (εἰς τὸ ἐπίπεδον ) 
Ἔστω ἕνα χωρίον Ὦ τοῦ ἐπιπέδου οχή περιαδειόμενον ὑπὸ μιᾶς αδειστῶς µα- 
μπυδης |. ἀποτεβουμένηως ἀπό πεπερασμένα ὰν πᾶδδος ἂεῖα τόξα «Ὑποθέτομεν 
ἐπί πᾷξον ὅτι τὸ χωρίον Τ εἶναι τοιοῦτον, ὥστε πᾶσαι αἱ παρὰ ἁδηᾶοι πρὸς τούς 
ἄξονας οκ ἄντ. οφ να τεµνουν τὴν Ι, εἰς όύοτο, 
πολὺ σημµεῖα (μανονικόν χωρίον). Ὑποθέτομεν ὅ- 
τι αὐτὸ τὸ χωρἰον περιορίδεται αάτωώθεν ύπο 
τής τιαμπυᾶτης η η ζα) τιαὶ ἄνωθεν ὑτιό τῆς 
ιαμπυᾷης η, (κ) ὅπου ν ()Ξ ἡ,)απκ-β 


ευ ’ έ Π 1 , ἓ) . µ 
καὶ ὃτι αὐται αἱ όνο ααμτυβᾷαι αποτεβοῦν την 
προσανατολισμένη αλειστην παμπυλην |. (6λ.Ζχ. ϱ. 


Σχ... 


Ἔστωσαν αἱ συναρτήσεις ΡΟ), Ο (κιν) τὰςόὁ- 


ποίας ὑτοθέτομεν ουναχεῖς ἐπί τοῦ μλειστοῦ καὶ φραγμένου κωρίου Ὦ Έχου- 


9Ρ 9ὁᾳ ἂν 
σας µεριιάς παραχώτχους δυ δς συνεχεῖς - αραγμένας | Επι τοῦ 2. 


θεωροῦμεν τό ὁλουδήρωμα : 
[ου 9Ρ ἀχαυ, 


Ἔχομεν : | - οαχάι - [( .- ὃς α ἡμκ[; [Ρ (αν, α))-Ρ(αι)] αχ 


Ρ α  ὃου ᾱ- 
: 
Β(χιυ α)λάκ-- [ Ῥ(κ 9 ()) κ 


- . Ῥ(α,η)αάκ -- ΕΒ(α,ν) ἀχ 
ἀθι η 


ανα - [5 ουν) ἄχ. 


[αν αλ 
Ξ-- . Β(χφ)άκχ 
Ὥστε ' [ου ο, --- ο ὅ 9) αχ (1) 


Κατ’ ἀνὰ ἆοψον Ἓραπον. ο ο ακό 


[-..- στ αχαν Ξ ϕ Φί(αυ)αν (2) 
9 | 


Δὲ ἀφαιρέσεώως τῶν (1) εαί (1) ἂαμθάνομεν: 
84 68 .. | 
η ο ἒτο Ί άχαυ - Φ Ράχεφαυ (3) 
Ό 
ΕΕ οὗ τὸ θεώρημα : 
Θεώρημα Χ-8-/ Έσιω» ἕνα κανονιμῶν χωρίον μέ αύνορον τὸν μαμπύλτν ἰ. τα αὖ 
συναρτήσεις Ρ(χ,ν) καὶ Θ(3:9) ὅπου αὗται ααθώς μαί αἱ πρῶται µεριιαὶ 


ω 2 -- -- - , - { 
παραχωχοι αυτών ο -- εἶναι συνεχεῖς υαὶ φρανμεναι δπί τοῦ ΤὮ. τοτε 


ἰσχύει: 
94 ϐΡ Ι ἀ 
ρ 

Παρατήρησις:. Ἐὰν τό χωρίον Φεν εἶναι 
πανονιικὀν͵, τότε τό χωρίδοµεν διὰ παταλ- 
ΔὐΔων διαχωριστιιῶν χραμμῶν εἰς ἕνα. 
πεπερασµενον πᾷ ὤδος ι«ανονιικὤῶν χωρί- 
ὧν - δὰν τοῦτο αἶναι ὀυνατόον -- ικα! ἐφαρ- 
µόδομεν εἶς ἕκαστον τούτων τὸ θεώρτι- 


μα τοῦ ἄγθεπ.(6λ.2κ.2). 


Σκ. 2. 


Ἑφαρμομαί: 13/ Ἔστω τό υανονικὸν χωρίον Ὦ περιαᾶειομενον υπό τῆς ἆει- 
ας ιαμπύυᾷηως |.. 


αξ/ Ἔὰν Ὀέσωμεν β (κι) -0 μαί Θίχιη)-κ ὅὃ τύπος τοῦ ἄγθεπ δίδαι: 
ϕ χάν- {[άκάν «6, ἔνθα ο τὸ ἐμθαόον τοῦ Ῥ. 
.. 


Ἀναδόρως - Φ φάκ- ᾗαχάν .5 κ 
.. 
η] 


65/ ᾿Εὰν δέσωµεν, Ο(1,9)-κ μαὶ Ῥ(α,ν)Ξ-η, ὅτε τη αλ Ἑ αᾱ μαί ὁ 


τύπος τοῦ ἄγαφι δίδει: 


9 | καν - ϕ χαάην- αχ π 


4 
5 --σ ᾧ χαάν- ιά (2) 
ᾗ 


Παράδειγµα΄::ΜΝαὐπολογισὸῇ τό ἐμθαόὸν τοῦ χωρίου τοῦ φρασσοµένου ὑπο 
τῆς αστεροειδοῦςσ;«χκ-ασυνἩ, η Ξ απμὸὲ, οΞέ-2π. 


Αύσις: Ἐφαρμόδοντες τόν τύπον (2) ἔχομεν: 


τπ 
σσ φκάν υάκ-ὰ αἲ ᾗημέσυν)ὲ [συν ἐν ημ'ἐ] ας - ἃ αἲ [η λέαι-ὲ πα. 


29) Ηότι 8 ἀποδείξωμεν ἔπί τῃ θάσει τοῦ τύπου τοῦ ἄτροτι τὸ θεώρημα ή-θ-ι 
σεᾶ. 179. 


Ἀπόόδειξις: ϐ ἀποδείξωμεν ὅτι: 
ἐἔμθρ-οθδ- Ἴακαν - ᾗ [δςῥ| άιάν, 
2 
ὅπου χτφ(αυ) τιαί ψςεσ(αν)αυερ" 


Ὡς γνωσιόν ἔχομεν: 


Ξ« ᾖσκαν- φ χάν Ξ- Φφίωυλάσαφφ(ωιυ)[ὅᾳ αι» ὃσ αυ] π 
2 τά ή ι 


5 - ᾧ 3 αιις 0 ἄν (1) 


, δυ 
Ἂς ὂεσωμεν ὃ- 9. σα ;, Φ-ς , Ότε 
9 ὃὂρ . ὃφ ος ὃσ ὂφ ὃσ , ὃσ 
δα -δυ "δα Φ δπου  δυ δα 3 διδυ 
ὃφ οφ 
-ὂψ ὃὂσ 99 Ὁσ., |/δι-υ 
ὂὃωμ οὃυ ὂυν ὃδα |ὅ0σ 
δὲ ου 


Δί εφαρμομῆς τοῦ τύπου τοῦ ἄγθεη ὁ τύπος (1) νο 


Θ Φος αυνφ συ ὃσ αυ. ] ο -ᾱν ]άιαν -- || .. - αιαυ, 


ουν δα οδυ 


98) Νά ἐπαλβηθεύσετε τὸ Θεώρτιμα τοῦ ἄγερη ὅταν Ρ(α,ὴ)Ξ20, Φ(40)Ξ3χ μαὶ 
εἶναι ὁ µοναδιαῖος αὐαᾶδος αχὶνυ  - {. 


παμε Ἡ δα ορ 
Λυσις'. "ἜΕχομεν: δα 'δυ «Ά-29Ξ 1. 


Ὅθεν, | (9ο ὃς) αἀχαν- [αναν - πια π. 
υ) 2 


Αἱ παραµετριωαί ἐξισώσεις τῆς περιφερείας Γ εἶναι : 
κ-συνθ, υ-ημθ, ΟΞθ5 3π. 


| { 2ημθ (-πμθ).ἐ- . ἃσυνθ (συνθ)αθ 


ο 
ς | 
ἵ (-5τιμ'θ43) 4θ- 6π--5-- 1η ΞΠ. 


ο 


Είναι... ό (θάχιγφαά) 
Γ 


" 


4/ Ἐὰν Ὁ εἶναι ὁ µοναδιαῖος αὐμᾶος καὶ Γ Π περιρερεια αὐτοῦ ὁί ἐφαρμογῆς 
τοῦ θεωρΏωµατος του ἄνεοη νά ὑποδογίσετε τὸ ὁλοιᾶτιριωμα. ας η) άαν( α)αυ. 


: 99 95 
Λύσις; Εἶναι, β»α”ν”, ῷ Νεα) μαι ὃς ὃς αν ἡ)). 


υ Σπ ᾽ 3η 
Όεν όϕ αλα» (ἡ να λάν- [5 α)νψ')αχαν - "| «ο βαροαο 
" 
2 ο 


69 «ΣΥΗΘΗΚΑΙ ΜΑ ΕΜΑ ΕΠΙΚΑΜΠΝΛΙΟΗ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ ΔΕΗ ΕΕΑΡΤΑΊΑΙ ΕΚ ΤΟΥ ΔΡΟΜΟΥ ΟΛΟΚΛΗ- 


ΡΩΧΕΩΣ. 


θεωφροῦμεν το Επιιαμπύλιον ὁλομδήρωμα: 
[ Ρ(αυπ)άχκ ο ταν βία 1)αξ (ϐϱ) 
8 
Ποῦτο προφανῶς εἶναι συνἀρτησις τοῦ ὄρομου ἀ8, τῶν οπµείιων Α ιιαὶ Β ιιαδώς 
ιαὶ τῶν συναρτήσεων ῥ,Ω,Β. θὰ εἰόωμεν μπατωτερω ὑπό ποἰας συνθήιιας τὸ ἀνωῳ- 
τερω ὁάᾷοιδθρωμα εἶναι ἀνεξάρτητον τοῦ ὀρόμσυ ΆΒ ααὶ ἐξαρτᾶται ἀποικβειστι- 
μῶς ιιαὶ µόνον ἕω τῶν σηµεὶων Α ιιαὶ Β. Σχετιικῶς ἰσχύουν τὰ ἁάτωδι θεωρή- 


µατα:. 
Κατωτερω δεωροῦντες τὸ ἐπιιαμπυᾶιον οἀομδήρωμα (1) δά ὑποθέτωμεν ὅτι, 


. 


αἱ συναρτήσεις Ῥ(α,η,2) Φ (α,3), κ (αι, ἳ) Έχουν μεριιὰς παραμώρους συνεχεῖς 


λα) - { ͵ ώς ιν, ' - { -- 
ἐπί τοῦ πεδίου Ῥ') ἐνιός τοῦ ὁποίου αεῖται τὸ τόξον ΑΝ8. 


θεώρημα σι-ο-(, Ἡ ἵωανω καί ἀναριιαία συνθηιτι ἵνα τὸ Φἀομᾶύρωμα,: 
| Ράχικοαυ: Κας 


ΑἈἱ 


δὲν ἐξαρτᾶται έα τοῦ ὀρόμου τῆς δἀοιδτρώσ » 
ως ἆΒ ἀλδὰ ἕα ιῶν σημείων Α μαί Β εἶναι νὰ 
εἶναι τοῦτο µηδεν διὰ ιιάδε μδειστὴν παμπ ὑᾶτν 
χραμμὴν (γ) πειµενην ἐντός τοῦ Ὁ, ἦτοι: 


ϕ ράχκκοθαάνκκαάς-ῦο. 
” 


Ἀπόδειξις: (Ἀναμαῖον) Ἐφ ὁσον τὸ ὁᾷοιδήρω- 


µει δὲν ἐξαρτᾶται ἔμ τοῦ ὀρόμου, ἐὰν θεωρή- 


’ ' . η . “ σι 
Οώμεν Φύο τυχούσας παμπύὺβας Σνοὺσας τὰ Α μαι Β,9α Εχωμεν: 


ἵ ραιεθαν-- καν-| ΡράχνΟοαυκ-καξ (1). 
αμΒ σος απδ 
Ἡ αχέσις (1) γράφεται. 
[ραχν ΦαάυνΆατ - - Ραχιςαυκβά--ο τἡἨἡ 


αμ κπδ 


μι 


| Ρακ « Φαν «Ἀάχε [ Ράκ Φ αν «Καλο Π 


αμξ δηα 


[ Ρραχκγοάυ- Κα2-0, ὅηλ. Φεακν Ωαάυνχκαξ-ο. 
αΑΜΡΗΑ --ᾱ 
ἡιιανόν: Έστω διὰ µιὰ τυχοῦσα αδειστὴ ααμπὺάᾶτ Ν τό ὁἀοιλήρωμα εἶναι 
μηδὲν. θἀ ἔχωμεν ἀοιπόν: 
| Ράχο- ΦαυςΚαάξΞΟ ᾗἩτ 
μ.ο... 
απρδμα 
ϱ) Ἕνα πεδίο Ῥς ἎΣ κιαβεῖται ατιλῶς συνεωτικὀ ἄν ὅια κάθε τ«ῶειστν ιιαπὺᾷ δυμαν 


ἔντορ τοῦ Ὁ ὑπάρχει ἐπιφανειο. Έχουσω ὧ» σύνορον ον ἀνίωτθριω εκαμστὺλη τεαί ικεῖτοι τε ὁ- 


Γ Άοκβήρου ἓ εντός τοῦ Ὅ. 


σι 


[βακεθαάψε κα» » {[ραχκθαυκβάς-ο ή 
.ν ολλ 


[ρακ κ Φάνψ» βας- [ρας. Φσαυ να. 


αμὲ α.θ 


θεώρημα Σχι-9-1. Ἡ ἀναγιαία ικαί ικανή συνθήικΏ ἵνα τὸ ἐπιιιαμπὺλιον 
ὁλοιιλήρωμα: 


Ῥακς Φάψα- Χασ 


Ὃ- 


λν 


εἶναι ἀνεξάρτητον τοῦ ὄρομου ἓν 2, ἕἶναι νὰ ὑπάρκτι ίῶ συνἀρτησιςΣ να ἡμ) με 
µεριμάς παραρώρους ἓν 1 τοιαὐτηωνῶστε: αν(κ1)5 Ραλ1)άχς 9 (αιελάυν δ(α)ας, 
όπλ. ἡ Ῥάκκθαάνν άμ νὰ εἶναι ὁδιμόν (τεᾶειον) διαφοριμὸν. . 


Ἀπόδειξις:(Ἀναχμαῖον) Ἔσεω, ὅτι τὸ ]βακ» Φ ανω. Κάπ έϊναι ἀνεξάρτητον τοῦ ὁρὸ- 
αὲ 
µου τῆς ὁλοιθτρώσεως., Τότε ἐὰν θεωώρΏσωμεν τὸ σΏμεῖον ἁ σταθερον,τό ολο- 


᾿ ῃ -- 4 ᾱ-, η - 
αβθῥρωμα ὄνναται νὰ δεωρτιὸτγ ὡς συνάρτησις τῶν συντεταγμενων (5ος, ψ,3) του. 
σημείου ). 


Οὕτω Όξτομεν : 
ναυτ) "| Ρραχντθαάμνιβαάξ 


η 
θά όείξωμεν, ὅτι Ἡ συνάρτησις ν (Χ,ν,2) εἶναι διαφορίσιµος μα! ἐπὶ πᾶέον 
αν- Ραχ- θάμνκαςα, 
Δια 1 δεί [ τ 3 τ 1 όειε α- ῖ εοιικοἱ πα 3 ὃν ὃν ὃν 
ίανα ὀειξώωμεν τοῦτο αριεεῖι να ὀστιξωμεν Οτι αι µερ ρῶρωροι ος, δη 'δΣ 


ὑπάρπουν ααὶ εἶναι ἀντιστοίκω5 Ίσαι πρὸς τὰς συναρτήὠσεις Ρ(α,95) Ο(α,υμ5), Καμ2). 


Ἄς ὑποβοχίσωμεν τό ὁριον : 
Ον .. ίπω (α2ΔΧ ΑΛ) ΥΣ}, 
- δχ 


Εἶναι: 
Υ(ανδχ υἳ)- (αυ η) | Ραχιφαυνκαάξ- ]ραχκν αμ ξαε 


αι, 


Ἡ---- 


Ξ / Ράχ« Οάνβάς "/ Ρ(αυ,2)άᾳ, 


διοτι͵ αφοῦ τὸ ολοιβήρωμα εἶναι ὃξ ὑποθέσεως ἀνεξάρτητον τοῦ δρομοὼ ὅλο- 
υΔπρώσεως, τὸ ΜΜ’ δύναται νὰ ξιλεζΤι παράλληλον πρός τὀνάξονα ΟΧχ μαὶ συνε- 


πῶς ματὰ μΏιιος τοῦ ΜΗ΄ τὰ 4 μαί 5 εἶναι σταδερἀ μαί ὡς ἔµ τούτου ἀπ - 429, 


΄ αθώα 
ἜἜπομεν ἄοιπον: Υ(καδκυτ) - ναν-| δ( η τ)αξ 


Γ 1 


ΞΔχ.Ῥ(χνθδχ,υᾶ)οςθτςἍ. 


ο, καθ οο ώσα ο κιθλ ια). 


Ὅδον, ὃν - θίτη -«(9νδ2. -. Ὑςαι νι) Ξξἶτη Ρ 0.9θΔα.υἝ)Ξ Ρ (10,3). 


Αχ.νΟ 
ια ὃν ον 
Όμοιως, δυο 4 (κ, Ἡ) ὃς - Βία ῳ,τ). / 
σ : ὃν ὃν ὃν - 

Είναι ἄοιπον ντ δν ἀπ δα Αννος αᾳξ -Ῥαάχνοσαάυν Κάπ. 
ἠιανὸν: Ἔστω) ὃτι ἡ ἔάφρασις Ράκ- άν πάς εἶναι ὁλιιιόν λα, Ὠποι τὸ - 
ος, ὃν .ρ ὃν .. 
πάρχει µία συνάρτησις Ψ(αια) τοιαύτῃ, ὥστε -ὃ-ς ο  οέμστη Εη δν” τς ΞΡ Ἐστωδε 


απο) υ- (8), ῶ- σ({),αξ{-θ ή παραμετρι ταν ἔμφρασις τοῦ τόξου Α8 ταὶ 
ἔσιω Αία,α., αι) ἀντιστοικχεῖ εἰς τὸν τιμών ἕτα, το δε Β(6,,6.,6.) ἀντιστοιπεῖ εἰς 
τὴν τιμήν {-θ ικαὶ τὸ τυχόν σωμεῖον Μ(π.ιύ,2) ἀντιστοιχεῖ εἰς τὸν τιμὺν ἕξτε[α,θ]. 


Ἔκχομεν: ]- [ρα νάνων κάν» [ον αχ κος. αν «9ξ. ασ 


δι ακὶ 


ὃκ αἲ δν αὲ δε 


ϱ 


- 
. ὃν αχ ὃν ἄν ὃν αἆξ 
- | ϊ στ ]αι 


α 


η 


π. 
/ τε [νΦ3)4(2,σ()]αε 
α 
ν (Φ(3), {(1),σ()) -ν(Φ(α), ὁ(α),σ(α)) 
ν (Μ)-ν (Α), ὅπλ. τὸ ἐπιιιαμπύβιον ὁλοιδήρωμα ἐξαρτᾶται µό- 


νον ἔα πῶν σημείων Μ καί Α. 
ῦ .. { ’ -- 
Η συναρτησις ν (αι, ) καδβεῖται ἐν προιµειµενῳ όυναμωμον της Φιανυσμιατι- 


αἠς συναρτήΏσεως Έτ (ΡΩ π). 


θεώρημα ΧιΙ-0-3. Ἡ ἀναγιαία ιιαὶ ἱἵκανὴη συνὸῄατ,ῖνα τὸ ὁᾷοι ἂὐρωμα.. 
] Ῥαχκκαμ- Βάς 


μ-- 


εἶναι ἀγεξάρτητον τοῦ ὀρομου τῶς ὁδοιβηρώσεως, εἶναι νὰ Ἐχαχλκεν: 
ὃρ δοᾳ ὃ9ω ος 


κ 9, 95. 
δὃυ ὃὂχ 2οὃτ οὂυν ) οχ ι 


Ἀπόδειξις: (Ἀναχιαῖον) Ἔστω οτι τὸ ὁλοιδύρωμα έἶναι ἀνεξαρτπτον τοῦ ὁρό- 
µσυ τῆς ὁδοιιᾶτιρώσεως. Κατω τὸ προτγούμενον δεώρτµα ὑπάρχει συνάρτγι- 


ι 4 {. δί 
σι» νίκη 3) τοιαυτῃ͵, ὥστε να ἔχωµεν: 


- - ὃν 
.. Ρομά) δα "ος Κ(κιν5). 


ο ντ 


Παραγωγιδοντες τὴν πρὠτπν τῶν ἀνωτερω σχέσεων ὧ5 πρός ὐ ααί τὺν δευ- 
τεραν ὡς πρὸς κ΄ Δαμθάνομεν : ο 


ὃν δΡ , δν δῷ ος ιτ, ὃΡ ὃφ 
ὅπδο "δν οἱ θμδς ὃς εξ αυτών ἔχομεν ὃν 5 δα 


ὸὁςπ 9 ὃὁρ 


ς υοί . ὧθς 
Αναᾶογως ευρίσιοµεν δε δορ ὃν δρ 


Ἱωμανον Πᾶπρουμενων τῶν ἀνωτέρω σχέσεων, ὧς πνωστον/θλ ἄσα. 34,σελ.74), το 
ΡάκιΘαάνμ νΚάΞ εἶναι ὁᾷιμόν Φιαφοριιόν μαἰ κατὰ τὸ προτιγοὺυμενον Θεώρημα τὸ 


οΔουλήρωμα / βαχιφαυαλ ας εἶναι ἀνεξάρτωτον τοῦ δρόμου τῆς ολοικλτηρώσεως. 
κό 


9 Πάπρουμένων πῶν συνθτιῶν τοῦ θεωρήματος ΧΙ -3-3 υπάρχει µία συνὰρ- 


τησις ση, 3) το αύτῃ ;,ὡστενὰ ἔχωμεν.. 
αν («ή 1)- Ρα 2)άχκ («κ υ )άμν Ε (αμ ε)άς 


{ Γ . ΄ .. 3 
Ίο προθλτιμὰ µας Εγικειται εἰς το νὰ ανα- 


Ξπτήσωμµεν αὐτὴν τὴν συνὰρτησιν. πρός ο Μιφυ 
τούτοις ἐργαξδόµεθα. ὡς ἀμκολούθως . θεω - 

ρούμεν ἕνα τὸξον τῆς μαμπυᾶτης [ ἓνώνὸν- 
τες ἕνα στᾶαθερον στμεῖον Αία,.θ,Υ) µε ἕνα 
τυχον σημεῖον Μ (αν ε)(θ1.Σκ.Ί) Ἐν προωει- 

μενῳ ἀντὶ τῆς τυχοὺστις καμπὺυᾶηως δά Θειω- 
ρύσωμεν μίαν τεδᾶασμένων σραμμὴν ἆπο- 
τελουμὲντ Έιι τριῶν εὐδυγράμμων τωπμάτων. Ενός τμήματος ἄ8Β παρα λλὴλου 


πρός τὸν 03 ιαὶ μεταξύ τῶν ιιατηρμένων χ μαί Ἐ, ἑνός τμήματος ΒΓ παραλλήλαο) 


πρός τὸν ου υαὶ μεταξύ τῶν τεταγµενων 6 μαὶ Ἡ εαί τέἆος ἑνός τμήματος ΓΜ 
παραἈΔὴλου πρός τὸν οκ. υαὶ μεταξύ τῶν τετμημὲένων α μαὶ κ. Ὑποθέτομεν 


φυσιιιὰ, ὅτι. ή τεβᾶασμὲένη γραμμη όὲν ξξέρχεται τοῦ πεδίου ὁρισμοῦ τῶν 


ΒΡ α,Μ. Ἀιιολούδως ἦἡ νζα, υ, 3) ὑποβοχίδεται ὡς ἑξῆς: 
παν ῥραχ-- Φαάμ-- κάς 


αλ 
"| ράςν (ον κ τῬραάκ / 
στ τε τμ 


"παρ υαιν [ασιωκι. [ώμος ω 


ας 


Διά τόν χῶρον τῶν Φύο διαστάσεων ἔχομεν: 


» κ 
ναιν)- | «ια λατ» | Ρε )αξ. (2) 
ϐ ᾿ α 


Εφαρμομαιί.15/ Έσπυ δτιαν - (Ύχυ Υ1) απ κ (αν δν") αν, Να ευρεὂῃ το ν (αι). 


ορ 


λνσις. Παρατηροῦμεν ὅτι πΌηροῦται τι συνΌπια 50 ο διστι Ἐ Εχοµεν 2ὰ52«Χ.. 


Εἴναι νέα)» | 9 (αλά: [ (89) αἲ 
(1 α 


Δύ ἀντιματαστάσεως εἷς τόν (1) Δαμθάνομεν: 
ναω- ᾗ αγ)αι «- [ανν ()]αξ () 
8 Ἡ 
Ξ αἲυ- αἲθ κι  θκα ων τα-α  ᾖ-α 
, τ ηλ η ο-π- αθ-β-α-ην απ νκὰς, 
ὅπου ἔτεὸτι ς--αῖθ-θ-α. 

Κατωτέρω δίδοµεν ἕνα παρα δειχµα, ὅπου τό παραγόµενον ἔργον εἶναι 
ἀνεξάρτητον τσῦ ὀρόμου ὁᾷοιιδπρώσεως υμαὶ Εξαρτᾶται µόνον δι τῶν 
ἄιιρων αὐτοῦ, 

28/ Νὰ ὑπολογισὸῇ τὸ ἔρχον τὸ παραγόµενον ὑπό τῆς ὄυναμεως τοῦ Νεύτωνος 
τῆς ἀσιιουμενης ὑπὸ μιᾶς ἀμινήτου µάδης τη, Επί μιᾷ κα µοναδιαίᾳ8 µαΣῃΣ Τηο 


" μεταμινουµενΏς µεταξυ δὺο σημείων Μ,(Χ,ὺ,,7,) μαίΐ Μι(ὰΨ σι.) . 


. . ι μ Ἡ , ᾿ Ὀ 
ΛὺσιΣ: Λλαμθάνομεν τὴν ἄρχην τιῦν συντεταμµένων ὧς αξντρον εάξεως(6λ.Σκ. 4), 
Παριστῶμεν διό ἤ την ὁιανυσματικήν ἀιτῖνα ὂΜ τὸν 
3 υ. ΄ { - « έ 
αγομεντιν εἰς τὸ σπμεῖον Μ ὁπου εὑρίοιεται ἡ µοναδι- 


ος μον έ Σ -- ’ η Π ΄ ο, 
αἴα μᾶδα και ἔστω τ τομοναδιαῖον ὁιάνυσμα αὐτῆς 


τος ὀιευόυνσεως, 


ς “ ς . ῃ ς Ὡ ἤ 
Ὃς γνωστον ἡ ὄύναμις δᾶξεως ὀίΦεται ὑπό τοῦ τύ- Μαι) 


που ο. .Ἐ , ὅπου Κ εἶναι ἡ παμιόσμµιος σταὂε- λὰ, 


ῥρά. Αἱ συντεταγµέναι τῆς δυνάμεως δα εἶναι Ἀοίμονς 


[ χ 
Χ -- πι τας -ᾱ- 
ία αι ! Μ 
Υ 5 τ Κω πε τ «ά Ζκ |. 
στο η π 
ᾷᾱ τ- - Κηπ σσ το 


Τ6 ξργον τῆς Ἐ ιατὰ µθιος τοῦ τόξου ΧΛΜ. δά εἶναι: 
Μ.Μ. Μι Μι 


Εἶναι ὅμως «κ. η" 2 «ΥΣ χαχευανεσάςΣςξ γαγ. 


Ὅδεν, ὁ ἀνωτέρω τύπος Ὑράφεται: 


γαάγ ἄν 4 4 ι 
να τκα | τσ -- κ. στκπ]ά ) -- τη ης 
νπνη αν Ἡ μνἩ 


Ἔμ τῶν ἀνωτέρω παρατηωροῦμεν ὅτι τὸ ἐπιικαμπὺλιον ὀδοιλήύρωμα δὲν ἐξαρτᾶ- 
υ] -- η - « η Π Π . - , ' 
ται ει τοῦ ὀρόμου τῆς οδοιδτπρώσεως αλθὰ µόνον ἔα τῶν σημείων Μ,άαιΜ.. 


Ἡ συνάρτησις Ὑ(αη,ε)- πα, γε(χ εν ἀ.)Ἡ ὡς γνωστὀν εἶναι τὸ Φυναμιιόν τῆς 


Υ 
μάδΏως τη. 
εμᾶνς, Χ- δει Ὑδο, πο - Ὅθεν, ν/- ν(µ.)- Υ(Μ,). 


τοι τό ἔρμον μεταξύ τῶν σημείων Μ, καί Μ. ἰσοῦται τρὸὀς τὴν διαφορὰν ὃυ- 
ναμιμοῦ μεταξύ τῶν σημείων αὐτοῦ. 
Δί εφαρµοχΏ5 τοῦ τυπου τοῦ ἄτρέη Όα αποδειξωμεν τὸ θεώρημα ἆἴ-9-3 εἲι τοι κῷ- 
ϱο/ τῶν δύο διαστάσεων. 
θεώρημα Χί-θ-4. Ἡ ἀναχάαϊα καὶ ἵμανη συνὸνιικπι, ἵνα τὸ ὁᾷσμῶρρωμα.- 
- - ὍὋν ὃΡ 
σνς Ἑλλαι 


ῥ άν» 8άν εἶναι ανεξαρτητον τῶς θᾷσικὃπη σε πρός , 
Α 


"Ἀπόδειξις:(Ἀναγμαῖον) Ἔστω ὅτι τό { Ράχκθαν εἶναι ἀνεξάρτητον τοῦ ὁρό- 


µου τὴς ὁλοιλδπρώσεως,τότε συμφὠνως πρὀς τὸ θεώρημα χι-9-Ί διὰ ιὰ- 
δε αάειστο καμπὺᾶτ |. θὰ ἔχωμεν φ ΡρακιΟσαάυ-Ο. θὰ ὀεἕωώμεν ὁ οτιθα εἶναι 


δ.-- δς . Ἂς ὑποδεσωμεν ὅτι ὃς -ᾱὲ 3 «0 μαὶ εστω ὁί ἓν σωμ.εῖον (Χ.,ἵΑο ) ἔχο- 
μεν θὰ ορ. 0. Ἐπειόπ Π συνάρττσις ---- ο - δα εἶναι συνεχὴς, αὔτηω δἀ έἶναι 


ααὶ θετικ εἰς µίαν τεριοχην τοῦ σημείου (Χο,ο), συνεπ(ῶς δά ὕπαραρ ἀφιὸ- 

{ αν ω ῃ ν Π κ. ς ΄ " ώ / - 
µός ὅὃ Σ0 τοιοῦτος ὥστε διά πὰντα τὰ σημεῖα ἕνός πεθίου Τ ἀρμετα μικροῦ 
μαὶ περιέχοντος τὸ σημεῖον (χο, Ψο) νὰ ἔχωμεν: 


99 ὂρ 
ὂκ δυ 


- ο“ 
ια τῆς ἀνωτερω σχέσεως ἔπεται ὅτι: 


{ θα -θν) καν» [[ὁ κάν -δ- εμθ(ϱ)»ο κ) 


» ὃ ὁδιἀ ιιάδε (κ) ελ’ 


Ὃκ 
2’ »’ 
ἛἜστω ἱ΄ τὸ σύνορον τού Ρ’ συμφώνως πρὸς τὸν τύπον τοῦ ἄνγόθηι ἔκομεν : 
[ ( ο. - δι) ἀχαάν-- σας ο (1) 
5’ 
Αἱ σχέσεις (1) ααί (1) εὑφρίσιονται εἰς ἀντίθεσιν, 
ΟΡ 


ον 98... 
Ὅδεν, θα πφεπει ος ο ςτιρ 


ἕμμανον Ἔσιω ὅτι τα. -ὃ ιαὶ ἔστω µία τυχοῦσα. α«Αδειστυ κµαμπὺᾶπ |” περι- 


6 οι Π / 
αδείουσα ενα πεδἰον Ρ. 


Δί ἐφαρμομῆς τοῦ πυπου τοῦ ἄτθεη ἔχομεν: 


ᾧ Ράκιφαντ[ ο. 5) αχαυ- Ο, 
[ή 


Ρρ’ 
Κατα τὸ θεώρημα πι --9-Ι τὸ ὁλάομδήύρωμα εἶναι ἀνεξάρτητον τοῦ ὀρόμου 


-- 5 : 
τῆς οὐοικἀπρώσεως, 


8ιο. ΕΠΙΚΑΜΠΥΛΙΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΕΙΣ ΕΜΑ ΠΟΑΛΑΠΛΩΣ ΣΥΜΕΚΤΙΚΟΗ ΠΕΔΙΟΝ 
«να πεόίον ) δἀ ιαάῆται ἁποωῶς συνειατιικὀν, ἐὰν μάθε ιαλειστή ἁαμπὺᾶη Γ μει- 


μ : ͵ μ ῃ - ο. ν ' 3 ς 4: 3 {( 
µεντι ἐν Ῥ Περιοφι»π ἕνα 4ραυμένον τµηΏµα τοῦ 1) ιεἰμενον ἐξ οἄοιιάτπρου Εντός 


ας 


τοῦ Ὁ (6λ. 2χ./)ικαὶ(ἔκ.1)Εὰν ὅμως ας δες μµαμπύὺδαι ἐν Ὦ περιορἱσου- 
σαι τμήματα μι κείμενα ἐξ ὁᾷοιλδήρου ἐντός τοῦ 2, πὸτε τό πεδἰον 94 ααᾶῶται 


ποδδαπδοῦς συνεωτ/κόν 6λ. Σχ. Ἀ)νιαϊ(7χ.4). 


ον. 


Σχ. 


Πεδίον Συνεωτιαον 


Σχ.2 
Πεόίον χυνεωτιιὸν 


Σκ. 3 


Πεόίον πολδατιλῶς συνεατινκον Σχ.4 


Πεόίον ποδδαπᾶῶς συνευώτικον 


Εἰς τὰ γραμμοαμµιασθέντα χωρία τῶν 2ὰ.3 μαὶ 4 τὰ αείμενα ἔντός τοῦ αυνό- 
ρου τοῦ Τ τὶ συνάρτησις δὲν εἶναι ὡριομένη (πεδίον ποᾷᾶαπᾶῶς συνειατιικὀν }. 
Αὐτά τὰ χωρία δἀ τὰ ααβοῦμεν ««ὁπάς ». Εἶναι ὀυνατὸν μία όπτΏ νὰ ἔαφυλιξεται 
εἰς ἕνα σημεῖον, 


΄. Ἓνα πεώίον ποΔλαπθῶς συνεωτιµον εἶναι όυνατόὀν μὲ τὴν θοήθειαν τῶν τομὤν να 


µμετατραπῇ εἰς ἕνα ἁπλῶς συνεωτιιὀν πεδίου. Οὔτω π.χ. εἶσ το σχ. 3 ἐὰν Φἐρωμεν 
μίαν ααμπύᾶτν ΑΒ ιιαὶ θεωρῶσωμεν τὸ σύνορον τοῦ πεόίου διαμρραφόμενον 
ή Π ͵ . ' Ὁ ο . η -- ῃ ͵ να 
οπως Φειινύσυν τὰ θέήτι τοτε τοῦτο µετατρεπεται εἰς ἕνα ἁτιάῶς συν εατιιὀν πεφίον. 


Κατά τὴν ἀπόδειξιν τοῦ δεωρήματος ΧΙ -9-4 ἔχομεν ὑποδέσει ὅτι τὀπεδιον 


ὃᾳ ὃρ 
δε δυ 


ὃεται;͵ ὅτι τὸ ὁλομάτρωμα ο) ῥακχκ Φαν κατὰ µῆμος πἁσηως αβειστῃς ααμπύλης 


εἶναι ἁπβῶς συνειατιιιὀν ααὶ οὕτω πΏηρουμέντις τῆς αυνόπκως--- συνεπά- 


ἱ. εἶναι μηόεν. 


θὰ εἰόωμεν τωρα ὁύ ἕνός παραδείγματος ὅτι, εὰν τὸ πεδἰον δὲν εἶναι ἁτιδῶς 


συνεωτιιὸν ἆῆλὰ ποΆλαπἃῶς συνεμτιιὀν  ἡ συνθγνάτη σα --ᾱ-- ὁὲν συνεπάγεται 


ον Ραχι Φάυ-ο. 


Ἔστω π.χ. τὸ τη ο στῆρι αχ - ----- οἱ. Το ῥᾷομβήρωμα τοῦτο δὲν ἔχει Έννοιαν 


ολα 

εἷς τὸ σηιμεῖον (δς 0) αἱ οὕτω δὰ τὸ εξετασωμµεν εἰς τὸ πεδίον Ό-Ώκῇ, ἐφ ὁ- 

σον επ αυτοῦ ἐξαιρέσωμεν μίαν περιοκἠν τοῦ σωµείου (0,ο)(61. Σχ.5).Ητοι τὸ 
Ἴ Π . ῃ αι δέ Ν ας ας 

"σανωτερω οἈοιβθρωμα ἔχει Εννοιαν εἰς ἕνα ποββαπλῶς 


συνειατι όν πεδίἰον. ο. ὅτι: 


τὰ (τι) - δα (ντε (1) 


Ἄς Δάθωμεν πότι ὡς Ι. τήν μονασιαῖαν τιεριφἑρειαν 


αςσυνί, υ- πμί,  οπέκ2πΠ ααὶ ἂς ὑποβδογισωμεν τὸ 
ὁάοκδήρωμα σος 


Τί 


ϱ. - 
ϕτε σεῖρ ἀχκ-ςς πει τς ον Ξ [αέ-οη. 
- 


0 

Ὅθεν, ἄν ικαί τᾶτιροῦται ἡ συνόύιη (1) τό ὁδοιιδήρωμια δὲν εἶναι μπόέν απατά 
µΠαος τῆς ιᾷειστῆς Ὑραμμῆς (περιφερείας). 

ἛἜστω µία ἁΔειστη πμαμτιὺᾶτ |., Ότις περιμαΔείει μίαν οπν Ὦ, (61.2χ.4)ιαἱ ἰ-, 
μία ἀθᾶτι αδειστὸ τιαμπὺᾶπ περιιδείουσα τὴν ἰδίαν οπην προσανατοᾶισμέναι 
ὡς δειινύουν τὰ θὲἃτι, Έβτω ααομη Ότι -ο- ο 
τὰς μουμπὺᾶας Άβιαί ΓΕ διαχραφοµενας ὡς δειινύουν τὰ ϐξλη, ὃα ἔχωμεν: 


«θεωροῦντες τὰς δύο «τομας».όπΊ. 


Γ 


[ρακκα αν - ο Ώ ο... έι) 
ΑΒΗΕΓΔΑ μα νι ἕ 


μαι [ράκνΦ 4η -ο Ἡ - ... (2) 


ΓΕΖΒΑΘΓ Ετὂ βὰ αθῖ 


[ | ο α , ᾿ 3: μ 1 
δια προσθεσεως τῶν (1) μαὶ (2) αι λ1αµθανομµενου υπ ὄψιν ὅτι: 


» -. 
--- ., [στ [ει εχομεν τελιιῶς : 


αὐ δα Ετ ΤΕ 
([ τος)” ο... ἂ ῄρου, φα1. [ρα».. 9άν- ο Ἡ 
ἄπε ΕΙΒ δα ἀδ' ἵση] οι 


ϕ Ράχν 0αν - ϕ Ρακ» Ω ἁν, Ἐξ οὗ το συμµπερασμα: 
ἓι / 
ἂν Σ 

. 


Προτασις «ΣΙ-ΙΟ-1. Ἐαν } εἶναι µια οπη υαὶ πήηρουµενης της θυνθηκη} - ὂ ’ 
ἧτυμπ τοῦ ὁλομληρώματος Φ Ράκε άν εἶναι ἃ αὗτα ὁια ιάθε απᾷη ααί ἁδειστων 
λ1λαμτιὺηων χραμµγν δετικῶς προςανατολιςθμἔντιν περιαβείσυδα των οπην. 

Μ σταδερα τιμη τοῦ οβοιλτιρώματος εἰς δια στων οπΏν Ὦ, ααδεῖται μυικδιατ στα- 
θερα τῆς ὃ,. Οὕτω εἰς τὸ προαναφερὂεν παραδειχµκα Ώ τιμη τῆς πυιλιαής σιαθερα” 
εἶσ τὸ σημεῖον (0,0) ἰσοῦται προς 2Π. 

Παράδειγμα: Να ὑπολοχισὸῃ το δᾷοιᾶπρωμα ϕ λα, ὅπου ς, η περὶµε 
τρος τοῦ τετραχώνουµε µορυφας τὰ σημεῖα Α{ἱ, ο Β (1), Γ (1), ΔΑ (1-1): 


' . χευ -- :. ὃᾳ αἰ-βκίῳ ΟΡ 
Λυσις ᾿ Είναι κετς απ σενοη. μσιποδς οσο δαν σι 


Το πεδἰον δρισμοῦ τῶν συναρτησεων Ρ μαὶ Ὢ δὲν εἶναι ἁπδῶς συνειτιιιόν, ἄλλα πολ 
ἠαπλῶς συνειτιμον, ὀιοτι εἰς τὸ σημεῖον (0,0) αἱ συναρτΏσεις Ρ μαι ϐ δὲν ὁρίζονται 
Συμφώνως πρὸς τῶν Προτασιν ΧΙ-ΙΟ-Ί ὦ τιμΏ τοῦ ολοιληρωματος δᾶ εἶναι ἡ α’ 
τή εἴτε θεωρησωμεν Επι τοῦ προιειµένου τὸ τετρἀγχώνον εἴτε τὸ µοναδιαῖο αυ 


μλο χξσυνί, ὐ- πημῖ, ΟΞἐ--2Π θετιῶς προσανατολισµενον. Οὕτω έεχοµεν 


αὶνάχ - χα χ΄ψάχκ-χὰμ 
ΦέΡΠΣΧ: τ. (αλν 5) 
ς α- πολυ Σ- ἡ 


1Ἡ χα 


. -- ι. 3} Ἐν ης 1 
-] ον πρι πρ συν τουνταοαῖ τ- [ανν Ταχ --π. 


ο ο] 


ϱ στη, διαγραφομένην τατὰ την ἀντίθετον φορέν ποός την ικένησιν των Φειιιτῶν τοῦ 
ὠροβογίου. 


[ ο 
Συμπδηρώματα μαὶ ἄσωωσεις: 


ι νἁ ὑποβοχισὸβ τὸ ἐπιιιαμπύυβιον ὁλοιδήρωμα 


] κας, ὅπου γι εἶναι τὸ υυαβγιόν τοξου «-ασυνξ, ν-ατημῖ, οξέε- 
υ. 
0.  Ὁμοίωςτο ὁἈομβήρωμα [πψας, ὅπου Ἡ, εἶναι τὸ τμῆΏµα της ἐλλείψεως 
, 
χ. 3 Π κ έ ϱ) 1 ; ; ο 3 πι 
ἅτι ἂ---ᾱ,α 6 το εὑρισωομενον Εἰςτην πρωτην γώνιαν τῶν αξονων. 


Δ. Ὁμοίως τὸ ὁβοιπύρωμα | αἲνν-ε) ἆς, ὅπου δι εἶναι ποτοξου τῃς αυμᾶιιὴς 
.. [ιά 
ἔλιιος χ- ασυνἑ, υξατπμῖ,σ-κέ,(Κ»0)ναι οξί-π. 
4. Να ὑποβογισὸγβ το ἔπιικαμπυᾶιον ὁάσμάπρωμα πμαε Όπου Υ εἶναι τὸ τμΏµα τΏς 


ααμπυᾶτις αἲ ευ τν ατοαλ χ νυτ-απ- Ό, τὸ εὑρισμομενον εἰς τὸ πρῶτον ὄχόδοοσν 


τῶν ἀξονων. 


4θ « 
5 νά ὑπιοβοχισὸτ το Επιιαμπυᾷιον ὁᾷομ Ἀθρωμα | πε πχ. ΩΠΟ}Ι) ἅ εἶναι τι σπεῖ- 


ρα ρθς1,ν5Ξθ-2ν2. 


6. Να υποβοχισδῷ το ἐπιιαμπύᾷιον οβοιδπρωμα να λκυ")4θ οπσυ Υ εἶναι τοτμ- 
-- 4 -- : ι Π 2 ι ῃ ς ͵ 3 « 
μα τοῦ ἠημνισιου τοῦ Βαγποι εξι (κ) νυἳ)- (ἳ-υἳ)-0 τὸ εὑρισιομενον εἰς την 


᾽ Μ. -- . 
πρωτην χωνίαν τῶν ἀξόνων. 


Ἰ Ννἁ εὑρεθοῦν αἱ συντεταχµεναι τοῦ απ. τῆς Ελιωος κ-ασυνῖ,υΞ-θημέ,ΞΞΚὲ, 


οξ ἐπ, γνώρίδοντες ὅτι ἡ πυινότης αὐτῆς εἶναι σταδεφα. 


Π ς ας. ς Π . .. μ / ) 
6. Μα εὑρεδοῦν αἱ συντεταχµεναι τοῦ ια. τοῦ παραβολιιοῦ τοξου χ-Ι-Ἔυ-ο,ος 5! 


ἔ- ωέ ος Π : 
Το οποίον Έχει πυωνοτωτα ὃ- να χἳ 


9, Να εὑρεθῃ τὶ ροαΏ ἀδρανείας [, ἕνος εὐδυγραμμου τµηµατος ΑΒ τοῦ ἐπιπέὲ- 
δου οχι υμαὶ µηιους 6 το ὁποῖον σχηµατἰδει με τὸν ἄξονα τῶν κ. Ῥωνὶαν Φ 


« η . ς κα .- ' ͵ 
μαι ἄπο το ὁποῖον τὸ Α ἄπεχει ἀπόστασιν α. 


1), 


μ. 


σε- π.. πλ: ο. Σο ς - µ -» ων ; ο. " -- { 
Εαν ΕΞ -υ )ἱ2χὺ{ να υποβοχισὸῃ το λατ ἅατα µΠιος τῆς ααμπυᾶης 


[; τοῦ ἐπιπέόου οχι διδομενως ὑπό τῃς ἐξισώσεως α]-α., ἀπό τὸ σημεῖον Α(ἱ9) 


μέχρι τοῦ σημείου Β(20). Δώσατε φυσιαΏν ἑρμηνείαν τοῦ ἀνωτέρω δλουληρώωμααδ. 


Νά ὑποβογισὸῇ τὸ ἔργον τό παραχόµενον ὑπό τῆς δυνάμεως Ε- ο νοχσ-υ-] κ 
ᾶ.Κ μεταιινοὺστις τὸ στημεῖον ἐφαρμοχῆς πατα µΠιος. 
α) ἵῆς εὐδείας ἀπό τὸ σημεῖον (00,0) μέχρι τοῦ (3,2,41). 
ϐ) Τῆς ααμπυᾶὰης τοῦ χὠρου 
χι ο, υ-τ, α-αἲ΄-ε ἀπὸ 1-0 ἕωςσέςτ, 
γ) τῆς ταμπύᾶης ἡ ὁποία ἔχει ἐξισώσεις 


χζςσ͵ Αχ2-θ3 ἀπὸ «κ-ο ἕωςα-». 


ἁποβοχίσατετο ὁᾷομδβήρωμα Φυ)αχ-α) αυ, ὅπου ἵῃ εἶναι η περὶµετρος τοῦ 
3 


τετραχώνσυ ἱας [αν] |-- 


,. Ὑποβογίσατε το φχ”νακ-αν᾽άν, ὅπου Γ εἶναι τὸ περἰτραµµα τοῦ τριγώνου 


τοῦ ἔχοντος πορυφάς (0.0) (2,9), (2,2). 


μα ὑποᾶοχισὸῃ το οἁοιᾶτρωμα . μάχακσλάυνκατ, ματα µΠιος τῆς περιφε- 


ρειας τοῦ υαυιιᾶου πχ ζντι αν απτς αἲ ας. πχ σξαὶ 


Μά ὑποβοχισὸῇ τὸ ὁἀοιβήρωμα Φϕ (ανα) απ (ανα) }άυν ν (αχ κ’ )}άΣ, ὅπου. Γ εἷ- 
᾿ η] Ξ 

ναι ἡ τομή τῶν ἐπιφανειῶν «χζνυν  τλααχ ανυς2θχ, α»62ο9, 22ο 

Μά ὑτιοβοχισὸῇ το ἐπιιαμαύᾶιον οἈοιθήρωμα Ἶς καν- ως ὅπου Τ εἶναι τό τὸ- 


ον τῆς ἰσοσιεβοῦς ὑπερθοᾶδῆς πα” το μείµενον εἰς τὸ α” τεταρτηµοριον. 


γποᾶσχίσατε το ] υκάπισχάν«κναν, ὅπου ἆβΒ εἶναι ἕνας τυχὸν ὄρόμος µε Α(Π1ῃ) 


μαὶ Β(6,3,5). 


, η ώ ͵ ει Μ ᾽ Ἡ αν , 
Ὑπόδ., Δείξατε ματὈ ἀρχάς οτι τοῦτο εἶναι ἀνεξάρτητον τοῦ ὄρομου). 


6 Δείδατε ὅτι το ὁᾷοιἈπρωμα | 2χυάκν (κ η’)αν εἶναι ἀνεξάρτητον τοῦ ὀρομου 


' μ ν ο. [ Ά οἱ ε 
9. Ἐάν δε εἶναι Α(1) ια Β(3/5) εὕρατε τὴν τιµτν του. 


9 Δείξατε οτι τὸ ὁβοιιῶτιρωμιο. Γημυαα» «συνυαῖν εἶναι ἀνεξάρτητον τοῦ ὀρόμου ΑΒ Ἐ- 
18 


ἂν δὲ εἶναι Α(00) ααὶ Βίαι 09) εὕρατε τὴν τιμὴν του. 


2ο. Νά ἐπαζπθευὂῃ ο τυπος τοῦ ἄγθρηπ δια τὰς ματώδί συναρτησεις: 
) Ρκοὔσυνη 4 -οἍμῳ/όπου το πεδίον Ρ-{(χιι):Ο κ! ου]. 
{) Ρ54χ-19, ΩΞ2χ44Ν, που τὸ πεδίον 7 εἶναι Ἡ Ελλειψις π-λσυνὸ, 1/-ημθ, 0-θ«:2η. 
ἄθ ὃςζχυ-α” Ο- ευ: οπου } εἶναι τὸ χωρίον τὸ ὁριδόμενον ὑτόὸ τῶν παραθολῶν 


ψσα υ’-χ. 


Ἡ. Δί ἐφαρμογῶς τοῦ θεωρΏµατος τοῦ ἄγθοη νΧὰ ὑιοβρηισῦῃ το ϕ (α-υ1) ἀχκ κ αν, ὃ- 
που Γ εἶναι η περιφέρεια αγ η --{. 


Ώ. Δί Εφαρµογῆς τοῦ θεωρΏµατος τοῦ ἄΤθετι νὰ ὑποᾶοχισὸῇι το ολοιᾶήρωμα 
ϕ (αν) ἀχναψ'άν, ὅπου ἵ εἶναι τό σύνορον τοῦ χωρἱου ὃ-{6η):4Ξαλιυ- ι6] 
ῶώ . 


Αἱ παραµετριικαί Εξισώσεις τῆς ἐπικυιλοειδοῦς 
εἶναι: Χ- (ανθ)συνθ-6συν (958) 6 
υΞ (ακθ)ηµθ- ὂτιμ (3:8)0 ----- | μμ. 
| ἡ 


Δια ααταβᾶθβου ἐπιιιαμπυδίου ολοαβηρώματος 


ζ κά 3 4 - ͵ 4 -- 
να ὑποᾷοχισὸῃΏ το ἔμθαδον τοῦ χωρίου τὸ οποῖον 
περιορίδεται ὑπο τῆς πρωτης ἀφψῖδος τῆς ἐπια υιΔοειδοῦς τιαὶ τοῦ τοξου 


- , αμ - « : ν τ 
τοῦ υυιΆου Επι τοῦ Οποίου γίνεται :. ἀὐδισις. 


- α -- . ' ι ο - ᾗ1 
4. Να ὑποᾷογισὸῇι το ἐμθαδὸον τῶς ἐπιφανείας τοὺ ορίδεται ὑτιοὸ της ὑποιυ- 


υλοειδοῦς ο κ ὰ - αν. 


25. Ἔφ οσον ὁρίσετε τὰ αἁτωδι ὁᾷοιδηρώματα 
{9-α5, | ἔκ τι 
ϱ/ α 1 . ν πα Ι 
ὅπου Φ εἶναι πραχµατιαΏ συνάρτησις μαὶ Γ διανυσµατιατι ααὶ Ἔ, µία προσα- 
νατοἈισμενπ ααμπυᾶτιι νὰ ὑποβογισθοῦν 
[] ας, ἑ ὅπου ᾧ- 2χυΕ᾽ ιιαὶ ἡ ἀαμπυᾶτι στ ὀϊΐδεται ὑπὸ τῶν ἐξισῶώσεων 
ώ χ«-ξ,υ-2ἲ,σ-ε, ἀποί-ο ἕως {-4. 


μ) Ἶ κατ, ὃ οπου Εξαυί- αν κ” κ, ἐπὶ τοῦ αὐτοῦ ὡς ἀνωτερω τὸξσυ τῆς γλ΄ 
υ, 


α/ ος , -- ῃ Π ' 
1 Εἰς ἔμαστον τῶν πατωδι διαφοριιῶν ω εὕρατε μίαν συνάρτησιν Ψ (δυναμιιον) 


[ ο ς 
τοιαυτην ὠστε ὢ- ἄν 


ι) ως (Φα) 1χν)άχ ντ (ανα νο) αν 

ἰθ ως (αὐσυνκὴνΏμκη)άχν (ας συνκητ Ἡ’) ἄν. 
18) ω - (2χν 19) ἀχαικ εαν (80 ἡ11 να) α 

ν) ως (19ο””) ἀχν ο (1 π)) αν 

ν) ω-. χο" ημιάκ κο” ουνυαν 


Γῶ] Έστω Τ ἕνα χωρίον ιείµενον εωτὸς προσανατολισμενου μυιΆου ἵ, µε Εξίσω-. 

σιν απ κος .ρ (ἔνθα, ϱ ὁσο δἐλο- (11ντ) 
μεν µιαρα ἀμτις) τὸ ὁποῖον φρᾶάσσε- 
ται ὑπὸ τῆς παραθοᾶης ψ'ΞΣ(α12) τῆς 


1 [ ͵ - ς Γ [ 
ευθειας ας αι τῶν οποίων το προσα- 


νατολισμένον σύνορον ἔστω ὃν (61Σ.) 


ΔΙ ἐφαρμοχὴς τοῦ θεωρτιματος τοῦ 


ι ᾿ να : Ὑ 
ἄγθαπ ὑποβογίσατε το ὀφομήπρωμα: | ν 
͵ -Ὁ χ ἤ 
. - ἄανσ 39) - 
ο 


ς ς ͵ ; : οι ς ν ο 
Αι ἀνώτερω συναρτησεις ὁεν εἶναι ὠρισμεναι ειΣ ττν αρχην. Παρατηρου- 


μεν ὅτι ---------ο 


Δ' ἐφαρμοχῆς τοῦ θεωρήματος τοῦ ἄγεοεη ἔχομεν: 


. 


Φ (ποτε στη άν) - ο π 
αν, 


τς ψ ας. ος, οι εν απ 
ϕ ( πτνης κ ν στης «ν)- { ασννς ο Ὄπενυ, άν 
ν 
Διὰ τόν ὑποᾷοχισμον τοῦ δευτέρου ἐπιααμπυθίου ὁλοιδηρώματος θὲαα- 


τε «ζξρσυνθ, /.Ξ-ρφρᾳπμθ, 0ΟΞθ52Π 1). 


[ οὖ ο ι Π 3 ες ὃν 
28, Πα ὑπολογισδοῦν τα οἈοιάηρώματα 1/ ϕ το 28 το. οπου [ 
Γ 


εἶναι ώ Ελλειψις κγθηττ{. ο ος των Πρότασιν ΧΙ-ΙΟ-! ). 


-9: Υποθετομεν,ὅτι ἡ ἁ (αυ) ἱμανοποιεῖ τὴν διαφοριαΏν Εξίσωσιν τοῦ ναρθαςθ 
4. “ αν κο - : ' 1 ’ ’ να Σπ 
ο. όμ-Ό ἐπὶ τοῦ πεδίου Ὁ. Δειξατε ὅτι: ϕ (6, απι- ό ἀν)- 0, οπου Γ εἰ- 

αν 


ναι τὸ σύνορον μάθε πεδίου }’ ἐσωτεριιοῦτοῦ Ὁ, 


Φ Ἀφοῦ δείδετε στι τὸ ἐπιιαμπύδιο ὁλοιδβήρωμα: 
] [σα συνχ-ο "ημχεμσυνχυνπημα)ά«ν(υχε” συνκ.-χσυνχν)αιν (κυρ συνχνχημκὴαε] 


αδ 
εἶναι ἀνεξάρτητο τοῦ ὄρομου, νὰ ὑποβογίσετε τοῦτο µε ΆΒ τυχόντα δρὀμον δια 


Α (90,0) μαι Β(-!ί-2-3). 


3. Ἕνα ὑβιιμον στημεῖον “αινεῖται ατα µΠιος τοῦ εὐθυχράμμου τμήματος, τὸ ὁποῖον 
(συνδέει τά σημεῖα Α(αιιθι,ζι) μαὶ Βία.ιθ., Χι), ὑτοιμείμενον εἰς τὴν δὺ - 
ναμιν Επ σατοορ ἱ-απώπος ) σετ ερ Κ. Εὐρατετὸ παραγό- 
µμενον ἔργον μαὶ δείξατε ὅτι τοῦτο εἶναι τὸδιο δι οἱονόπποτε ὄρομον, ὁ οποῖος 
συνδέει τὰ Α ιαὶ Β ιαὶ δὲν διέρχεται ἀπό την ἄρχην τῶν ἀξονων. 


σον οπου ον ο. εναν 
μορυφὰς τα σημεία 0.9, α- -, σε). 28/ Ἡ Γ εἶναι τυχοῦσα ἀᾶειστωη υαμπύβτι 


περιαΆειουσα τὸ σημεῖον (0,0). 


(:)Νὰ ὑπο]ομισοὴ τὸ οΆοιβηρωμα ϕ Αχ. κάν ὅπου 15’ 'Η Γ εἶναιτο τετραγιωνον με 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΝ σκπ 


ΕΠΙΦΑΜΕΙΑΚΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 


6. ΟΡΙΣΜΟΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΚΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ ΣΧΕΤΙΚΩΣ ΠΡΟΣ ΤΟ ΕΜΒΑΔΟΗ (Α8 ΕΙΔΟΥΣ) 


θεωροῦμεν τὴν ἐπιφάνειαν 5 τοῦ -«ὗρου Κ᾿ ἔχουσα τὰς παραμετριιὰς ἐξισω- 
σεις χεα(ν ο), υΞς (αυ), αΞσί(ωυ) (1), ὅπου (η,υ)εὈ. ὠτιοθέτομεν, ὅτι αἱ συν- 
αρτήσεις Φ,,σ εἶναι συνεχεῖς μὲ µεριιὰς παραγώφου» πρώτης τάξεως, ὡς 
πρός ια ιιαὶ υ, συνεχεῖς, εἰς τὸ αδειστὸν λιαὶ φραγμενον χωρίον 1) τοῦ Επιπεόου 
ου (Δεία ἐπιφάνεια). Ἐπί τᾷ ἐον ὑποθξέτομεν ὅτι αἱ ὀρίδουσαι: 


Ῥ(α,η) Ρ(9 1) Ῥ(4.χ) 
Ῥ(ωυ)'  υΌ(αυ) Ῥ(υ) 


όὲν μηδενίδονται συγχρόνως ἐπί τοῦ Ρ. 
Ἔστω δε ὅτι ἡ ἀνωτέρω ἐπιφάνεια Φράσσεται ὑπό τοῦ ἀείουτοξου |... 
Ἂς θεωρύσωμεν ἔπί πᾶὲον τὺν πραγµατιαὴν συνάρτησιν ᾧ(Ἠ)-φία,υ,α) 
ὡρισμεντιν ααὶ συνεχή ἐπὶ τῶς ἐπιφανείας 5, 
Ἔστω «ϐ µία τυχκοῦσα διαµέρισις τῆς ἐπιφανείας, τις τήν χωρὶθει εἰς τα 
͵ , .- ῇ : . 
τμήματα ,,δ.....,ὂη ἔχοντα ἀντιστοϊχῶς εµθαδα Δ5,, Δ5.,..., ΔΌη. Ἐφ ἑαά- 
στου τῶν ἀνωτέρω ἐπιφανειαιιῶν τμημάτων Ὁρ, ϱΞΊ,2,...,τι Δαμθαάνομεν ααί 
ἀπό ἕνα πυκόν σημµεῖον Νρ (Χρ, 9ρΡ,Ἔρ) ααὶ ἀμοάούθδως σχτµατί5δοµεν το ἄθροι- 
σµα: 
η Μκ.Ἓ 
ι... Φ{Νϱ) Δορ- 2 ὁ {σερ99,29) Δρ 6) 
ρᾳτ οτι 
͵ ο. Π ΄ 2, 1 οῶ ” ῃ 
τὸ (2) ιαβεῖται ὁῶοιιζβηρωτικον αὀροισικα αντιστοικοῦν ει» των πρανµατι- 
αἁὐν συναρτησιν ῷΦ(Μ) ιιαὶ των διαμέρισι δρ. 
Ἔστω (5) ἡ διάμετρος τοῦ τμήματος 5ρ (όπλ.ἡ διάμετρος τῆς ξθαχίστης 


σφαίρας, ἥτις Ἐχιδείει τό τμῆμα ο]. 


- « , , , α 
Ορισµός σᾳ--{--{. Εάν τό ὁδοιζπρωτ/ικόν ἄθροισομκα Τ, τείνχι πρός ένα 


[ ΄ ’ ., , , ΄ 
πεπερασμιένον ὅριον ικαθδώς τό γηαχ ὃ(50) --ὂ έοτετιαζ η [ οο), τοῦτο το 
τῤρςν 


ὅθιον τιαθεῖται ἐπιφανειαιιόν ὁ Ἰοιεδνήριωμκκα αν εἰόους τς συναρτήσεως 


Φ(Μ) ἐπί τς ἐπιφανείας Ὁ υαί συμθοῶβίσεται οὕτω: [φουα: Ὦ ἤ φίχυ1)ά5. 
Ὁ 


. . . ' : 5 
Σχετιιιὦς ἰσχύει τὸ αἁτωδι θεώφημµα. 


4 


θεώρημα ΣΧΙ- {-4, Εσιω Ὁμία λεία ἐπιφάνεια ὁριδομένη ὑπό τῶν ἐξισωώσεων 


(1) ααί Φ(χιυ,τ) µία Φραγµένη συνάρτησις ὠρισμεντι ἐπί τῶς 5. Ἰότε ἔχομεν: 


[9 αιυσ)ας- ( Φ(Φ(ωυ), 6ου), σ(μι0)) }/Ε:ᾱ-Εὶ ἁμάυ ὅπου Ε,Ειῶ 
| 3 υ 

ποσότητες ὠρισθεῖσαι εἰδτην σελ. 296 ἴποι: ΕΞΧι «Νε Ἐν 6-χννς εἲν ααὶ ΕΞΧΟ χι ορ Ἠρ Συ. 
Τὸ Επιςφανειαιόν ὁδουδύρωμα ὑπάρχει, ξάν ααὶ µόνον Ἐὰν,τὸ διπλοῦν ὁλο-- 


υμλλρωμα τοῦ δευτέρου µελους ὑπάρχπΠι. 


Άποδειξις: χωρίδομεν τήν Επιφἀάνειαν Ὁ δια μµιᾶς ὁιαμερίσεως ὦ εἷς π το 
τᾶθθος τμήματα Ὁρ,ϱ54/2,...,π μὲ ἀντίστοιχα ἐμθαδἀ Δδρ. Εἰς τὴν διαμὲ- 
ρισιν ὢ τῆς ὅ ἀντιστοιχεῖ ἡ Φόιαμερισι5 Δ τοῦ χωριου } µεταθοᾶήςστῶν «ᾱ.υὐ 

[ 1 ο υ :.  ὰ Π ο . - 5 Π 
αι ἃς παραστἠσωμµεν δια Δορ τὰ αντίστοιχα Σµθαόα τῶν Ὀποχωρίων Ὀρ. 


θεωροῦῶμεν τὸ ὁάοιιδτρωτιικόν ἄθροισμα : 


ως φ (χρ,ὴς, 20) Δ5, (1) 
τι 


Ὑπάρχει στιμεῖον (νὰρ ύρ) ε ΤΡ, τοιοῦτον, ὥστε νὰ ἔχώμεν: πρ” ϕ (νρ, Ὁς), 
5 ὁ (ρ, ὐρ), Ἔρ-σ (αρ, ὖ). Ἔξ ἀἆλου τὸ ἔμθαδον Δ5ρ, ὧς γνωστόν(ϐλσε).238), 
θὰ παρξχεται ὑπό τοῦ τύπου: 

5, [ΥΕ α- Ε)άμαν 0) 
ὃρ 
ὅτου Ε,Ε,4 τιοσότητες ὠρισθεῖσαι εἲς τὸν σε]λ.296. 
ΔΙ ἐφαρμονῆς τοῦ θεώρήηµατος τῷσ µέσης τυκῶς, ἕω τὴς (2) Δαιιθάνομεν: 


Δ5ρΞ1/Ε.α- ΕΙ :Δσρ (3), 


(ας ὐς) 


όπου το (ας, ὖς)Ε Ὀρ. 


τό ὁλδοιθηρωτιιόν ἄθροισμα (1), Δόγω τῆς (39), γράφεται: 


κ - ϕ (Φ (τρ, υρ), Εμ ύβ,ς (αρ, όν) /Εα-ςῖ 


Ρρτι 


Δρ (3) 


(αυ) 


᾽Αιολουθως Θεωροῦμεν το ἄδροισμα: 
ο 
.. .. ᾧ (Φ(ωαῦε)! (αμῦρ),σ (αρ υρ). γ ε-ᾱ-ε' 
ϱΞ 


ὅπου (αρ, ύρ) ερ. 


"Δσν (5) 


(υρ,υρ) 


Π ες -« ς 4 . Σο - 5 1 - 
Το (5) εἶναι ἕνα οοιιάηπρωτιμόν ἄθροισμα. τιοὺ ἀντιστοιχεῖ εἰς τὸ διπλούῦν 


οἀοιθπρωμα: 


ᾗ ᾧ (Φαν), (ν,υ), σ(αιυ))- γ/Ε-α- Ε αι ἄν (6) 
κ 3 ο 
Ἐμ τοῦ ὁρισμοῦ τῶν Ε.Ε α ιαὶ τῶν ὑποδὲσεὼν μας, Ὢ 1/Ε-ᾱ-εὶ εἶναι µία 


«ᾱ-- 


συνεχἠς συνάρτησις τῶν ωμ,υ ἐπί τοῦ αδειστοῦ ικαὶ Φραρμένου συνόλου , 
ς Ἶ , ͵ τ ͵ - ͵ , -- ' ι 
ὧς5 έα τούτου δὰ εἶναι ααὶ ὁμαδῶς συνεχής ἔτ αὐτοῦ. Ἠτοι όια μὰδε εΣΟ 


6 ν ; ῃ ως κε να: 
ὑπαάρχει ἀριθμός ὅι (Ε)720 τοιοῦτος ὥστε να ἔκωμεν: 
| /ε.α-ε 


ὅταν ἱπερ- αρ” Γε« ὅ,(ε), νρ-υ” | ὁι (ε). 


κε (α) 


Ε-α-Γ 
(νο, νρ) (αμ υϱ) 


Ἐξ ὑποδέσεως ᾖα ᾧ (κι, Ἡ) εἶναι φραγμέντι ἐπίτῆς 5, συνεπώς 


| «κι, ὖ,, 1ο |Ξ- κ (κ2ο). 


ἛἜω τῆς σχκέσεως (7) συνεπἀγεται ὦ ἀνισότης- 


κ. .. ο Ξρ) [νε ση ον νΕ-α- εξ 


α 
αι κ 


δρ υρ) 


«κ κ.ε. » Δα, Ξκ.εσ (8) (ἔένδα σ τὸ ἔμθαδον τοῦ 17). 
οξι 


"ότι εὰν τὸ ὁβομδήρωμα (6) ὑπάραμ, τότε διἁ αάθε Ε» ο ὑπάφρχει ἀριδμός 


ὔὙν 
. δι(ε)2Ο τοιοῦτος ὥστε, ἐὰν θεώρησωμεν μίαν ὁιαμέρισιν Δ τοῦ χωρὶου ΤΡ 


µε τῃαχ ὃ (0;) -«ὅι(ε) νὰ ἔχώωμεν: 
{πρἝνι 


| ἳ ᾧ (φ(ωυ), {(1.9),σ (ων) νΕ-ᾱ-ε'ἁμάυ- θε κε (9) 
. ' 
Ἔστω ὃν Ξτηίπ (ὅ,, δι) ααὶ θεωροῦμεν τὴν διαμέρισιν τῆς ἔπιφανείας 5 µε 
τηαχ ὅ (50) -«ό,. Προφανῶς ἡ διάμετρος ἑαάστου στοιχείου Ὦ, τῆς Δ εἶναι µι- 


Ίπρση 
προτέρα τοῦ ὅ». 


ὌἜχομεν ἀοιπὸν : 


| ῄ Φ(φίαιυ), 4 (19),σ(μ,υ)) ν/Ε-ᾱ-Ε"αιαυ-- Τη | 


)] 
--] ᾗ ᾧ (9,/,σ)ΥΕ-Δ-Ε" ἀιάυ- 5, ν (5ι- τα) | 
) 


5 | ἥ ᾧ(ς,{σ)./ε-α-ξ" ἁμάυ -5-, [[5.- Τη | 
δ 


κεφικεσ-ε(!-κ.σ) (19), διὰ πάθε ε2οΟ. 


Ίπρτν 


Όδευ, πι Τ.- ῄ ᾧ (Φ(ωυ),{ (9) σ()γ/Εᾱ-Εάιάυ (1) 
μ)] 


͵ , Γ ον ; µ μα 
Κατα τον ὁρισμον του ἐπιφανειαιαοῦ ὁᾷοιᾶπρωματος εἶναι: 


ας δλᾗ -- [φ (χιυ, 7)αάς5 (19) 
1πῬρππ.. 


5 
Ἓα τῶν ({)ααἰ() Δαμθάνομεν: 


| Φϕ (ανα) άς- [ὁ (Φ(μυ), ξ(4υ),σ(αυ))/εα-ς" ἁμάυ. 


5 ' υ] 


62. ΔιΑΦοροι ΜΟΡΦΑΙ του ΕΠΙΦΑΗΕΙΑΚΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ 
1. Εάν ἡ διανυσματική ἐξίσωσις τῆς Ἐπιφανείας εἶναι: 
π(ωυ) « φ(ων) ἵν Γ(αυ) ή σ(αυ) κ 
τότε, πι,(ιν)Ξ φ (οί (αυ) γσι(κν) κ 


(19) 5 φ (ωυ)ζν Ἅ (αν)] σι (ωυ) κ. 


ἓ κ 
Εἶναι δὲ: Τωχτιος π(αυ)Ξ- Φι ὅω σι | τἜ(όωσυ-ὖν σι) ὃ 
Φυ ῥν ν 


.. (6ὄωΦυ Φα συ) )κ« (ο Φ͵) κ 
ὋὍδεν: Γτιχ το [- Γ(υ) [τ. (4 συ -{υ σι)΄ ἐίσι Φαν) (Φιν φ,) ών 


Εφαρμόδοντες τὴν ταυτότητα τοῦ ἑΙαῴγαπας ἔχομεν : 
πῶς (άν ή, σι) (410, συ) (9,9, δω ὃν σωσν) Ε:δ-Ε' 


Π . τ 
διότι, Ε-φι εί τας, ἄξφι λόν το, ΓΣ Φιβυ δω ὃν σα συ. 


Ἄρα: [τί (ων) | Ξ λ/Ε.-α-ε- . 


Τό Θεώρτμα ΧΙΠ- {-{ ἐαφράδεται ικαὶ ὑπό τοῦ τύπου: 


(1) 


ᾖ Φ(χἡτ)άς- ᾖ ᾧ(φίαν) {(μυ),σ(αιυ)) Ίτιχτ. ]άμάυ 
5 1 

Π. Εάν ἡ ἐπιφόνεια 5 ἔχω τήν ξξίσαωσιν Ξ-{(α,ὴ), ὅπου (αι) εΤ, τότε Φυνάμεδα 
νὰ θεωρήσωμεν ταύτων ἔχουσα τὰς παφαμετριιάςΣ Εξισώσεις 


χι, ύξυ, Σ- (αν). 


α 


ΕΞ αλ νυς κα, ον ς κ δν 


Εἶναι όε: 
ᾱ-Ξ κ Ἡ ο τα αν 
ΓΞ πι χι Κ.δ. νο 2 Ἄνπ ὅι ἐν ᾿ 
͵ 1. 
Ὅτε: ν/Ε.α-εἳ - Υ/ ος ἠμός . 


Συνεπώς: 
ι ϕ (απ) ἆδ- ῄ φ(ωυ (μυ) 19 τν { ασάυ. 


5 υ 
ΧΗ Φεωροῦντες εἰς τὸ δεύτερον ὁᾷοιδνρωμα εἰς τὴν Όὲσιν "ιῦν ευ τὰ «ιν Ἐχομεν: 


{ ᾧ αμ2)άσ- ῄ φαν, ασ) γη ς νόν αχαυ. () 
5 .] 


Π. Εάν ᾧ(χιη,2)Ξ1, Έα τοῦ τύπου «τοῦ θεωρήματος ΧΠ-(-ί, ἄαμθανομεν: 
[μας ας {[ν/ε-α-κ-αμαυ (3) 
5 υ] 
Τό πρῶτον µμὲᾶος τοῦ τύπου (3) μᾶς δίδει, ὧς χγνωστὸν, τὸ ἐμθαδὸν τῆς ἔπιφα- 


νείας 5, ἡ ὁποία ἔχει Εξισώσεις τάς:κ-φ (0), η -δ(ων),1-σ(ω,0), ὅπου (α.ύ) εὉ. 


0θεν: ᾗ εα- Ε- ἁμαάυ (3) 
ρ] 


"Εάν ἡ Επιφάνεια ἔχῃ Ἐξίσωσιν ἃ- {(χ.ν) μαὶ ᾧ (χ.η,Σ)- Ί, τότε ἔια τοῦ τύπου (1) 


Δαμθάνομεν: 


| νο νήνἀχά (5) 


δ -- 


( , » 3 1. - Ἅ µ 9 
0 τυπος (5) εχει εξ ἄββου εὑρεὂη εἰς την σελ. 192, 


᾿Εὰν Ἡ Εξίσωσις τῆς επιφανείας όΐδεται ὑπό τὴν πεπᾶεγμενων µορφήν Εαμε)ΞΟ 
ἀντὶ τῆς ᾱ- {(αιη) διὰ τον ὑποβογισμον τοῦ ἐμθαδοῦ της ἀικολουδεῖται τὶ τιά- 
πωθι πορεία: 
χ ο ως ς . ες [ - , . 
Έστω οτι πᾶπροῦνται ὅια την Ἐσα,ψ 3) ἀι Όποθεσεις του Όεωρηικατος τών 
! : [ ' έ 9 έ 2 - 
πεπΌερμενων συναρτησεων μαὶ ἔστω [} Ο μαι ἔστω 253(19) Ἡ ἔπιλύουσα αὐτῆις. 


ς ͵ 
Ὡς γνωστον ὃα Εχώμεν’ 


Ὁ τύπος (56) Ὑράφεται: 


Ἐμθ.5 - ἥ .-θ- ποσα αχαν πι 


4 Π ”: 1 1 . 
Ἔαν Ε,ςΟ τὸτε Ἔμας--[ί ας Εν τν. ἀκαν 
ιο 
5 


“ ον 2 , , ' , , , 
Λαμθάνοντες υπ’ ὄψιν τὸν τύπον (4) μαὶ ὅτι νΈς- Εἲ- [ει χ τι] τό ἐμθαδὸν 


- } 4 1 ο 
τῆς επιφανείας ο ἐμφράδεται ἀαὶ οὐὑτω: 


Ἐμα Ὁ- { τι κ τν] αιαάυ (5) 


Ισ. Εάν ὦ ᾧ (αιν,3) εἶναι συνεχτὶς Επὶ της ἐπιφανείας Ὁ ἰααί τὴ ἔπιφάνεια 5 εἶναι 
Δεία,τότε αἲ χςφ(νν), υ- (ων), α- σ(ι(υ) εἶναι συνεχεῖς ικαί με µεριιὰ» πα- 
ραχὠχους ὡς πρὸς ελα ὐ απ τάξεως συνεπεῖς ὅτι (μυ) εΏ Ἐξ αὐτοῦ ἔπεται 
ὁτι,τ ᾧ (Φ(ιν), } (αυ), σ(α,υ)) νΈ-ᾱ- εἳ εἶναι συνεχής ἐπὶ τοῦ Ὁ, ἅβα τιαί 98ο - 
μΏπρώσιμος ἐπ αὐτοῦ. 


Ὅδεν ὑπάρχει τὸ ἐπιφανειαιιόν οἠομιβήρωμα ἥ ᾧ (αμ) ας. 
Ξ 


Π [4 Π - ᾿ . , - - 
σ. Ἐάν π ὁλοιδήρωσις τῆς ουναρτήσεως ᾧ (χ,94) Χίνεται Επί τὴς ιᾶεστηῆς ἔπι- 


φανείας 5, τότε τὸ ἐπιφανειαιιόν ὁᾶομδτιρωμα τῶς ᾧ Φά τὸ συµθοβίδωμεν οὕτω: 
άρ ᾧ (αι 0,5) ἄ». 
5 


αρµμοναι / μὰ ὑποθβονισὸρ το ἐπιφανειαιιον οἀομθήρωμα: [αναηας, 


5 
ω -” μ -- - 3 ᾽ - ' 4 ΄ 
οπου Ὁ εἰναιτοτµηΏηµα τῆς ΕπΙιφανείας τής σφαιρας αγ" 451 1ο ἀπτοιοτιόµενον 


ὑπο τοῦ ιώνου Σ'- πλ υ'. 


μ - [ ͵ : ν π -. αρα : 
Λὐύσις. Χρησιμοποιούντες σφαιρικάὰς συντεταμμένας» ὅιἁ τόν εὕρεσιν τῶν εξισώ», 


σεων τοῦ τµηµατος τῆς σφαιρικής Επιφανείας ὁ ἔχομεν: 


3 
κ«Ξτιμφσυνθ, νΞτιμφτιμθ, ΣΞσυνφ, 
ὀπου 0Ξθς2Π μαὶ ο ῷς Ἡ. Ἐπειδή τὸ σὺνο- .. 
ρον τής σφαιριωµής ἐπιφανείας δὰ αεῖται καὶ ἐπί 
πῆς πκωὠνιιῆς ἀπιφανείας δὁ πρέπει νὰ ἔχωμεν: π 
συν φ-ημ΄ϕ συνθ πμ φημῖθ π ς -. 


- 


συνᾷΞ- ηµο, ἐξ ἦς5 φαξ, 


Ὅδεν: Ῥξίίθι):ο-θ «2Π καίοθςφς ας {61 Σα. 1). 


Εἶναι Δοιπὸν { (9 ')ά5 Ξ { (ημ'φ πμ΄θή συνϕ) ν/ Ε-ᾱ-Ε' ἀφάθ (1) 
5 Ῥ 
Εἶναι δε: Ε- αφ νς ἐς -συνφ συν"θ η συν'φ ημ"θ ετπμ φ - ! 
ᾱ- ας νο ὲς - ημφημ"θςημφσυν'θ”- ημ"ῳφ 


ΕΞ ΧχφΧχο ν Ὁς Ἡρ 29ο Ξ-- ουνφπμφσυνθτιμθεσυνφημφσυνθπμθ»0”0. 


δεν: ΥΕ ς-εξ -πμς, 


ς « ͵ 
Ὁ τύπος (1) γίνεται : ο 


: 1ῃ 
] (η απ") ᾱς - | αφ [ (ημ'φημ'θεσυν΄φ) ημφάθ 
5 ο ο . 


8. 
../ (ημφα2συν φ)τμφαφ ΄ 


σης (: «ουν φ)ημςας 


ο 


5 
-Ἡ]-συνφ- 5 συν Ἔ Ξ σ (ιο- να). 


ο Γλς “ 3 4 κα 2 Π ͵ µ - ς ͵ 
25/ Μἁ ὑποβογισὸΏ το ἐμβαόον τῆς επιφανείας τυπου σαμπρελλας τῆς οποίας 
ὃν / 2 
αἱ Εξισώσεις εἶναι. 
α- (Π-συνυ)συνια "πε ες τ 
υΞ (Α- συνυ)ημα 


χΞ Ἡτμυ 


Λύσις. Πρός τούτοις θά ἐφαρμόσω- 
μεν τὸν τύπον (3), πτοι : 
δ- ᾗΙτικ εν] ἁναν. . 
υ] 


Είναι: Ξ-(Ε-συνυ) ημι. η  (Α- συνυ)συνα {νοκ 
τυ-Ώμυ συνα ἱαπμυημωα/τσυνυ-κ. 


ΔΙ ενός ἅπ Δσύ ὑπολογισμοῦ εὐρίσωομεν: Σκ 4 
τικ πν]Ξ (µ-συνυ) 

Π 

Ὁδεν: '  5δ- [αι | ἕπ σύν αν - αΠκα. 


8 8. ΕΦΑΡΜΟΓΑΙ ΤΩΗ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΚΩΗ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΩΠΗ ΕΙΣ ΤΗΗ ΜΗΧΑΜΙΚΗΜ 


Με την θοήθειαν τῶν ἐπιφαναιαιιῶν ὁλοιδτιρωμάτων όυναμεδα νὰ ὑπολοχίσω- 
μεν την μᾶδαν, τάς συντεταρµένας τοῦ κ.6. ιαθώς ιιαὶ τήν ροπύν ἀἁόρανσίας 
μιᾶς μαδης, ἡ ὁποία εἶναι αωτανεμημενη ἐπὶ μιᾶς ὑλια ῶς ἐπιφανείαις. 

Καὶ ἀρκας ὀρίδομεν ὧς ἐπιφανειακἠν πυινότητα ὃ(κ,ν,5) εἶσ τό σωμεῖον Μ(α) 
τῆς Επιφανείας τό ὅριον: 


δ(χιυα)Ξ μμ τη 5 μα ; Ἔνθα πῃ ᾗ µέιδα τῆς ὑάιιαῆς επι- 
φανειας. 


- ς [ - . . , -. ῃ 
1. Ἡ μᾶδα τω τὶ ὁποία Εἶναι πκατανει«Ώμενω Επι τῳως ἐπιφανείας 5 παρξκεται ύπο 
- ! - 
του τωποι) ; 


τη -- δα», 3) ἂς, 
5 


ι - - ς .. 3 1 Π - 
1. Αὲ συντεταρµεναι τοῦ 6. τῆς υᾷιικῆς5 ἐπιφανείας/δίόονται ὑπό τῶν τύπων: 


[κδικινά» ᾗ9 δαν» {1 δ(κυμἄς 
-. δις Αορενώ .... ἔπομεν. | 
[κα» ίί νά [[1ά5 
ον μπι, παν 
ο 9 


. 3 ῃ - ε ' . , - 
Π. Ἡ ροπΏ ἀδρανείας τς 5 ὡς πρὸς τὸν ἄξονα ἆ εἶναι 


1 ἤ (πὸν ἡ3") ὅ (κ, α)άς. 
5 
Ἀναλόγως εὑρίσνονται αί αἱ ροπαἱ αὁρανείας Ἱς, Ιω. 
Ὡς πρός τὸ ἐπίπεόον οχν ἡ ροπή ἀόρανείας τῆς ἔπιφανείας 5 δὰ εἶναι 


νο - ῄ 1” δ(Χ,η,3) 5. Προφανώς ἶ,τ [ικα ἵ,. 


- 


' ͵ - ... Γ « πα πας 
Ἔφαρμονη ΑΝά ὑποβλονισὸῃΏ ἡ ροπτΏ αὀρανείας ὧς πρός τό ἐπίπεόον οχυ 
ὑδιιῶς Ἐπιφανείας Ὁ μὲ ὅ (αι Ἡ)-{, ἥτις περιορἰδεται ὑπό τῆς αυλινόριαής 


ἐπιφανείας χΊγ η"- 4 ααἱ τῶν ἐπιπέόων ᾷ-0 µαί ᾱ- 3. 


ῥ ε { ῃ , ϱ , . ς ͵ στ Ψ , Ξ 
Λύσις; Ὁ τύπος ὁ δίδων τήν ῥοτών ἀόρανείας ὡς πρὸὀς τό ἐπίπεδον Οχυ τᾶς ἐν 
, ε α 3 ' - 
Λόγω υδιιῆς Επιφανείας εἶναι: 
ή 
ωτᾗ» ας (1) 
5 


(295) 


Διὰ τὴν αναδυτιμην παρὰστασιν τῆς ἔπιφα- 
γείας πκρποιμοποιοῦμεν μυλινδριιάς συντεταγµέε- 
αν 

νας,͵ ητοι: χ-2συνθ, /-2ημθ, 1-5, (191) 

ὅπου -πΈθςπ μαί 0Ξ3-342συνο/β1.Σα.1). 
Είναι δε, χι -1ημθ, ,-2συνθ, ἄρ-ο 

ἁνπο, 4 Ξ0Ο, ἐκξί. 
Ὅτε: ΕΈςκο-ςαδς- 4 
: 
α- αυ απ -4ῇ 


ΕΞ αρ χι Ὁ ὕ, «2.3.0. 
Συνεπώς: 1/Εα-ςε--ο. κε. 


Εἶναι Δοιπόν, ᾗ πας - Ὁ. [ αἀπάθ 


π 3«1συνθ 
Ξ1/ αθ | 2"α9- "ᾗ (316υνθ)” ἀθ- 60Π. 


- -- 


Διά τὸ χωρίον Ὦ μεταθοθῆς τὼν (0,3) ϐλ.Σκ.2, 


6 4 ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΕΜΑΙ ΕΠΙΦΑΜΕΙΑΙ. 
Ι. Ἔστυ Ἡ λεία Επιφάνεια Ὁ τῆς ὁποίας ἡ διανυσµατιαη ἐξίσωσις΄Εῖναι ο) 
ὅπου (αι, υ) «Τ. Ὑτιοθέτομεν οτι τὸ σύνορον (8) τοῦ Ὦ εἶναι µία ἀεία Ἐσιμγιύθη. 


Ἔφ ὅσον ἡ ἐπιφάνεια 5 εἶναι ἀεία τὸ Εξω τεριιόν γινοµενον κ Ὁν Ἄ 6 διά τιάθε 


ς 1 ε Π ͵ ῃ έ ... « µ 
(αυ)ε). Ὡς ἐικτούτου ὀυναμεθα νὰ ὠρισωμιεν το µοναΦιαῖον Ἀάθετον ὀιανυσμα 
0) η ι ' αν ο ς ε με ν --- - 

Π τῆς Επιφανείας εἰς μάθε σωμεῖον ῥ αὐτῆς ὑπο τοῦ τύπου: τμ. () δια 
. 
η 1 [ -- 1, ε [ Π ῃ Π η 

(αυ)εὈ. Ἐπειδη ἐπὶ τῆς ἁαθετου ὑπαρασυν ὅνο Φοραι ξωλέχομεν των µὶαν ἔξαυ -- 

- η ' { Π μα) Π ͵ { -- 
τῶν αὐθαιρετως ὡς Φοραν τοῦ µοναδιαίσυ μαθετου διανύσματος ἨΛ. 

: ͵ ω ῃ ε 3 Π - η .. { - 

θε Ίήεγωμεν οτι µία ἀεία επιφάνεια 3 εἶναι προσανατοᾷίσιμος, ἔὰν τὸ μοναδθιαϊον 

η [ 6 ς ᾽ / -- ΄ , ᾿ 
άθετον ὀιάνυσμα ἡ( ϱ), ὡς ὠρίσὸπ υπό τοῦ τυπου (1). εἶναι µία συνεχώς συναρ- 

κ ο δις 6 ῃ . 3 Π 

τησις του Ὦ ἐφ᾽ οἄσαδηωρου τΠς Επιφανείας. 


α ' . . . Ἡ κ. : - -- 
0θεν, ααθε Δεῖο τμήμα τῆς Επιφανεὶας 5 εἶναι προσανατοβλισιµον. Ἐὰν η εἶναι 


4 


' νο ͵ » ͵ 3 ͵ 
το μοναδιαῖον αάδετον όιανυσµα Επί τήν ἐπιφὰ- . 
͵ / -- Π ο 1 
νειαν, τοτε το -η εἶναι τὸ µοναδιαῖον τιαθετον 
διάνυσμα της ἀντιδετου Φορᾶς. Συνεπῶς υἁ-" 
1 2 , 2ἱ [ ια { 
Ὁς προσανατοᾶισιμος επιφάνεια Έχει ὅυο ὁν- | 
! ; 3 [ ᾗ , 
νατους τροσανατοῄισµους ενσχεσειµετο ἠ. 9 
ας, [ / - 
Καᾷβουμεν θετικπν Οψιν μιᾶς προσανατο- ” 
' μ « ς { πα, Ι 
Ίισιμου Επιφανείας ὧς προς το ἐπίπεδον ΟΧ., 
1 ͵ ή . ( η Ὁ ᾗ 
αυτην προς το µξερος τῆς ὅποιας εὑρισαομε- 


.. -. ͵ ' -- 
νον το µοναδιαϊῖον παθετον διάνυσμα τ, στη. 


µατιδει µετά τοῦ ἄξονος 05 ὀξείαν γωνίαν 
(6λ. Σα 41). Ζχ.1 

Ἐπίσης παλοῦμεν ἀρνητιιήν ὄψιν μιᾶς προσανατοᾶισίµου Επιφανείας ὡς πρὸς το ἐπὶ- 
πεδσν 0χν, αὖτην πρὸς τὀ µέρος της οποίας εὐρισκομενον το µοναδιαϊον ιιάθετον διάνυ - 
σµα Π, σκηµατίδει μετὰ τοῦ ἄξονος 05 ἀμθᾶεῖαν γωνὶαν 


Ες }Υ 


( ᾗ -- .-.. / ͵ 7 ' 5 
ΟΌρισθεισης τῆς μιᾶς Οψεως ἐπιφαγείας οτε αὐτομάτως Ορίδεται αι Τι αλήτ. 
Ἰδιαιτέρως πρέπει νὰ προσέξωμε, ὅτι ὁ καθορισμό» τῆς ὄψεως μιᾶς ἐπιφανείας 
εξαρτᾶται ἀπο ιὸν ἀαθορισμόν τως φορΏῖς τοῦ μοναόυαιου Ἱαθετου διανύσματος Ἡ, ᾱα- 
, . Π αν [ - , - . . ε [ η ῃ 
Όοτι Επὶ τῆς ὁιευδύνσεως τῆς καθέτου τΏς ἔπιφανειας υπάρχουν δύο ἀντὶὂετοι φοραί. 
ο} ῃ Π ς ῃ . . { ο , εν 
Λὶ επιφάγειαι τὰς ὃποίας Φυναμεὸα νὰ προσανατοΛλίσωμιεν υρλοῦνται ὀὐιβευροι Σπι- 
, ᾿ } ; ! 1 ͵ πι ο 6 - 
ῥανειαί Σεν αντιθεσει µετας µῃ προσανατοήισιμιου» αἱ ὀποιαι ααᾶβοῦνται μµονοπᾷευροι. 
Παραδειχµατα {3/. Το επἰπεδον εἶναι ἕνα χκαρααττριστιον παρἀφειχµμα ὁι - 


{ί ον ’ 
πᾷευρου ἔπιφανειας 


5 ος | ο -- .- . 
(9) Θα συμθοῄίσωμεν τοῦτομε Τἢ ἐν ἀντιθεσει πρός τον συµθοῥισµον µε Ν ποὺ ἐκρησιικοποιηὃτ 
δί5 την δεωριαν πὼν ἐπιφανειὼν’ 


23/ Κκἀάδε Δεία ἔπιφανεια ὁιόομένη ὑπο τῆς ἐξισώσεως α- (κ) εἶναι 


µία ὀΐπθβευρος Επιφάνεια (64. Σκ.2). ι 


95/ ᾱ) θεωροῦντες τήν Επιφἀνειαν τοῦ ἡμι- ο 
σφαιρίου αν «σα π5ο0 γὶ ἄνω Θετική 
1 . ῃ - ᾿ έ 
ὄψις εἶναι εαείινη τῶς ὁποίας τὸ Ἡ ιατευδὺ- 
ι Το 
ιν, ν 


ῃ νι ὸ} - ῃ - Π 
Νεται πρός τα Εξω τῆς οφαίρας, ἐνώῶ τὶ πάτω 


1, , . - [ - ς ͵ 
Ὥ αρνητιαώ ὄψις εἶναι ἐιείνΏ τῆς ὁποίας ο ή 
το -τ Ἱκατευδύνεται πρός τὸ αέντρον τῆς 
σφαίρας) 
- ο 5 ͵ : ρα. χ. Σκ . 
ϐ) θεωρούντες τῶν Εεπιφανειαν τοῦ Ώμισακαι- 


. - ε « Μπ 
ρισυ χι απ) α-ο τὶ ἕνω τ θετική ὁ- 


φις εἶναι ἐωείνγι οπου το τἵ ἁατευθύνεται πρός τὸ «πεντρον τῆς σφαίρας ἑνῶ 
πὶ μάτω τί ἀρνητιιωὴ ὂψις εἶναι Εμείνω ὅπου τὸ -Ἡἵ πατευδύνεται πρός τὰ ἔξω 
τῆς σφαίρας. 
45/ Κάθε ιᾶειστη ἐπιφάνεια Ίτι5 χωφίδεται εἰ» ὁὺο «ἴσάν µέρη εἶναι |κία. 
ὀϊπθευρος Επιφάνεια, ὅπως τὸ ξλΔειφοειδὲς ατ.1. 
Εστω ἢ Επιφάνεια 5 ἡ ὁποία Φράσσεται 
ὑπό τῆς ἁπβῆς μαμπύᾶτς (Γ) (περίγραµ - 
ματῆς 5). δ προσανατοᾶισμος τὴς ιΓ) είσαχε- 
ται ὡς ἀμολούδως, Ἔστω (1) ἡ προθολη τῆς 
() ἓἂς τό Επίπεδον κου. Ώ5 γνωστόν ἡ ααμπύβη 
(Γ) ὀυναται νὰ διαγραφῇ κατὰ ὁὺο Έννοιες. Ἡ 
Έννοια διαγραφΏς ποὺ ἀντιστοιχεῖ εἰς τὴν Όετι- 
πἠν ὀψιν τῆς ἐπιφανείας (63 .1κ.3) εἶναι ἓξ ὁρι- 
σμοῦ αὗττι ποὺ Αγτιστοικεῖ εἶς τὴν διαχραφὴιν 
τῆς (1) υατά τὴν δετιιΏν φορὰν ὁπλ. ἀντιδε- 


τον πρὸς τὴν μἱνωσιν τῶν δειαιῶν τοῦ ὥνρο- 


θογίου μαί δά Άξγωμεν τότε ὅτι ἡ (Γ) εἶναι. - 


ᾗ υ .. τν 2 Π - 
ψετιν υῶς προσανατοίισμεντι, Εἰς την ἀρνητιιην ὄψιν της εκανες ἀντιστοιχοῦν 


εξ ὁρισμοῦ π ἀνιίδετη Έννοια, διαγραφΏς τῆς (Γ) εν σχεσει με πί ἄνωτερω παὶ 
δὰ ἄέγωμεν ποτε, ὅτι (Γ) εἶναι ἀρνητ/ιιῶς προσαυστολιαμένη. Ἐὰν Ἑ εἶναι τὸ κωριον 


νι Ορισδείσης Προρανώς ὡς δετικῆς φθρᾶς τοῦ Ἡ, ας αὐτὴν τών περέπτωσιν, την ἔν τοῦ εκέν - 
Ἔρου προς τὴν Ἐπ/φανειαν της σφαρας, 


τὀπεριᾷειομενον ὑπό τῆς (1) τότε αὐτοματως ὁρίξεται µαὶ ὁ προσανατοᾷισμος τοῦ Ἑ 
ἐν σχεσει μὲ τὸν τρόπον διαγραφῆς τῆς (1) ὅπΊ. εἶςσ θετικον Ἡ ἀρνυητιιόν. 

Ἐὰν |. εἶναι µία αὐδαίρετος αδειστὴ παμπύὺᾶη φράσσουσα ἕνα τµήµα της 
προσανατοᾶισµένης ἐπιφανείας 5, ὁ θετικός προσανατοδισµός διαγραφῆς 


τῆς ιαμτύᾷτις ἓν σχέσει µε τὸν προσανατολισμόν τῆς 5 ξιδέγεται πάδιν µατα 


ἀναᾶοχον τρόπον ποὺ ξαδεσαµεν ἀνωτέρω. Ἡ 
΄Αναλυτιιώτερα (6Λ. σχετ. μαὶ Ζχ.4) ) 5 
λΕὰν δεωρήσωμµεν τήν προθολἠν |’ τῆς |. ἐπί. ερ 
τό Επἰπιεόον οχυ τή θετική φορά διαγραφῆς τῆς |. εἶναι 
Σχ. 4 


υ ΄ ᾗ Π αν ο : 
τοιαύτη, ὥστε τὰ προθαδόµενα σημεῖα τῆς |. ἐπίτό χου 
να όιαχράφουν τήν |’ μἁατά τήν Οετιιἠν φορὰν όιαγραφῆς αὐτῆς, όπλ. ἀντίθετον « 
πρός τὺν µίνησιν τῶν Φδειιτῶν τοῦ ὠρολοχίου. 


Ἱὰ ἁατωτέρω σχΏµατα δειανύουν τὸν τρὀτιονπροσανατολισμιοῦ τοῦ περιχράµ- 


µατος (συνόρου) τῶν επιφανειών. 


| τς Ὀ 


Σχ. 5 


.» 
« στ Ι 


Σκ. 


Σκ. Ὁ Σκ. 3 


Παφατήρτησαις: Ἕνα χαραιµτπριστιον παράδειρµα ἐπιφανείας µε μίαν ὄψιν 
μονόπᾷευρον εἶναι ἡ ἔπιφάνεια τοῦ Μό Ρίως. -- 
Δεν δἀ δώσωμεν τὺν ἀναδυιιιών Εξίσωσιν τῆς ἐπιφανείας ἀλλά όἵ ἑνός πρα. 


- . ΄ γ. 1 ͵ . ῃ Π 
ατιιαοῦ τρόπου ὃα Ἰόωμεν ηἡκς ἁατασιευάδεται αὑτηω (όιά την Εξίσώσιν ταύττι5 
ρο 


ϐ6λ. Αάναηςθα (αέεκέας Κ.4ΚΕΙΑΤΟΗ ΒΗςκ όά Με αβΑν/-ΗΙΙ. /956,σελ. 282). 

Πρός τούτοις, (βλ. Σχ 9) μέ ματάδβπᾶτι στροφή ικαὶ στρεψΏη Φέρομεν εἰς σμ- 
πτωσιν τάς πλευράς ΒΓ ια ΔΑ τῆς χάρτινης ὀρδογωνιαικῆς Δωρίόος ΑΒΓΔ(61. 
Σχ. 9)οὕτως, ὥστε Π πορυφή Β νά ταυτισθῆ μὲ τήν Δ μαί τὶ κορυφή Γ μέ τὴν Α, 


Ἔχομεν οὕτω ἐπιτύχει µίαν μονόπᾶευρον ἐπιφάνειαν. - 


5 5. ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΚΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ Β5 ΕΙΔΟΥΣ 
] Ἔστω μα Δεία (ἤ τμηματιιῶς ἀεία) ααὶ προσανατοᾶισμένη (δίτιᾶευρος) ὄπιφά- 
νεια ὅ καί τὶ διανυσματική συνάρτησις: 
Ε- Ρα, δ)ὶ - Φ (αι 5). Είαυα)κ (1) 
ὡρισμέντ καί συνεχής ἐπί τῆς -. 
Ἔστω ἢ τό μοναδιαῖον Ἱάθετον ὁιάνυσµα τῆς ἐπιφανείας-τρύτου τὰ διευθύνοντα 
συντιμίτονα ἔστωσαν συνα, συνθ, συνΥ, Τὸ δὲ ἔσωτεριιιόν χινόµμενον ΕΞ Ῥσυνα:- 


«Ωσυνβι- Κσυνγ εἶναι µία συνεχής συνάρτησις τῶν χ,ι3 ἐπί τῆς ἐπιφανείας 5. 


“- 
Ὀρισμός χπ-5-{ «αδλούμαν ἐπιφανειαικόν ὁοιµζήρωκκα 65 εἰδους τῆς 
διανυσματιιὸς συναρτήσεω»ς Ε (5, ϱ,Κ) ἐπί τῇ θείας ἐπιφανείας 5 τιαέ τὸ 
συμιθοδίδοµεν οὑτω: | Ραιάσι Οσάκα βαάχάυη τὸ Επ/φανειαιὀν ὀ ουκ δ]οιω- 


«ν ζὅς 5 Ξ Α΄ ἒπ ο γὃ σ κ. 9 
κα α εἰσοου» τωσ ποραμκκαστἍ(Σ συναρτ7σεο)ς π ΕεΡί τω5 . Ὥτοι : 


Ὠ 


| Ραυάκ:- θάπάχι Κάχαυτς 


Παρατηρήσεις: /43/. Τὸ δι παριστᾷ το µἔτρον τῆς προθοᾷῆς τῆς Φιανυσματι- 
ης συναρτησεως Ε επἰτῆς Φιεωθύνσεως» τοῦ ὁισνύσματος Ἠ. 

33/ Τὸ 45 εἶναι τὸ ἀπειροστον ἐμθαδον τῆς ἐπιφανείας 3 αἱ δε Εαφρασεις 
συνα «5, συνθ.ἀ5, συν γ-ἀ5, εἶναι, ἀντιστοϊκως, τὰ Έμθαδα τῶν προθοΛλῶν τοῦ 


/ - µ ! - ῇνί 2 η 1 αι 
στο(χειοι τους επιφάνειας του εχοντος ξµιθαόον ας εἰ5 τα επιπεόα Οἱ Σ, ΟΣΧ οχι). 


Αὐτὸ διιαιολογεῖ διατὶ παριστῶμεν αὐτάς τὰς προβοᾶάς τών ἀνωτερω ἔπιπέ- 
όων ὁιά τῶν ἀμάσ, ἀνάχ, ἀχάν. 

ς [4 , οὐ 3 μ., η ο”υ 43, .) Π 9 
Π. 0 υποᾷοχισμός τοῦ ἐπιφανειαιιοῦ οὐοιιᾶπρωματος 63 εἴόους ανάγεται εἰς 

- η η . ων Π - , . 
τὸν ὑπτοβογισμὸν τῶν αἁὰτωδι ἐπιφανειαικῶν οἀοιζηρωμάτων αὖ έἶόου., Ὥτοι τῶν: 
ΐ Ῥσυναάς, ῄ Φσυνθας, { β συνχας. 
5 5 
”᾿Α ὃ μ ς 3 . 5 ᾽ 
5 Θεωρησωώμεν, π.χ. το Επιφανειαιὀν οἁοιᾶβήρωμα: 


[ βσννσ.ας (3) 


ναί ἔστω ὅτι αἱ παραμετριμαί Εξισώσεις τῆς ἐπιφανείας εἶναι κ-φ(νν), 
υ5 (αυ), α-σίμιυ), (αυ) εΦΡ. Ὡς γνωστόν τὸ (3) μετασκτιμµατίδεται εἷς 


τὸ όιπΔοῦν οᾷοικᾶτιριωμα” 
/ 


ῄ Ε(Φ(ωιυ) (αυ) σ(ω,υ0))συν(Ἡ, κ): Χ/Ε.α- Ε  ἁμοαυ (4) 
ι | [ 
! Ρ(94) ο 

«./Εα-ε οδών) Α- | (52 τει 213, (5) 


τὸ ὁᾶομΔνρωμα (9),Ἀόρω τῶν (4) τιαί (5) γράφεται. 


Ἐπειόηπ εἶναι: συνυγ- 


(6) 


ᾖ Ἀσυνγάςσ-«ς ῄ π(φ(α),σ(αυ), σ(κ)) σον ἄι αυ 
Ῥ 


.. μ ' .. ς 3 ἐ . , 1 3» Γ ΄ ͵ 
οπου τὸ - ἀαμθάνετοιόταν η Επιφάνεια Ὁ τκαί το πεόίον } ἔχουν τὸν αὐτον 


{ , ’ α, 2, ” π 
προσανατοᾷισμον ιαὶ τὸ -- Οταν ἔχουν ἀντίφθετον προσανατοᾶισμὀν. 


Ἄνα ἄόχως εὑρίσωομεν τούς τύπους: 


νι 26 9) 
{ Φ συνθάς -κ ῄ Ο(Φ(αιυ), (αν), σ(α,υ)) τα ἅαάυ (5) 
5 υ] 


ᾖ Ῥσυναάς - « [ρθω σαι) ὃν οσο αιαάυ (8) 
5 Ὀ] 


Οἱ τόποι (6), (3.9) ικαὶ (8) διὰ τιροσδεσεως μᾶς ὁιδουν: 


ο... λάκάν-Ἡ([ρ Σο δν. Ας ]αιαυ (9) 


δ(ωυ) δν) 


5 δ 


ὅπου ετέθη: 
Ρ- Ρ (Φφ(μυ), ή (ων), σ(α,ν)) 
Φ - ϱ (φ(ωῦ), (αν), σ(ωυ)) 
8 - [ (φωῶυ), { (μυ), σ(ων)). 


Π. Ἐὰν ἡ Δεία ἐπιφάνεια περιορίδεται ὑπό τῆς ἐξισώσεως 2 Σ(κ.η),διά τὸν 


ς ͵ ο. - . . ͵ 
ὑποβοχισμον τοῦ Επιφανειαιοῦ ὁλοιδτρώματος, ἔστω τοῦ οἠοιβηρώματος: 


ῄ (αυ 2) συννΥ ας 


95 
ἀρμεῖ νὰ Δάθωμεν ὡς παραμετριιάς Εξισώσεις τῆς Επιφανείας τὰ» χ-κ,υ-υ, 


ΞΞΞ(χ.ν). Τότε δἀ ἔχωμεν : 


Ῥοιὴ) |  ά 
Χν Ψν ο 4 


Συνετιῶς ὁ τύπος (6) χράφεται: 


(ιο) 


ῄ βσυνχ ας - { Είαιυ,Σ(κ,ν))άχάυ 
9 Ῥι 


α/ [ πα , 3 , / .. ] ῃ 
;; ὅπουτο ὃι εἶναι ἡ προθοᾶτν ἐπί το ΟΧΙ τῆς ἐπιφανείας 5, 


᾿Εάν τὸ ὁἠοωαδήφωμα Ἀπφδῆ ἐπί τῆς κάτω ὄψεως τῆς ἔπιφανείας τότε: 


{ Εσυνχαάς --ᾗ δίχυ Σ(κυ))ἀχάι (1ο’) 


δι 
᾽Αναδόγως ἐξάχονται ααί οἱ τύποι 


ᾖ Ῥσυνα. 5-3 ῄ Ῥ(«κ(9 9) 5) ἄν 4 (19) 
5 ο, 
/ 0 συνθ. αξςξ3 | Ω (αχ (1χ) α)ασάκ 6) 


ὃ, 


ὅπου η ἐπιφάνεια 5 ἔχει τήν εξίσωσιν χξκ(η,Ἡ) διά τὸ ὁάοιβθρωμα (41) ααὶ 
τὸν εξίσωσιν υ«υ (2,χ) διὰ τὸ ὁλοιδύρωμα (12). Τὁ - Δαμθάνεται ὅταν τὶ ιιά- 
δετος ἡ ἐπί τὴν ἐπιφάνειαν κ πα (υ,”)σκηματιδῃ θξεῖαν γωνίαν με τὸν οχ μαὶτο- ὅταν 
σχηκκατίδω ἀμθᾶβεῖαν γωνίαν. Ανάδοχος ἁαθορισμός τῶν {5 γίνεται καί ὁιά τὸ 
ὁἀομλήρωμα (1). Τά σὐμθοῖλα Τ,, Ὀ, παριστοῦν τὰς προθολάς τῆς έπιφα- 


νείας 5 εἰσ τό ἐπίπεδον οψτ διά τό ὁάοιδήρωμα (11) ααί εἰς τό 03Χ διάτο (12). 


Ψ Ἔστω ὅτι ἡ ἐπιφάνεια 5 ἔχει τὰς παραμετριιάς ἐξισώσεις χΞ-φί(ω,ν), 
υ-ὁ (1), Ἑξσί(αν), (α,0) «ΤΡ. Ἔστω ὪἩ τὸ μοναθιαῖον ἁπ«άθετον Φιάνυσμα 


αὐτῆς υαί ἔστω Ὢ (αυνα, συνθ, συν γ). Ὡς Ῥνωστον Θὰ εἶναι . 


κ ες Ρ(4,σ) ο ας Ό(σφ) να Ἡ  Ῥδ 
πνα Δτν /Εα-ξεξ δι ν) , συν6 αν Έσ-Εες Ῥ(ν,υ) κ τν ΕλΨΓνεΣ: ει δίαυν) 


Κατόπιν τούτου τό Φεύτερον µεᾷο» τοῦ τύπου (9) γίνεται: 


Ῥ(σ), ο Ὀ(σφ) , ᾳ (99) ια ρα τρε ει 
| [5. ὑχσκπο λ.χ ο αν. α-εε ο λα 


-ᾗ Ε.Π. 1/εα- Ε  ἁμιάυ (19), ὅπου Εα(ρ 9, Ες). 
Ό 


Μεδετώμεν Ἠόπ τήν περἰπτωσιν ὅπου εἶναι όυνατον νὰ Ειδέξωμµεν ὢ5 μαμπυ- 
Δογράμμους συντεταγµένας αυ τὰς Καρτεσιανὰς συντειαρμµένας κχ͵µ. Το 2 
δε εἶναι τότε Ὦ προθοᾶή εἰς τό ΕπἰπεΦον οχη τῆς ο ἁαί μάθε ταρἀὰἆᾷηλος 
προς τὸν 03 Οὰ τέμνη εἰς ἕνα τὸ πολὺ σηωμεῖον τῶν Ἐπιφανειαν Ὁ. ν 
Ἐν προιειµένῳω Όα ἔχωμεν: 

ασ, αι ἰ 
νο ο τσςα "τα 


τι 
Τό δε ολοιδύρωμα (13) γράφεται. 


πο 4 
Ε η ες χανω, 
ᾖ π.κ] ας 


Ὅδεν, ἐὰν ἡ Επιφάνεια ὁ ἔχῃ μίαν προθολἠν } ἐπὶ τοῦ ἐπιπέδου οχυ, τότε ἰσχύαι: 


ᾗῬοψα»» Φάταχ- Κάπάι- { κ αχαάμ 


πκ 


4) 


5 


Ἔστω ἅτ{ (αιν) ἑἶναι ἡ ξξίσωσις τῆς ἀνωτέρω ἐπιφανείας εἰς Καρτεσιανάς 
ουντεταμμένας τκαί τῆς ὁποίας ἡ προθοβώ εἰς τό επἰπεδον οχη εἶναι Ὁ. 


Ως γνωστον ἐια τῇς Γεωμετρίας (ϐλ σελ. 234, τυπος (5)) Ἔχομεν: 


μα μπε. συνθ ο σι ! 


ΞΞ- π Ξ υνχ  -------- 
πσσατὴ ποτ Ην σταση 


Καὶ ὁ τύπος (14) διὰ τν προσανατοΛιομένη ἔπιφανεια 5 Χίνεται: 


ᾗ Ράνατ ιϱ ἀπάκ κακάυ-α] Γρ.1.- {Β]άκάῳ (5) 


5 2 


ε ι ν Ἅ . . 3 ν Π η 3 
Ὁ τύπος (15) εἶναι εὐχρπστος ὅταν ἡ ἔπιφανεια, ἔχῃ την ξξισωσιν ἆ-{(α,9), 
Π « ς ; η { - 
υμαθστι µετατρεπει ἕνα ἐπιφανειαμον ὁἀοαδύρωμα εἰς ἕνα διπβό τοιοῦτον. Ἂς 
-- η {3 μ υ 4 Π ῃ 
σηµειωθΏ Ότι τὸ ἔμφανιδομενον Ἔ εἰς τάς συναρτωσει» 59,5 ἔωφφαδεται; 


Δόρω τῆς σχέσεως 3-{(χ,9), συναρτήσει τῶν πι. 


Παράδειγμα. Νὰ ὑπολοχισὸῃ τὸ Επιφανειαιιὸν. ολομΔίρωμα: 


| 


ο“ - ς π .α 9 ͵ . . ε λες μ ----Ἡ - 3 .ς 
οπου 5 εἶναι πι Επιφάνεια τὴς οφαἰρας χα ΞΚ, Π οποια αείται ανω του ΕΠΙΠΕ” 


όδου οχι. 


Λλὺσις: Συμφὠνω» πρός τόν ὁριομὸν τοῦ ἐπιφανειαιοῦ ολοιάηρώματος ϐ3 εἴόους 


κάνἀτκγιἀκάκ-2λάχάῳ 


τὸ ἀνωτέρω οἀουδύρωμα γράφεται. 


ῑ-- | χάμασι υάπάχ-γπάχαν- ί Γκσυνα κασυνβ -3Ἄσυνγ] ἂδ ϐ), 
5 9 
ὅπου συνα, συνθ, συνγ εἶναι τα ιευδύνοντα συνηµίτονα τῆς μαθέτου Ὦ (τῆς ὁποίαςδ 


ς ῃ η Λ , ὃ , Γ Π καί -ᾱ- Ἡβ Π , 
ὑποθέτομεν ὅτι ἡ Θετιμτι φορά όιευθύνεται πρὀς το εξωτεριιιον τῆς επιφανείας) µε 
τούς ἄξονας Οχ,ου, 93. Εἶναι δε: συνα--ᾱ-, συνθ--Ἡ-, αυνγ--π-, ὅτε ὁ τύπος (1) 
γράφεται: 
--- πρ η 
τσ | [αὐκ -2ε']αάς (2. 


διά τὸν ὑποδᾶοχισμὸν τοῦ ὁλομληρώματος (2) (α8 εἴδους) ἐφαρμοδομεν τὸ 


θεώρημα Ὑχπ- /-/. Πρός τούτοι» χρησιμοποιοῦμεν σφαιριιιάς συντετάταρμέναςὔπι. 
{ 
χΞ Ετημφ συνθ - 
οΟπσφης- 5 
5 πημφπμθ 
0-θς2ή 
1- βσυνοῳ 


Εὐαδάως δὲ εὑρίσιομεν. ὅτι, γ/Εβ-Εὶ - Β πμϕ; (61. αχετιιῶς Ἐφαρμορη 52) 
Τὸ (2) Δοιπόν γράφεται: 


1- -ᾱ ῄ α'. [η μ)φσυν θνημ"φημ”θ- οσυν"ο] β ημφ«άφαθ 


υ) 


π 


Π 
ει 1π ς επ 
Ξβ) Ι [4ημ’ᾳ-21πμφάφαά θ Ξ 9Ε᾽ ἡημφαφ | ἀθ-αν)[πμφά [αθ- 
ο . Φ 


ὓ ο 


3 
Ξ3Ρ’. --2π-1β'.1.2Π5Ο . 


6 6. ΕΦΑΡΜΟΓΑΙ ΤΩΗ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΚΩΗ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΙΩΝ ΒΤ’ ΕΙΔΟΥΣ ΕΙΣ ΤΗΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΗ-ΜΑΧΑΜΙΚΗΝ 


., μα μ Π ιο. ῃ μα ͵ 
Ι. Όρμος στερεοῦ περιμάὤειομενου υπο δια σας επιφανεὶας. 


- . ͵ ι . » Ν . Ε] τ , - 
θεωροῦμεν μίαν μδβειστήν ιαὶ Δείαν Επιφάνειαν 5 τεµνοµενην. εἰς δὺο τὸ πολυ 


; { { , ͵ ΙΓ 
σομµμεία ὑπὸ ἑιάστως παραθβήλου προς τον «ξο- ΞΞ{ (αι) 


᾽ Π [ [ῇ Π 
να οἱ καὶ τὸ ἔπιφανειαιον ὁᾶσιᾶήρωμα: 
ο, -- { 1 
άρα συνγά», οπου συνγ εἶναι το συνημµίτονον 
3 - ι .] ἤ αμ. ᾿ Π [ 
τού «αθξστου Επὶ τήν Επιφανειαν ὀιανύσματος 
η - ᾖσ { / 
Ἱ μετὰ τοῦ ἄξονος 0ᾷ. Ὑποθέτομεν ὅτι ἡ Όε- 
ν { - ο Ώ ή 
τιαιωπ φορ τοῦ η αεῖται πρόὀς το εξωτε- ! 
256 (αν) 


1 -- 3 ͵ , Π [ Ἡν 
ρµιον τῆς επιφανείας. Δυναμεθα να ΌεωρτΏσωμεν 


/ λα [ . ο 2 ως ’ ῃ ι 
οτι τι ἀνώτερω Επιφάνεια, ατιοτεδεῖται απο όυο 


Π . 5 [ εκ ο ῃ υ 
µερΏ οι μαι Ὁ, πατω µερος μαι ανω µεροςαυ- 
ώς, . ” Π 3 ῃ 
τῆς ἔχοντα αντιστοίχὼς εξισώσεις ᾱ-λι(χυ) Σο 
, λι 1 { -- { : - η , 4 
ααί α-δι(αιὴ). Ἂξ παραστησωμµεν δια τοῦ ἢ τῶν προθοΛην τῆς ἀνωτέρω ἔπιφα- 


νείας εἰς τὸ ἐπίπεφον οχ (61. Σε. 1). 


χΕχοµεν ὀοιπον;: 


ᾧ λουνράσ-{(ασινγάς - ᾗεουνγα» (,) 
5 δε δα 
Διά το τμημα 5, τής ἐπιφανείας Έχομεν : 
ἀχαι- ἀξ συνΥ,διότι συνγ 20. 
Διὰ το τμΏμα 5, τῆς ἐπιφανείας ἔχομεν: 
ἀχαιΞ- ἄ5αυνό, ὁιότι αυνχ-«.Ο. 


Ἐν τοῦ τύπου (1) Δαμθάνομεν : 
ωμ μ- [ήακαν (1). 
5 ἓν] »Σ 


Ἡ όιαφορα τον Φᾶοι ΔΏριωμκάτων τοῦ δευτερου μέλους τΏς (2) παριστα προ- 
φανῶς τον ὄγιον τοῦ στερεοῦ τοῦ περιοριςοµένου ὑπό τῆς ἀνωτέρω ὡὠρισδεί- 
σης Επιφανείας 5. Όθον, ὁ ὄγιος ΥΨ τοῦ στερεοῦ ποὺ περιιΛείεται ὑτιό τῆς 
Μᾶειστῆς ἐπιφανείας 5, δίδεται ὑπό τοῦ τύπου: 


46 


νκάρ Ξσουνγαᾶς (3) 
5 


ᾗ. Ὑποδομισμός τοῦ μέτρου στερεᾶς ῥωνίας͵ 
Μία συνηθης ἐπίτεδος γωνία μετρᾶται ἀπό τὸ µέτρον τοῦ τόξου, το ὁποῖον 
αι πβευραι, της ἀποιώόπτουν ατιὸ ἕναν μµοναδιαῖον ιαύιιᾶον µε αἔντρον τήν ικο- 
.. ρυφὴν τᾷς γωνίας. Ἡ Ἰνώσις αὕτη ὀύναται νὰ ἐπευταθῃ καί εἷς µίαν στερεάν 
χγωνίαν τὶ ὁποία περιορἰδεται ὑπό μιᾶς πωνιιῆς ἐπιφανείας ὡς ἀιιολούθως: 
Τὸ µέτρον τῆς στερεᾶς χὠνἰας ἔἶναι͵Ἐξ ὁρισμοῦ, ἴσον πρὀς τὸ ἐμθαδὸν τὸ ὃ - 
ποῖον ἀποιόπτεται ἐπὶ τῶς ἐπιφανείας τῆς µιοναδιαὶας σφαίρας, ἐχούστις 
αᾶντρον τὴν μορυφτιν τῆς στερεᾶς Ὑωνίας, ὑπό τῆς τιωνιιαΏς ἐπιφανείας 
Ότις πεφιορὶδει τὴν στερεὰν χὠνίαν. 


͵ Π δώ Π ο { .! 
Οὕτω το µέτρον τῶς τρισορθδοχωνἰου στερεᾶς γὠνίας ητις ὁρίδεται. 


ιό) 


ζ ας ͵ πε 4. 
υπό τῶν ἀξόνων: κ30, 30, 330 εἶναι -Ἅπο ----- 


Ἄδ θεωώρΏσωμµεν ηδη μίαν Επιφάνειαν 5, Ὥτις Φφράσσεται υπό τῆς αθει- 
στῆς μομπὺάτης Γ ἀαὶ ἕνα οταδερὀν σπμµεῖον Α ιαφἰµενον ἑωτός τὴς ἔπι- 
Φανείας Ὁ μαι τῆς καμπύὺβτις Γ. Ζτι- 
τεῖται νὰ εὑρεὸτι τό µετρον τῆς στερεᾶς 
τωνίας, ἡ ὁποία ἔχει ὡς ὁδωχόν τὴν κα- 
μπυᾶτιν Γ τῆς Επιφανείας ὦ. Πρός του- 
τοις θεωροῦμεν ἕνα στοιχειώδες ἔμθα- 
δόν ἂς ἐπὶ τῆς ἐπιφανείας πέριξ τοῦ ση- 


µείου Μ (81.5Σκ. {) τοῦτο δε ὀρίδει µίαν 


στοιχειὠότην αι ωνιμὴν ἐπιφάνειαν µέ 

ἁορυφήν τὸ σημεῖον Α . Ἐν συνεχείς, Ὁε- 
ωροῦμεν τὴν µοναδιαῖαν σφαίφαν ἀέντρου Α ἐπί τῆς ὁποίας τἡἳ εωνινα ή ἔτιιφᾶ- 
νεια ἀπομόπτει ἕνα ἐμθαδὸν ἔστω ἁω ιτὸ ὁτοιον εἶναι τὸ µετρον τῆς στοιχειὼ - 
όσυς στερεᾶς γωνίας. 


. . - 3 « ! 3 ς 1 Ὀ ας 
Ἔστω Ἱ το μοναδιαϊῖον ι.κάθετον Επὶ των Εεπιφανειαν Ὁ όιανυσμα εἶς τό στι- 
. - 


ο 
π] 

Π Π 3 -- : { , Π ε . πο 
Εξ ἄἅλλου ἔάν ει τοῦ σημείου Λ Φφέρωμεν ἕνα ἐπίτιεόον άθετον ἐπί τήν ΑΜ, 


μεῖον Λ μµαί 6 ἡ γωνία αὐτοῦ µετά τῆς «ζανος ΑΛ .Ὡς γνώστον συνθ- 


τότε ἐπειδή τὴ ἐπιφάνεια τ ἔχουσα ἐμθαδὀν ας εἶναι ἀπειροστΏ Φύναται 
να θεωργὸῇ ὡς ἐπίπεδος ααὶ ἡ ἐπιφάνεια ἡ ἔχουσα ὀμθβειδόν 4 Θ, θεωρεῖται 
ὡς ἡ ὀρδὴ προθοᾶτι τῆς «5 ἐπί τοῦ ἐπιπέδου τη», Συνετιῶς ὃα ἔχωμεν: 
ἀθ,-αάς5.συνθ (1). 


Ὡς γνωστόν, κο Ξ τς (1), ὅπου Χ- [Τζ] .Έα τῶν (4) ααὶ () ἁαμθάνομεν: 


4ωσ σε .ἀ5 (3). 


ὁ Π ῃ -- -- ῃ - 
09εν, το µετρον τής στερεᾶς γὠνίας είναι : 


(4) 


ς ! ῃ τ- ῃ αι 3 ’ ; ω - ε ” ῃ 
Η στερεα γωνία εἶναι θετιωΏ π ἀρνπτιικη, ιαὸ οσον τὶ γωνία ϐ εἵναι ὁ- 


Ὃν μα) ο 
Εεῖα. η ἀμθᾶεῖα. 


π ὃν , ὧω. 
ὃ τύπος (4) γράφεται ἅαι ουτα»: 


(5) 


᾿Εὰν αἱ συντεταγμέναι τοῦ σηµείϊου Α εἶναι (α,Ό,ς) μαὶ τοῦ Μ εἶναι (5ε,3) 
πότε βή (α-α, 0-8, α--), ὅπου Ο ἡ ἀρκη τῶν συντεταγμένων, τότε π.  - 
Ξ(α-α)συνα» (υ-ϐ)συνθγ(α-ς)συνγ, ὅπου (συνα, συνθ, συνΥ ) τὰ διευδύνον- 


τα συνημίτονα τοῦ Π. ὃ τύτιος (5) γράφεται ἀΔοιπόν: 


. ῄ [ζκ-α)συνα(ν-θ)συνθβ»(α--ο)συνχ1] ας : 
[ο] ν 


(χ-α)άνάπκα (-ςϱ)άααά κ (ε-ς) ἀχόν 


π. πο ος πα 


5 


(6) 


Π. Δύναμις ἔδξεως: 

Νά ὑποᾶογισὸῃ ἡ Φύναμις ἔλξεως, Ἆτις ἀσιεῖται Ἐπὶ ἑνὸς ὑλιιιοῦ σπμείου µάδης 
Ίπο ὑπό μιᾶς ὑάιωῆς ἐπιφανείας 5, τής ὁποίας Π μᾶδα ἔχει κατανομἠν πυινό- 
τωτος δίψα). 

Λύὑοις: «Υποδέτομεν ὅτι ἡ μᾶξα τοῦ ὑδιιιοῦ στιµεἰου Τῆο εἶναι συγικεντρωµένῃ 
εἰς την ἀρχὴν τών αξόκων(6λ.Σκ.!). θεωροῦ- 
μεν περιξ τοῦ σημείου Μ{κιη,ᾳ) τῆς ἔπιφα- 
νείας ἕνα στοιχειῶδες ἐμβαθὸν ἂ5 τοὐτου δέ 
ἡ μᾶδα δἀ εἶναι δ-άς υαί ὧς ἒι τούτου, 1ἃ 
στοιχειώδης ἕλξις πού ἀσιεῖ τοῦτο επί τοῦ 
ὐᾶιιοῦ σημείου της δὰ εἶναι αξς πι αμα ὁ 
ὅπου ᾷ τὸ μοναδιαῖον Φιάνυσμα ἐπὶ τῆς ὁιανυ- 


- .) - Ξ 
ματια ῆς5 ἀωτῖνος Ἐ. Λἱὶ προθολαἰὶ τῆς στοι- 


{ 1 3 κ ας Γ Π 
χειώδους ὀυναμεως ἐπὶ τῶν ἀξονων θα. 


εἶναι .. 


αχ ««.Κπιοσ(κ,ἡ, 1) ς 
σ. 


κα 
π. 
4Υ -.Κπιοό(χψσ)λας Ἡ 
-ᾱν σ 
ἀσ . Κτποδ (χ,υ 3)ά5 ο σαε 
τὰ. σ 
'0δεν, αἱ συντεταφµεναι τῆς Φυνάμεως Ε Ότι» ἀσιεῖται ἐπὶ τῶς ὑδιιᾶς 


ς - ο, Π 
µάΣηΣ Της ὑπό τῆς ὑλικῆς ἔπιφανείας δάἀ εἶναι: 


Χ-- Κπς δομω-ὁ 5 Ὑ ς Κτῃς [[δαν, ) τ ττάς, Ζ--εΙέτη, ο αγ, 


5 
όπου παν 23) 


57. ΤΥΠΟΣ του 5τΟκΕ5. 

«Εστω 5 µία προσανατοᾶιομένη ἐπιφάνωίά ἀνοιατή τς ὁποίας οἱ παραμετριιαὶ 
εξισώσεις εἶναι - 
χτφ(α,υ) υ- Σ(αν),Σ-σ(ω,ν), (αυ) εὂ. 

Φποθξτομεν ὅτι ἡ 5 περιορίδεται ὑπό τῆς ιιᾶειστῆς ιαμπύᾶης Γ. Όταν τό σπ- 
μεῖον Μ(Χ,4, 3) αινεῖται Ἐπὶ τῆς Επιφανείας, τὸ στμεῖον Μα, νυν) διαχρα - 
φει εἰς τὸ ἐπίπεδον τών μυ Ἑνα χωρίον Ὁ περιοριδοµενον ὑπό τῶς αδειστῆς τὰς]- 
μπύᾶτης (Υ). Ὀριδομεν τών ΌετικΏν φοράν διαρραφηὴ 5 τῆς ιοαμμπύᾶης (Γ) ἓν σχέσε 
µε τὸν δετιιὀν προσανατοᾶισμὸν τῆς Επιφανείας Ου (6λ. οχετιικῶς 84). 


"Ηδη ἄς Ὀεωρήσωμεν τό Επιιιαμπύᾶισν ολοιᾶφρωμα: 
Ι- ᾧ Σάκν φάνν κάν (9) 
Γ 


αφιτεινόμενον Επί τῆς προσανατοᾶ(σμένης παμπὺᾷης Γ. 
ἛἜωτε Δοῦμεν τὴν ἀντιματάστασιν εἷς τὸ ὁβοιβήρωμα () 
Χχςεοφίι,υ), υ-ζ(αν), ἐ-σία,υ), 


ὅτε τὸ (1) χρἀφεται: 


ΙΞ νη [ος ιν ος αν]: νο [δὰ. αιέ ὃν ἀυ |. α{9ὰ αι 55 ἀν ] 


ἃ ὂχ ορ 953 ὃκ ον ρ9ξ 
[τί κο δὲ ο Ἀ-δα] αν {ρου 19 ου" Αου | αν (3) 
ἵ 5 ι . 
τὸ (0) εἶναι ἕνα ἐπιιιαμπύᾶιον ὁλὰομάήρωμα εἰ» τὸ Επἰπεόον Οἶὰυ περιωᾶει- 
όμενον ὑπό τῆς προσανατοδιαµένης καμτπὺᾶης (γ). Εάν διἁ τοῦτο ἔφαρμο- 
σωμεν τὀντύπον τοῦ ἄγθοη διά τό ἐπἰπεόον ἔχομεν: 
ὃ ὃχ ού ὃα θυ 9: Ἱ. 
Σ.ᾗ [πα τόν ανν. δυ ποτ οι .ῷ5 μὸ δὲ) αμάν (9) 
Ό 


ες ς 
Εὐς τὸν οσον ὑπό τὸ συμθοᾶον τῆς ὁβουληρωσεω» ῄ, οι οροι οι περι- 


ἔχοντεΣ το αν 


πο πο σν, 


ὃχ δια ὃν ὃμ - ὃδι 


ο (ὸρδρ δὃχ , 9δξ ὃὂψ οΡ 


π.δ. 


ὃχ δυ  δυ δυ δε δυ 
Θ 


(65.8. 98.9. 95 ὁσ) ὄκ νο δν δ' κ 


ο ος ὃν δε), 9ος (ὸπ ὃὂκ ὃὂξ ὁχ (4) 
ὃν ὃν δυ µ. μ ου ὂδσ δι δυ ου δα 


βέτοτες ]-δώ5 1-96 1-Φα) 


(αν) ὁ ΕΙΡ, Ῥ(ν)) 
τότε ἡ σχέσι» (4) εράφεται: 
δι (000) --ὂτ (4-20) ---δᾱ εν υδς αι (5) 
Κατ’ ἀναβογίαν ο... 
σι (90) - ἂν (9 δὲ ος τν τὰ (6) 
κάν 


Ὁ τύπος (3), ἕνεια τῶν (5), (6) μα (3), γράφεται: 


ττᾖ[[1, δν δν)" ῇ. τν ο τν ᾧς- 5) 4μαυ (8) 


υ] 


Ἐὰν υαβξσωμεν χἀριν συντοµίας5 συύνα,͵ συνθ, συνύ τὰ ὀιευΦυνοντα συνηΏμί- 


- 1 ᾽ [ό ς . ' 2, 
τονα του όιανυσµματος Ἡ, τοτε ὡς γνωστον, δά ἔχωμεν : 


Τ, πτθς--- 
συνα « -----ἴἷ-υ-- συνθ- . συνν- ----ν- -- 
/Έεα-ε" ὁ νΈσ-ε: Ῥ νΕα-εῖ 


ξ μαι ὁ τύπος (8) γράφεται: 


αι [σος δυ ος) αυναν (ὃς -ᾱο} συνθι οἃ -δς) συνη]1νΕα εἰ αιάν 
ϱ κτι-{-ε . 
νο. ᾗ [δν - -3}συναν (ὃς -ὃΕ) συνβ (ος ὃς) συνχ]45 (9). - 
ὁ 
μ | ος 58 )άνατ.(οξ - τς) απαχα (58 - 90 αχαυ - 
6 


Ὅδεν, ἔχομεν Ειι τών (1) καί (9) Ὦ ξιατὺν (1) καὶ (1Ο) τὸν τύπον τοῦ 5ίοκος, ὔτοι: 


Φβακνα άν» βαάξ- | [ῷς - ο) συναν «(9ὲ -Όβ]σ υνθ(θα.. «θα)ουνχ]ὰ: ωὠ 
. 
ᾗ Φρικιφοννκανν] ον ος) ἀνάει(ὸς δη) ἀκάκκ (ος - τς )αχάν σα) 


5 


Παρατηρήσεις: 13/ Ἐάν η Επιφάνεια ὃ έΐναι ἕνα τιαρὰ ῥδῃλον ἵμωῆμα πρός τό 
Επἰπρόον οχι, τὸτε αΞ- ο ααὶ ὁ τυπος τοῦ δΐοκθς γινεται: 


ϕ Ράχιοαάυ - [ ο -ᾱ δε ὃυ) οταν ; 
4 : 
6 


ἤτοι αμθάνομεν τὸν τὺπον τοῦ 4ΓθθΏ, όστις θεωρεῖται ὡς µεριμή περίπτω- 
σις τοῦ τύτιου τοῦ Ἀλοκος. 
3/. Τὸ θεώρημα τοῦ 5Ίοκος ἐφαρμόδεται μαί εἰς τῶν περίπτωσιν ὅπου τό 
Τούνορον τῆς ἐπιφανείας 5 ἀποτεδείται ἀπό ὀιαφόρους χωριδομένας πια μπὺ- 
ᾗα5(6λ. 2κ.1). Ες αὐτὴν τῶν περίπτωσιν το ὁἠοιλήρωμα: 


| Έαχι θάψιγβας 
ν 


πρέπει νὰ ἂπφὸδῇ πατὰ µΠιος τῶν προσανατολισμένων παμπὺδων, αἱ ὁποῖαι 
ἀποτελοῦν τό σύνορον τῆς 5. Οὕτω π.χ. εὰν Δάξωμεν τὴν 
αὐρτην ἐπιφάνειαν ἔνός αυ Λίνόρου ἐπὶ τῶς οποίας ἔχομεν 
ανοί ἒει μίαν, « ὁτιἠν »2(61. 2κ. ”)ααὶ ἐὰν θεωρήσωμµεν των 
ξξωτερικὺν πῆευραν τῆς ἐπιφανείας͵ τὸ Θεώρημα τοῦ 5/ο- 


κθς ειφρᾶδει τὴν σχξσιν μεταξυ τοῦ Επιφανειαιοῦ ο Λοικλη- 


[ - 3 ι - 
βώματος υαί τοῦ Επιιαμπυλίου ποιούὐτου ἅατα µβωος 
- - | “ ς - -- , ν 
τών τριῶν ἁπαμπυᾷων αἱ ὁποῖαι ἆποτεβοῦν -ααιί τὸ σὺνο- Σι 4 


ο. «{ η , 
ρον τῆς Ὁ κατα τὴν ὁιεὺόυνσιν τῖτις δΦειανύεται εἰς τό Σχ. 1. 


95/ ᾿Ἐπὶ τῇ θὰσει τοῦ τύπου τοῦ 5ῖοκες Οά όείξωμεν την ἑαανῶν συνδήικην τοῦ 
θεωρήματος π -9-3, τοι". 

Ἐαὰν αἱ συναρτήσεις Ῥ(αν,), ϱ (αι) ΙΕ (αιυ,ε) εἶναι συνεχεῖς τκαὶ ἔχουν 
µεριιὰς παραφώχους αὖ τάξεωχ. συνεχεῖς ἔπί ἑνός ἁπβῶς συνεωτιιιοῦ χωρίου ν 
τού Κὸ τότε αἱ συνὂπιααι: 


κ...  -----ωσρκκ ος ος 


ος ΟΚ ὁὃῳ 9ος δλδ 


Όχ δν, οὐ ὃα» ὃἑ ὃς 


ναι ἱιιαναί, ἵνα τό Επιιαμπύδιον ὁδοιδύρωμα : 


| Ῥάχ. Φάνψι δα 


ο. Τ 


νο ς . .- Π ᾽ να κ Ἶ 
εἶναι ἀνεξαρτπτον τοῦ ὄρομου ατα µθιιος πάση» Δείας παμπυᾶης πευμε- 


νΏς ἐντός τοῦ ν. - 

Ἀπόδειξις: Λαμθάνοµεν µίαν αδειστὸν παμπυᾷτν (χ) πειμέντιν ἐντός τοῦν 
αιαί δεωροῦμεν μίαν ἐπιφάνειαν ὃ ἐξ ὁἀοικᾶήρου υειµένων ἐντός τοῦ ν ααι 
τής ὁποίας τὸ σύνορον εἶναι ἡ ἀΔειστή καμπυᾶτι (Υ). Μία τοιαύτω ἔπιφανεια 
ὑπάφκχει ααῦθ ὃτι, τὸ πκὠρίον ν εἶναι ἁπᾷώς συνεωατιιιὀν. Δύ ἐφαρμοχῆς τοῦ 
θεωρηµατος τοῦ 5Ίοκθς συνάγοµεν ὅτι, θα εἶναι Φ ξαχ κάν ι- κάπ-ο. Συµ- 
Φώνώς, δὲ πρός τό θεώρημα χι-9-{ τὸ ὁλοιδήρωμα σοι Φαν» Κατ εἶναι 


ἀνεξάρτητον τοῦ ὀρόμου ακιτὰ µἠιος τῇ» Γ, ὀπου ὗ παμπυᾶτ Γ αεῖται ἐντος 
του Υ. 

43/ κατα τὴν ἀτιόδειξιν τοῦ τυπου δῖοκος Σθεωρφσαμεν τὸν ἔπιφάνειαν 5 
ὕμο παραμµετρικἠν µορφήν. Ἐὰν ἡ ἐπιφάνεια ἔχπ τὸν Ἐξίσωσιν 2-4 (α,Ψ),πά- 
Ἆιν ὁ τύτιος ἰσχύει ἀριεῖ νὰ Δάθωμεν ὡς ἐξισώσεις τὸς ἐπιφανείας ἅπα, 


Ό-η, 2 (3). 


Ἐφαρμογῃ. ἸΕπαάτιθεύσατε τὸ θεώρημα τοῦ σέοχες διά τὴν συνάρτνισιν 
Εςλυὶ- χα] κ υσ'κ, ὅπου 5 εἶναι ἡ ἐπιφάνεια τοῦ παραθοᾷοειδούς 2 - αν η” 
φρασσομὲἑνη ὑπό τοῦ ἐπιπεόου 3-2. 

Λὺὑσις: Ἔκομεν 855 Ό--αξ κ- υπ "Ἔστω δὲ Γ τὸ σύνορον τῆς εν ἂδνῳ Ἐπι- 
Φανείας. θα ἔπαδπθεύσωμεν διά τῶν ἀνωτερω Φεάομένων τὴν ἴσχυν τοῦ του- 


που (44), Ότοι: 


ᾧ Ράχν Φάψνβαξ-- | τν «99 ουνας ον ο συνθν ο. -δε) συνγ|α5. 
| | 


τη ο 


Και αρχάς να τὸ ἐπιααμπύβιον οὐοιλήρωμα: 


ἷ- φβάκν Φαυψ βάσΞ- Φ 5υάχ- χεάυκυσαάΣ () 


Ἡ προσανατολισμένω ααμπυᾶη Γ (6λ.Σκ./) εἶναι 
περιφέρεια ἀύμλου µε ἔξισώσεις χ'ευ”-4,2-2. Αἳ 


πάραμµετριιαι Εξιοώσεις ταύτης εἶναι χ-2συνξ, 
υςηημῖ 7-2,0ΞΈκοπ.. 


Συνεπῶς τὸ ὁλοιβύρωμα (4) γράφεται. 


ᾳ 1π. 
[ρ (2πμί)(-οημξ) -- (1συνι).2.(συνὶ )] αἲ "| (αημ'ἐγθ8συν Σ)αί- 20πΠ. 
10 ο 


'Ἠότι δἀ ὑποᾶοχισωμεν τὸ θ3 µὲάος τοῦ τύπου τοῦ θἰοκά». Τὰ διευδύνοντα συν- 


Ώμίτονα τοῦ ἁαθέτου διανύσματος Ἠἡ εἶναι: 


μας τα ο ως ᾱ- ἂν... 9 


4 
συν ---πωπρο” μαισυνγς- -οξθςςς --τες---' 
ο. ὡς. ' νο όν οσον πμ ώσ 


΄ 29Ο ορ ΕΝ ΄ δω ορ 

ἀ : κα -- ο -- ος θᾱ-ι - --- -- Ὄ ----- ο - 
ἲἘξ ἀὰᾷου οι οι νά, ο, ον δω --λᾱ, 
:. Μετά τὰς ἀντιιατασιάσεις τὸ 63 μεᾶος γίνεται: 


τ-ῄ ( νκ)χ{ς (143) ἄςς ῄ [εκ ν κ νἐ99]άκαυ 
ρ 


σΕσσση; 
ὼ ς Π , : .. Π μα 
ὅπου Ρ εἶναι ὁ μὐιλᾶος «κ η" κά, θετοντες ασ Ἡ- ἠαμθάνομεν τελιιῶς' 


.. αχ” 1- «ή », χνη”.. 
Τ.{ ο ο 5 ας 
Γι) , 
Διά τον ὑποβλοχισμόν τοῦ τεβευταίου ὁλοιάπρωματος χρησιμοποιοῦμεν πο- 
ἀιαὰς συντεταγµένας, ὅτε ἔχομεν 


ο πρι ο... , ρ 
| . | [ἔρουνφ-ᾱςν ρ]ουν Φε”. “3 [ράραςφ- 1οπ. 

Ὅδεν, 151΄ ος 
66. ΘΕΩΡΗΜΑ ΑΠΟΚΛΙΣΕΩΣ Ἡ ΤΥΠΟΣ 1ΊΟΥ ΟΞΤΕΟΑΚΑΌΏΌΣΚΥ Ἠ Του αΑω5ς - 

Ἔστω ἕνα χωρίον Ν΄ περιοριδόµενον ὑπό ὁύψο τμωµάτων Δείων μαὶ προσανα- 
τοδισμένων ἐπιφανειῶν 5, καί 5, τών ὁποίων αἱ Εξισώσεις εἶναι ᾱ-{, (κ, ὐ), 
5 {, (χιν) ἀνιιστοίχως, ὅπου {,(αν) Ξ4(αι)) μαὶ 
ὐβο μιᾶς αυὐρτῆς αυδινόριικῆς επιφανείας τῆς 
ὀποιας αἱ γενέτειραι εἶναι ταραᾶὃηᾶοι πρὸς τὸν 
ἄξονα 03. (6Λ. Σκ. 4). Ἡ Ένωσις τῶν τριῶν ἀνωτὲ- 
ρω ἐτιιφανειῶν ἀαποτεᾶᾷεῖ τὸ σύνοφον τοῦ «ευρίουΝ 
ιιαὶ τὸ ὁποῖον ἄς τὸ συμθοᾶίσωμεν διὰ τοῦ 5 Ἔ- 
στω δε Ὦ τὶ προθοᾶη τοῦ συνόρου 5 εἰς τὸ ἐπὶ- 


' 3 ͵ ͵ ια ' 
πεόον Οχι. Ὑποθετομεν ἔπί πᾶεον τι τὸ σύνορον 


ὅ τεµνεται ὑπό τῶν εὐδειών τῶν ταραδλὴλων 


{ ! ν 3 , . χ. 
τρος τον ἄξονα Ο3 εἰς ὀυοσημεῖα, Σχ.4. 


Ἐστω συνΥ τὸ συνημίτονον πτῇῦς γωνίας τοῦ ιιαθέτου ἐπὶ τών ἔπιφανειαν ὅϊα- 
γύσµατος Π μὲ τὸν ἄξονα τῶν 3. θεωροῦμεν ἢόπτι τὴν συνάρτησιν Ἁ (κ,ἠ,3) ὡρι- 
ἰομένην εἰς τὸ χωρίον ν καί ἔχουσα συνεκΏ µεριμτν παρἀχωγον ὡς πρός ἨἩ.. 


Ἄς δεωρησωμµεν τὸ ὁδοιδήρωμα: 


- 98 (Χιν, 1) 
{κ ῄ δε Αχάφάς {) 


ν 


΄ υ 6 ͵ .{ 
ο λομώ ὡς προς Ἔὰ Εχομεν: 


ιο 
1: 4 | ο ατ]αάχαάυ- { βία,ν,ὐ, (οψ)κίχαμ -- [κανω αν) αχαν (2) 
ῦὸ. δια) 2 5 
τό ουνΥ εἶναι δετιιιόν ἐπὶ τοῦ τμήματος 5,, ἀρνητιιιόν ἐπί τοῦ τμήματος ὃς 
μαὶ μηδέν ἐπὶ τοῦ τμήματος ον. 
Ἐὼν δεωρήσωμεν ἕνα στιοιχεῖον 45 τῶς ἐπιφανείας 5,9ὰ ἔχωμεν τότε: 
ἀχάνσυνγάΣς, ἓἔάν συν 20 
-ἀχαάυ - συνγά», Γ συννγςο 
ἀχαν - 0Ο ς / συνγ- ο. 


Ὃθεν όυνάμεδα νἁ γράφωμεν : 
{ δ(αιυ,{, (αχ, υ)) ἀχάῳ- [κα, υ,Ἕ)συνγάς 


σ 


6 
| Β (αυ ἡ, (α, 9)) ην ᾗ β (αυ) συνγάς, 
[ 5, 


--ς 


Διὰ προσθέσεως τῶν ἀνωτερω ἰσοτήτων ἂἄαμθάνομεν : 


τ.ῄ β(α0ὁ(κυ)άχαυ -- ἥ βαν αιάκάν 
μυ] 


δ 
ρ “[ Β (κι) 3) συνγ ἆς -- ἡ (α,ὐ 3) συνν 5 (3) 
8 


Προσδέτοντες εἰς τν (3) καί τὸ / Β (αυ α)συνγάς-ο, δὰ Ἐχωμεν.: 


ἷ- [ Ε(χυ 2)συνγάςα [ β(χυ α)συνγάς - ᾗ β(αιυ,α)συνγάς- [ Β(χυι)συνγάς (4) 
στ. δι 


Ὅδεν, ῄ ασια) ἀχάιμασ- [ Είαυ )συνγά. ᾖ{(5). 
5 


τ ᾽ . εε 
Ἶξι τῆς ἀνωτέρω ἰσότητος (5) συνατοµεν Οτι: 


Εὰν αἱ συναρτήσεις Ἑ Ο,Π υαδώς μαὶ αἱ µεριιαί παρἀγώχοι αὐτῶν 
95 Θα 9Η, τ - α « [ ' αν 5 , ' 
απ” ν τα . 
δε )δυ 5 είναι συνεχείς εἰς το Φρα. αι ον κας Ἐν το µενον πωρίον ν, τοοποίου το συνορον' 


{ Ὡῳ ’ . ͵ -- . , 
ἀποτεδεῖται ἀπό ἕνα πεπερασµένον αφιὸμ2ν ἀείων Επιφανειῶν μαί σύνα, συνθ,συ)Υ ΄ 


εἶναι τάὰ διευθύνοντα συνηµίτονα τού λαέ ἐτιὶ των ἔπιφάνειαν 5 όιανύσμα- 


τος ή, τότε δα ἔχωμεν : : 


ᾗ (τσ 3 δα ε ος) ἀχάνάσ- ᾖ (Ρσυναςῷσυνθν βσυνγ)ας (6) 
9 
Ἐι τῆς (6) προυύατει ὁ τύπος τοῦ Ο5ἱγοφγαςἰ5κψ, πτοι 
(5) 


ΦΡ νκ9δὰ δε 


στη ὃχ "ου στ } ἀχάνάτ - ῄ Ραμαάτιθαάχάτν κπάχάν 


Εάν θέσωμεν ΕΞ(Ρ.Ω,Ὦ) ια ή εἶναι τὸ μοναδιαῖον κάθετον ἐπὶ τῶν ἐπιφὰ- 


νειαν 5 ὀιάνυσμα τιροφανῶς ὁ (7) γράφεται ααὶ οὕτω 


ᾗ δΡ 99 ὃς 


ὀχ ὃν ὁτ 
ν 


Παρατήρησις: τόν ἀνωπέερω τὠπον τὸν συναντῶμεν συχνα ὑτιο τῶν σὐοµασίαν θεα)- 
οηµα ἀποιμδίσεως ἡ θεώρημα τοῦ 6αω5ς. 


! . ἤ Π 
13/ Εὰν 5 εἶναι µία ἁδειστηῃ ἁαὶ Δεία Επιφάνεια περιικᾶείσυσα ἕνα. 


Ἐφαρμοψμαί : {3 


ατιδῶς συνεἁτιιιὀν χωρίον ἔχον όναον Υ, δείξατε Οτι: 
ντς- { χαματ ψάτακ «τάχαν. 


5 
Λὺσις: Δί ἐφαρμογῆς τοῦ θεωρήματος τῆς ἀποιβίσεως τοῦ Ο5ἱτοφγαάσκη ἔχομεν 
ο ο κο» )άχάψας- [[ρακαυκα-» [βκουα: Ξ5ν, 


«ισα τι 


[μάνακννάνακνσάκέν- | ος”5υ "ὁε 
ν ν νΝ 


5 . 
Εξ ης ἔχομεν τὸ ἀποδειιτέον. 
28/. Νὰ ὑποδβογισὸρ τὸ ὁἀοιάδηρωμα : 
15 ΐ χλσυαάσε η ἁπαάκνα κό 


5 


υ 


Επί τῆς Ἐπιφανείας τῆς σφαίρας χ'γη νσ-α 
Δι ἔφαρμογης τοῦ θεωρηµατος τῶς ἀποικδίσεως η τοῦ τύπου τοῦ Ο51Γο- 


Λύσις: 


ἁΓασί5|«ἠ ἀαμθάνομεν : 
1538 ή (καν νΕ")άκαυας, 
ν 
ὅπου ν΄ εἶναι ἡ σφαῖρα α'ευ" ες" Ξαἲ. 
Διά τὸν ὑποᾶοφισμόν τοῦ ἀνωτέρω τριπᾶοῦ ὁᾷοιδπρώματος εἰσάγομεν σφαι- 


ριιάς αυντεταγµένας ὅτε Έἔκομεν : 
1π ι] ᾱ- 
1-3 4θ [αφ | Ρίημφ 4 ξ- -ᾱ- πα”, 


33/ δίδεται τό χωρίον Α/ περιοριδόµενον ὑπό τής αυλινόρικῆς ἐπιφανείαςχνυ5{ 
αἱ τών ἐπιπεόων Ἔς-ο μαὶ ἔΞ:κα2. Ἐπὶ πᾷξον ΦίΦεται μαί Ὡ Φιανυσματιικτ 
συνάρτασις Ες (κας 5) ἐ ον (η. 161) 19 (21 χθ}) κ. δ ἐφαρμορῆς τοῦ θεωρήματος 
τῶς ἀποιλίσεως τοῦ Ος/τοφία« ςκὺ νὰ ὑποᾶονισὸρ τὸ ἔπιφανεια όν οᾷοιληρωμα 
ῄ Εφας, ἔνδα 5 εἶναι ἡ Ἐπιφάνεια τὶπεριαἈειουσα τὸ χωρίον ν. 


5 


Λλύσις: Εἶναι Ῥ« χ]νυσ', ϱ-« εθὶ ΕΞ 2εκαὶἢ καί 


δε ο κὃα. 
ΕΣΥ 


Ξ2(χνυν τα) 


-- δὺ ἐφαρμορῆς τοῦ θεωρήματος τῶς ἅπο- 


κδίσεως ἔχωλεν: 


[- ᾗ Επ ά5-2 [ῄ (αευς2)άκάμάς 


5 


πάς 


νΝ 
Ξ1 [[άκάν [ (κνυγτ)ας 


Ῥ 9 Σν 


. [}ρα0) 1.) μ ἀχαάι -- (ο. εδχ-2χυναυκλδ)αχάη. 
. Ὁ 
ν ( Π 1 ῃ 3 . [ 
Ἡ ἐπιφάνεια 5 ααδώς ικαὶ τὸ χωρὶον } (αὐιιδος) δειανύονται εἴς τὸ ΣχΧ.4. Δια, 
τὸν ὑτιοάορισμον τοῦ τεβευταίου Φιτιὰοῦ ὁλομιᾶδηφρώματος κρησικοποιοῦμεν 


ποδιια συντεταμµένας. 
Συνεπώς, ἴκ{ ᾖς (3 ᾿συνθ κθρσυνθ»γε2ρ᾽ συνθπιμθ--4ρημθν4)ρ-αρἀθ. 


͵ τη . 
3 | ραρ| συ’θαάθ.θ Ι ραρ/ουιθαθ» 1 [ρ)άρ [69θημθαὸ -α[ρ' αρ] "μθάθνα/ ραρ/ "49 -3ὲ π. 
ο φ [ο] ο ὁ 5 ο ο ι 


ο ο 


' 
Συμπᾶηρώματα καὶ ἁσιΏωσεις: 


.. Ὑποβοχίσατε τὸ ἐμθαδὸν τῆς Επιφανείας τοῦ τµτιµατος τοῦ παραθοήοειόσς 


2. 


8, Νά εὑρεὂδΏ τὸ ἐμθαδόν τοῦ τμήματος 


, -- ς [ ας - . 
213 -πτνυ”, τὸ ὁποῖον εὐρίσοµεται Εξωτεριιῶς τοῦ ἁώνου Ἔς να να. 


μα { ε σι ς ͵ μα. { 
θεωροῦμεν τὸν ἐπιφανειαν 5 τὺν Εχουσα ἔξίιοωώσιν: ῶ52-πα:-4, οπου τα 
σαν) μεταθάλᾶονται εἶς τὸ τριγώνον 
ει Ἀ ε ο - ὦ 
Β το οτοῖον ορίδεται ὑποτῶν εὖθει- 
ὤν. α-ο,-{,Ξκ. Νά ὑποᾶογισὸβ 
τό ἐμθαδὸν τῆς ἐπιφανείας 5 (6λ 


ἕναντι σχΏμα). 


-- / - / 
τῶς ἐπιφανείας τῆς σφαϊρας 
αυ (.-α) -α" τὸ περι εχοµενον 


εἰς τὸ ταραβοδοειδες ἆ- χ’ν αμ". 


4. Ὑποβοχίσατε τὸ ἐπιφανειαιόν ὁλομδήρωμα: 


5, 


{: (Ἄσυνα ὐσυνθ, Εσυνχ) ᾱς 


αν τν τν 


5’ 
. ς . - : -- : τν χἶ πα ε.. α« κα... ' 
εἰ την ἂνω ἔπιφανειαν τοῦ ΕΔειψοειδοῦς-ατ εὃς 4ἔστι229, Όπου η ἐπιφανεια 5 


η ͵ . , 
Εχει τον Όετικον προσανατολισµον. 


χ2 η, 23 


᾿Εὰν Ρ εἶναι ἡ ἀπόστασις τοῦ αέντρου τοῦ εἠλειφοειδοῦς ατ1-ᾱ," ποσα ἀτιό τὸ ἕ- 


ᾷαπτόμενον ἐπίπεδον αὐτοῦ εἰς τὸ σημεῖον Ῥ(α,υ,3) ικαὶ ὰ5 τὸ στοιχειῶδες ἐμθα- 
δόν πὲριξ τοῦ σημείου β τῆς ἐπιφανείας 5 τοῦ ἐλλειφοειδοῦς τότε δείξατε ὅτι: 
κ Φ 


) ᾧ Ῥας - αταθν, ἵ) ό Ῥ ας "φαδε (0 9χ αἲ κα. θ'). 
5 5 


6. Νά ὑποβοχισδῃ τὸ ὁἠοιβήύήρωμα ὄ Ηἂς Δαμιθανόμενον Επὶ τῆς ἐπιφανείας τις µο- 


3 
η ε ῃ ͵ ε υ . αἱ 2 . ο, -ς 
ναδιαἰας σφαὶρας με αἔντρον την ἄρχτΏν τῶν ἂβόονων, ὅπου εἶναι 


Η-α, χναιύ ναισνθα,χυ.θαςυ 2 «θαςχ 5”. 


ια 


έ ως ῃ ας ᾿ ῃ αασὸ, .-. 
Νάἁ υποᾶβογισὸοῦν αἱ συντεταγμὲναι τοῦ μέντρου θάρους τοῦ Ὅμηματος τῆς σφαι- 
ριωΏς ἐπιφανείας αν. ἆτ-- Β τεμνομὲνΏς ὑπό τοῦ ἐτιπέδου α-. 
. μ δη 
(Ἀπάντ. (Ο,0,-4)). 
τς - . - " , - 
Νά ὑποβογισθοῦν αἱ συντεταγµέναι τοῦ µεντρου βάρους ὁμοχενοῦς τμΏµατος 


τὴς ἐπιφανειας 3-3 (χνα νυν Ώ) τού περιαΔείεται ἀπό τὰ ἐπιβεδα «-θ,ύ-ο,ακυςΊ. 


: -- ͵ - ει .. - 3 
Να εὑρεδῶ ἡ ροπΏ ἀδρανείας τοῦ χωρίου τοῦ ὁμογενοῦς παραθολοειδους Σα πε- 


ριστροφὴς α΄ γ΄ -2χ 4, τὸ ὁποῖον τέµνεται ὑπόποῦ ἐπιπέδου Σ:Υ, ὡς πρὀςστόν ἄδονα Ο8. 


Μά ὑποᾶογισὸῇ τὸ ἐπιφανειαιιόν ὁἠοαλρωμα ῄ ο ἀ... . ὅπου 5 εἶναι τὶ ἓ- 


: νανρ τν (σ-1) ὁ 
πιφάνεια τῆς σφαῖρας χ΄τυ εσ- αἳ, αφή μαὶ σ- σταδερα. 
, -. ͵ 2 , ι 1 - ' : 
ύΑξιδει να στιµειωδΏ ὅτι τὸ ἄνωτερα οΛοιάπρωμα παριστᾳ το ΦυναμιΊιον 
π { -. ου . ι [ ᾿ , η - 
εἰς το σηωμεῖο (0,0, 1), οταν εις τήν σφαιρ/Ίατῖν επιφανεισιν Έχουν αατονεµτιὸΏ 


φορτἰα μὲ σταδεράἀ πυµνότητα ὃξ ο). 


Μάἁ ὑποᾶογισὸῃ το ὁλοαᾶήρωμα: ῄ Ε.ἠ ας, ἐπὶ τοῦ τµΏµατος τῆς ἐπιπέόσυ ἐπι- 
5 παν . α 
Επιφανεὶας δ:ςΦ (αυτ) 52294 2-6-0932Ξ:0, ὅπου είναι”. Γςπιωι- κ} » (πχ 2) κ. 


ἄποβογίσατε τὸ ἐπιφανειαμὸν οἈοαβπρωμα ῄ Ε ᾖάς, ὅπου ΕΞ(νι) ἰ-(Ύὐν!)«]α.2:κ 


’ σὶ , , ’ . 5 η ἔ ν 3 “ 
μαι 9 εἶναι το τριχὠνο µε Ίορυφες Α{ί00), δ(ο1,0),Γ(0Ο/) ὧαιτο Τι εχει φορα 


[ ς/ η ͵ 2 . αι 3 μ ψ 
τετοια, ὥστε νὰ ἀπομαιιρύνεται τὴς ἂρκχτις τᾶῃ αξονων (Ἀπ: Ο). 


, , , ς [ -ὀ . Π κ. . : ᾿ 
οιποβοχίσατε τὸ Επιφανειαιιον οἠοιάτηρωμα ῄ Εἠ ας, ὅπου Εξχἰτυ]γΣκ ωαι 
” , -- -- - 5 ας τς - ο 
5 εἶναι τὸ τμΏµα τοῦ παραθοᾷοειδοῦς 231-134 .Η”, τὸ ὁποῖον εὑρίσαεται ἔσωτε- 
. σα 


ριιῶς τοῦ αυβΐνδρου κ -2Χχ, προσανατοήισμένον ἐι τῶν ἔσω πρὀςτα εξω 


(δηλ. ἓν προμειμένῳ η. κο). 


ἀποβοχίσατε τὸ ἐπιφανειαιὸν ὁβομβήρωμα | Ε.ἠ ἂς, ὅπου Ε-υ' 9] -κ κ ααί 5 εἶναι 


6 
τοτμῆμα τῆς ἐπιφανείας τοῦ αυβινόρου ἡ’-ί-χ μεταξὺ τῶν ἐπιπέδων ΞΞ0 μαὶ ΖΞΧ, 
ΧΣΟ.µε ᾖτγρο. (Απ: 4/5). 


Ι5. 


Ἐπάβηθεύσατε τὸ θεώρημα τοῦ 5ἴοκος διὰ τὴν συνάρτησιν Ἐφνχυ)ίυ]-υ” 2κ, 
ὅπου 5 εἶναι τὸ ἄνω µέρος τῆς σφαίρας αὶνν 1151 μαὶ ἵ πὸ σύνορον αὐτοῦ. 

Ἐπαδηδεύσατετὸ θεώρτιµα τοῦ 5ἴοκος διά τὴν συνάρτησιν ΓΞηἱὰ-]ή Χ.Κ, ὅπου 5 
εἶναι τὸ τμΏμα τῆς ἐπιφανείας τοῦ Ἱυβίνδρου χπυς] µεταξυ τῶν ἐπιπέδαν 


4 3 - { [ 3! 
ΞΞ0 μαί ἔΞχνΏ, προσανατοᾶισμένο ει τῶν ἔσω πρὸς τὰ εξω. 


Ἐπαδηθευσατε τὸ δεώρηµα τοῦ 5Ίοχθς διὰ τὲν συνὰρτησιν Ἑς σἰκκ τα) κ υ-Κ, ὅταν ὡς ἔπι- 
φάνεια 5 ἀτπφὸῃ τὸτετράχωνον (άἀέντρου (ο,0/1) ααὶ πᾶευρὰς ταραθθ ἡλουςτιρός τοὺς 
ἄξονας 0.0, µμπιους 1, παμπύδτι δὲ Τ ἡ περίµετρος τοῦ ἓν Αόγω τετραχώνου µέφο- 
ρἀν ὁωαγραφΏς τῆς Γ ἡ θετιμη. 


- - ΄ - , Ι ε ς ' 
Δ/ ἐφαρμογΏῶς τοῦ τυπου τοῦ 5Ίοκος ὑποᾶογίσατε τὸ ἐπιιαμπτὺᾶιον ολομδύρα)- 
μα Φϕ χυάχγυ ἀν κ τἀχ ἐπὶ τῆς περιφερείας Γ, ἡ ὁποία ἀποιόπτεται ἀπό τὴν 
Γ 
π ας . . - 3 ! 
ἐπιφάνειαν 5 τοῦ ἔα περιστροφΏς παραβοᾶοειδοῦς.2-ΆΞ απ) γι” ὑπότοῦ ἐπιπε- 


όου σή. 


υ 


ϱ. Ἐπαδηθδευσατε τὸ θεώρημα ἀποιαδίσεως Ὦ θεώρημα τῶν Οςἱτοφταάςκυ -ζαιςς 


Ὁ. 


Μ. 


{ υ η 4 - . ῶ .. { 
Δαμθάνοντες ὡς διανυσματιµτιν συνὰρττισιν τὴν ΕΞ Αχί-5/ 142 Κ μαι ὧς 


͵ ῃ ͵ ην - ͵ 
τρισδιάστατον χκὠριὶον ν τὸ ὁριδόμενον ὑπό τῶν ἐπιφανειῶν .χ3νυ-4,2Ξ50 μαι 253. 


᾿Επαδηθδεύσατε τὸ θεώρημα ἀποιμᾶίσεως Δαμθάνοντες ὢὧς διανυσµατιαην συναρ- 


τωσιν την : 
πο 5 ᾱ-. πο 
Γπυχιν η] ο κ 


1 { [ ί ͵ 
ααὶ ὡς χὼὠρίον ὃν το σφαιριιὸν «την ας κ 


3 [ , Π ώ ἑ ὁ ἤ ἤ στὸ 5 - ο: 
Ἐπαδηθευσατε το θεώρημα ἀποιδίσεως διὰ την συναρτησιν ΕΞΔχί-λυ]ν κ, ὃ- 


- { ͵ - κ ῃ - Δ - 
που Ἰ΄ εἶναι τὸ χωὠρὶον τὸ ὁποῖον φρᾶσσεται ὑπό τῶν επιφανειῶν " 


α.ξζ-4 ἡΞ0πνυνρ-38 


{ ͵ - 0 ῃ Π ς ῃ σε 
Φ. Διὰ χρησιµοποιηπσεως τοῦ θεώρτµατος αποιδίσεως ὑτιοβοχίσατε το επιφανεια- 
' { ο σα π-θ ᾽ Ἐς. 2 : . -- . ἳ «. 
μόν οὐσιθήρωμα ᾖ Ε.Πῃαάς, ὅπου ΕΞπδιηυ ]κακ ααί 5 εἶναι ἡ ἐπιφάνεια Ὅτις 


ι ..... 
φρἀσσεται ὑπο τῶν πλω Ξἰ,2-0,ἔ-πνὂ. 


3. Μὲ την θοὐθειαν τοῦ θεωρήματος ἀποιβίσεως νἁ ὑποβοχισὸῃ τὸ ἐπιφανειαιόν 
ὁἀσοιδήρωμα -- 
ῄ υάυαάσεψάχάκνκάπάν, 


5 


αι κο , - . ώ 
οπου 5 εἶναι Ἱ ἐπιφάνεια τοῦ αυβίνδρου απ εη κα" µε-ηςα-ξὰ. 


34. Μὲ τὴν θοήδειαν τοῦ θεωρΏµατος ἀποιβίσεως νὰ ὑπολοχισθῃ τὸ ἔπιφανεια- 
μὸν ὁδοιδτιρωμα: 
[ αάνάς ευ ἀπάχια ἀχάν 
« 
ὅπου 8 εἶναι ἡ ἐπιφάνεια τῆς σφαἰρας: (χ-α)”ν(υ-ϐ)1 (1-.) ς ϱἲ προσανα- 


τολισμεντ Ειτῶν ἔσω πρὀς τὰ ἔξω. 


ἡ ͵ ' ἤ , « ͵ 
3 Ὑπολογίσάτε τα ἁάτωδι ἔπιφανειαμα οβοιᾶπρωματα: 


)) [[άνα» νἀπάχκακάυ, ὅπου 5 εἶναι τὸ ἡμισφαίριον: ΣΞν/-χῖ-ὐὸ «νι, 
5 
9 2 ο Ν " ε 
προσανατοᾷισμενο ειι τῶν ἔσω πρὸς τὰ εξω. 
ο [ («.συνα-υσυνθαασυνγ)ά5, ὅπου 5 ἡ ἀνωτέρα) Επιφάνεια τοῦ ἡμισφαιρίου. 
ι 
μ) | χ΄2άς5 ὅπου 5 εἶναι η μυβλινδριωτ Σπιφάνεια: χνυ - {ο αι. 
9 ἓ 
4. «Ὑποβοχίσατε τὰ ἐπιφανειαμά οἈοιἈηρώματα τῆς ἀσι.25, μὲ τὴν θοήθειαν τῶν 
παραμετριιῶν παραστάσεων ἄντιστοικω». 
|) "αΞΏημασυνυ, ΌξτημαΏμυ, Ἑξσυνα.' 
: ς ͵ « ὁ ) 
ι) Όμοιως ὠς εἰςσ()), 


ωρ Χπξθσυνα, Ὅτημια, Συ. 


ΚΕΦΑΛΑΙΟΜΣ χι 


ΔΙΑΒΝ ΣΜΑΤΙΚΗ ΑΝΑΛΝΣΙΣ - ΘΕΩΡΙΑ ΠΕΔΙΩΝ 
δ ΓΕηικαι Ενµοιαι 


1. Ἡ ἕννοια τοῦ πεδίου. Καλοῦμεν Πεδίον µία Περιοχην τοῦ χώρου ἔντος τῆς οποίας 
Έχει κπκατανεμπθῷ ἕνα Φυσικον µερεθος εἰς τροπον, ὡστε εἰς μάθε σημεῖον τᾷς περι- 
οχώς τοῦ χώρου νὰ ἀντιστοικῃ µία τιµΏ τοῦ μεμεθους τούτου. 

Ἡ Έννοια τοῦ πεδίου εἶναι ἡ θάσις διὰ ἁαφόρους Εννοίας τῆς θυγχρόνου φυσιιἠς. 
:Εἶς τὸ παρον ἀεφἀάδαιον 9ἀ ὁιαπραγματευδοῦμε στοιχεῖα τῆς µαθηματιωἠς Θεωρίας, 
ἥτις ἐφαρμόξεται εἰς τήν µεᾶέτην τῶν φυσιαῶν πεδίων. Εἰς την Μηχανιμήν, εἷς 
τὴν ᾿ΗΔεωτροᾶογίαν, εἰς τὴν Υδροφυναμιιήν μαὶ ἀλλαχοῦ συνήθως ἀσχολούμεδα µε 
ποσότητας ὁύο 6ασιιῶν τύπων, ὁπᾷαδή θαθμωτές ιιαὶ διανυσματιαές, Αντιστοίχως 
4 θεωροῦμεν ἀύο τύπους πεδίων: τὰ θαόὂµμωτα υαί τὰ ὁιανυσματιια πεδία. 

α) Δαδμωτόν µαβεῖται τὸ πεδἰον ὅταν εἰς μάθε σημεῖον του Μ (κ 3) ἀντιστοιχῇ 
ἡ τιµή 4(Μ) ἑνός θαδμωτοῦ µερέδους. Ἡ πραγματική συνάρτησις { καδβεῖταιτὸ- 
τ ὁαδμωώωτπ συνάρτηῃσις, ἄλλως 6αθμωτὸν πεδέον ιαγρὰ- 

Φομεν; 
{(Μ)- (αι, Ἐ) (1) 

Εἰς τὰ ἑπόμενα τὶ συνάρτησις (4) θὰ θεωρῆται αυνεχἠς ααὶ ά Εχχι συνεχεῖς 
µεριμάς παραγώρους πρώτης τάξεως ὧς πρὸς τὰς µεταθδητάς Χιὺ,3. 

Βαδιμωτὰ Πεδία συναντοῦμε συπνά εἰς τὰς ὁιαφόρους εφαρμομάς τά) µαθηµατι- 
υμών εἰς τὰς φυσιµάς ἐπιστήμας ικαὶ τὴν τεχνολοφίαν. Ὅταν, π.«.,εἰς μάθε σωμεῖον 
Μ πῶς ἀτμοσφαίρας ἀντιστοικίξωμεν ἕναν πραμματιιὸόν ἀριδμον 4(Μ), ὃστις παρι- 
:. στᾶ τὴν δερµοιρασίαν εἰς τό σημεῖον Μ, τότε π οὕτως ὁριδομένη συνάρτησις ὁ εἷ- 
ναι ἕνα θαθμωτόν πεδἰον. Ὁμοίως θαδμωτόν εἶναι τὸ πεόἰον τὸ ααθορίὶδον τήν πυ- 
ἁνότητα ὃ- δ(κιν,1) εἰς τά, ὁιάφορα σημεῖα ἑνός σώματος. 

Ὁ προσδιορισμός ἑνός θαδμωτοῦ πεδίου ὡς πρὸς ἕνα σταθερὀν σύστημα συντε- 
ταγμένων ιαὶ ἡ ἀντίστοιχος συνάρτησις {(χ,υ,3) δὲν εἶναι πάντοτε ἵμανα διά 
τήν μεδέτην τοῦ πεόἰου. Διὰ να ἔχουμε μἰαν περισσότερο πἀάθρτι περιγραφτν 


τῆς δομῆς τοῦ πεδίου, χρησιμοποιοῦµε τὰς ααβουμἒνας ἐσοθαρεῖς ἢ Ισοσταὸμι κάς 


ἐπιφανείας. [ 

Καλοῦμεν ἐσοθαρ” η (σοσταδμιιιήν ἐπιφάνειαν Ἑνός θαδμωτοῦ πεόιου 4) τὸ 
σύνοᾶον τῶν σημείων Μ (Χ,υ,ε) τοῦ αώρου εἰς τά ὁποῖα ἡ ὁ ἄαμθάνει σταδερὰν τιμήν 
ἴσπν μὲ σ. Τὸ Ἐν ἄόμω σὐνοᾷον εἶναι µία ἐπιφάνεια μὲ Εξίσωσιν : 

έαιήσ)-σ (1) 

"Εάν ἡ τιµτ 4(χ,,3) τῆς ᾗ εἶναι ἡ Θερμοιμρασία εἰς τὸ οπιµεῖον Μ (Χιλ), τότε αὖ 
ἰσοσταδμιιαί ἐπιφάνειαι αντιστοιχοῦσαι εἰς Φιαφορους τιµάς τῆς σταθερᾶς ς λεγον- 
ται ἐσόδερκοι Επιφάνειαι, 

:. Εἶναι φανερόν, ὅτι αἱ ἰσωσταδμιμαι ἐπιφάνειαι (2) αἱ ὁποῖαι ἀντιστοιχοῦν εἰς ὅλας 
τὰς ὀυνατάς τιµάς τοῦ 5 πᾶπροῦν ὅᾷον τόν χῶρον εἰς τὸν ὁποῖον ὀρίδεται τό θαὸμω- 
τὸν πεδίον μαί ὅτι δύο Επιφάνειαι: ὁ, (κ ύ,τ)-ο, καὶ {,(χ,ὐ,1)Ξ6, δὲν Έχουν κοι- 

να σηµεῖα , ὅταν ο,τς,. 

ο προσόιορισµός ὅᾷων τῶν ἰσοσταθμιιών ἐπιφανειών ἁαί οἱ ἀντίστοιχοι πιµα! τοῦ 
6 μᾶς παρέχουν μίαν πλήρη περιχραφην τῆς ὀομῆς τοῦ πεδίου. Αὐτη Π μέθοδος 
παρουσιάσεως τοῦ πεδίου εἶναι εἰδιιῶς ματάλληᾶτι ὅταν τὸ πεδίον ὀρίδεται υπο 
μιᾶς ὁιαφορισιµου συναρτήσεως δύο μεταθάητὠν 4 (κιή) µέ τιμές πραγμματιαἑς. 
ΤἸὁ συνοΔον τῶν σημείων (α,υ) µε: 

ό αυ)ξς (3) 
παριστᾶ µία µονοπαραμετριιην οἰαοφένειαν γραμμῶν, αἱ ὁποῖαι ααβοῦνται ἐσοθα- 
ρεῖς ἡ ἰσοοταθιωικαί μραμμαί τοῦ πεδίου. 

Εἶναι φανερον ὅτι µία ἰσοσταδμιιἠ τραμμτι εἶναι Ίρο 6οῦ η τῆς τομῆς τῆς ἔπι- 
Φανείας ἔ-{(α,ν) υαὶ τοῦ ἐπιπέδου Ἔ-ο Επί τοῦ μαρτεσιανοῦ ἐπιπὲδου ΟχΗ. 

Αἱ ἰσοσταθμιιαί Ὑραμμαί ἔφαρμοδον- 
ται εὐρέως εἰς την χαρτοχραφἰαν ὁιά τήν 
παράστασιν τοῦ ἀναγβύφου τῆς Γης. Οὕτω 
όιὰ να δείξωμεν τὸ ὖψος εἲς εἰς ἕνα το- 
πορραφιιον πκαρτην Φφέρομεν απεριµετρι- 
υ-ας, γραμμάς (8Λ. Σχ.!), τὰ σημεῖα τῶν 
οποίων ἔχουν τὸ αὐτὸ ὑψόομετρον, Σκ. | 


Ἐάν ἡ {6,0) παριστᾷ την δερμοιρασίαν εἰς τὸ σημεῖον Μ(Χ,ἡ) τοῦ ἔπιπ έδοι) 


ο 


τότε αἱ ἰσοσταμιααι γραμμαἰὶ μα λοῦνται ἰοόθερκιοι γραμµαέ (6λ.κ.39).᾿ 

Εάν δεωρήσωμεν τών οἰικορένειαν τῶν ἰσοσταδμιιιῶν Ἐπιφανεκων {(χμ1)Ξς, ἀντιστ. Ἰσο- 
σιαδμιιῶν γραμμῶν ὁ(χιν)-ς, τότε Εξ ειά - 
στου στιµείου Μι(χο,ν.,Ξ.) τοῦ χώρου, αντι- 
σιοἰκὠς Μ, (Χ.Ὁ).) τοῦ ἔπιπεόου, διέρχεται 


μία ἰσοσταδμικη ἔπιφανεια  ἀντιστοίχως 


͵ τι ν - Π [ 
γραμμτ τις Εχει, προφανώς,των εξισω- 


σω: Σ(Χι, 3)Ξ {(ΧοΗ,, 3), ἀντιστοιχως την « Φ(αιν) ο 4 (θες ης). 


: α { ’ ΄ , - - 
ϐ) Διανυσματιιιόν ααβεῖται τὸ πεδίον, ὅταν εἰς μάθε σημεῖον του Μ(κ,ἡ5) ἀντιστοιχῇ 


ἠπιμὴ Ε(Μ) ἕνός διαννοματιιοῦ µερέδους, Η διανυοματιαἠ συνάρτησις: 


Ἐ(μ)ξΞ Ε(αιτ)- Ῥαιυ,). Οκ) 1ν Βίαιν).κ (4) 


ὡρισμέντι ὁιᾶ μάθε σημεῖον Μ(Χν,1) τοῦ πεδίου, ἀαβεῖται αἱ ὁιανυσματνιον πεδίον. 
: .. - 2 - ( μα ι « « ος ασ , 
Συχνα εἶναι αναμµαῖον να Θεώωροῦμεν διανυσµατιιμά πεδία τὰ οποῖα μεταβαλλονται 
ὡς πρός μίαν παράµετρον, ὡς π.κ. ὁ χρόνος Ε. Εἰς αὐτὰς τὰς περιπτώσεις γράφομεν: 
ΓΕ. Ε(Μα) (5) | 
α ͵ ' ὃ [ - , [ μ. 
ἕνα χαραιωτπριστιιὀν παράδειγµα διανυσματιαοῦ πεδίου εἶναι το πεδίον τῶν τα- 
- , -- Ἱ ͵ , - ς ῃ - ῃ . 
χυτύτων τῶν μορίων ἓνός ρευστοῦ: Ἔστω Ὁ ἕνας ποπος ροῆς ενός ρευστοῦ µε ταχυ- 
-- .. . ώ ρ . -- , 9 ῃ , Π 23 4) 
τητα Ἠ), ἥτις εἶναι ἀνεξάρτητος μὲν τοῦ χρονου, αλλαξει οµως Φιευθυνσιν απο σΏ- 
μεῖο εἰς σημεῖον. Εάν εἲς μάθε σημεῖον ΜεὈ ἀντιστοιχίδώμεν τό διάνυσμα Ὁ-ῦ (Μ) 
φδάνοµεν εἰς ἕνα ὁιανυσματιιὀν πεδίον, τὸ Οτιοῖον εἶναι τὸ πεδίον τῶν ταχυτήἠπὠν τῶν 
μας. “ . [ . Π ς , 
μορίων ἑνός ρευστοῦ, Γενικὠώτερον ὀνναμεθα να µεβετησωμεν την αινγισιν ενος ρευ- 
- τί υ Π : ι ͵ Π Π ῃ .Ἀ ῃ - 
στου Οταν σε μµαδθε χρονιατ στινµΏ ἓ γνώριξδωμµεν το πεδίον Ὅ (Μ) τῶν ταχυτήτων τῶν 
. - Π α ͵ ο τς . ͵ ε , 1’ Ὁ , , 
ὑᾶιιῶν σηµεὶών ἀπό τὰ οποῖα συνἰσταται το ϱευστον, Πτοι ἔχομεν τὸ όιανυσμ.τιεδίον: 
Ὁ κ ὖ (μες χρὀνος 
υ [ Π - . . . . λα . π : -- 
Όταν το πεδιον τῶν ταχυτήητὠν ὁεν µμεταθἀδΔᾶεται µετα τοῦ χρονου Ἐ η µινπσις του 
ρευστοῦ ιαδεῖται μόνιµπ. 
Ἀᾷᾷα χαραιτηριστιµα παραφδεϊγµατα διανυσματιαὦν πεδίων εἶναι τά αμολουθα. το 


͵ α- ' [ - ῃ ω 3 ῃ { ͵ 3 , - ͵ 
πεδίον τῶν πιέσεων ἔπι τῶν σωμεἰὼν μιᾶς ἐπιφανείας εὐρισιαοµενΏς Σντὸς ρευστου.το 


-- ο 


πεδίον τῆς πᾶεμτριαῆς ἐντάσεως: 6 -ξ (Μ,8) ἀαὶ τὸ πεὀίον τῆς μαγνητιιιῆς ἐντάσεως: 
Β- Ἡ (Μμ) εἶναι ἐπίσης διανυσματικά πεδία. Τά δύο τεβευταῖα, ὅταν δὲν μεταξἀλλακ- 
ται μὲ τόν χρόνον ἐ, Δέρονται τὸ μὲν πρῶτο ἠδειιτροστατιιόν, τὸ ὁέ δεύτερον µαγννν- 
τοστατιικὀν πεσὶον͵ | 

Γραμμαὶ διευδύνσεως ιιαί ὁιανυσμµατιικαὶ ἐπιφάνειαι. Ἔσιω Ε(Μ) ἕνα διανυσματιιὀν 
πεδίον. Μία ααμπύᾶτη (γ) μµειμένπ εἰς τὸν χῶρον Ἡ θά ιιαᾶῦται γραμμ ὀιευδύνσε- 
ως τοῦ πεδίου, ἄβλως Φιανυσματιιή νραμμµ», ξὰν εἰς ἔιαστον σημεῖον Μ αὐτῆς 
τὸ διάνυσμα Ἐ(Μ) εἶναι δα ρεδρε ος τῶς παμπυᾶης. 

Αἱ γραμμαι ὁιευθύνσεως τοῦ πεδίου: 
Ε. Ε(Μ) Ξ Ῥ(χ,υ,τ) (αι) (αν 2): κ 
εἶναι Δύσεις τῆς Φιανυσματιιιής διαφοριαιῆς Εξισώσεως: 
Εκαάτ-ο (6) 

ὁπου ἡ- Γ(χιυε)- π.ἰν υ.]»3.Κ εἶναι τὸ ὀιάνυσμα Όεσεις τοῦ τυχοντος σημείου τῶς κα- 
μπύᾶης, Ἡ ἄνωτερω ἔξίσωσις (6), ἂν χ-χ(4), υ- (4), 2Ξ2(4) εἶναι αἱ παραμετριικαἰ εξι- 


σώσεις μιᾶς γραμμῆς Φὁιευδύνσεως, εἶναι ἰσοδύναμος τρὸς το σύστηµα: 


κ  ἄᾱ .  ἀε ω 
Ῥ(αιυ,5) επ ΕΤ ΕΚ (αυ, 5) 
.. 
π νω- φομ 
Ἱ Ώέχιὼ κ) ο Όπου Ῥ(α,ῳ,3)0Ο {(7’) 
ᾱ (χ) Ἐ ασε 
Ρ(Χ, ν͵1) 


όύο διαφοριιών Ἐξισώσεων μὲ Φὺο ἀρνώστους συναρτήσεις: τὰς ὁὺο συντεταχµένας 
ῃ ῃ ἤ - Γ 
9,3 ἄαμθανομενας ἁχς συναρτήσεις τῆς τρὶτης κ. 
. υ -- έ ῃ η . ο: ος ι , 
Αἱ γραμμµαιὶ ὁδιευδύνσεως εἶναι ὅθεν αἱ ολοιδτπρωτιμαί γραμμµαὶ αὐτοῦ τοῦ συστήματος. 
[τ ͵ ῃ ε - ’ ῃ - να - Π 
Όταν το Φιανυσματιιὸν πεδίον εἶναι το Πεδίον τῶν ταχυτήτων μιᾶς µονίµου αινήσε- 
ως ρευστοῦ, τὀτε αἱ αἱ ὁιευδύνσεως ἀέρονται ρευατιιαι 6 ιαΌοσον 
ϱ φραμμα ἐρ ρ Φραμμαί, 
μ ͵ ῃ { ο - ς - 
συμπίπτουν µε τὰς τροχιας ποὺ διαγρἀάφουν τά µόρια τοῦ ὑχροῦ. 
' . ͵ η υ υ . ε [ , 
Εἰς το πᾷεµτροστατιµον µαί εἰς τὸ µαμνητοστατιιιὀν Πεδίον αἱ γραμμµαι ὁιευδυν- 


σεως Δέχονται Φυνακε/ιαί γραμμµαί. 


Μία Επιφάνεια (Ε) παραμοµένη ὑπό γραμμῶν Φδιευδύνσεως ἕνός Φδιανυσματιικοῦ πε- 


δίου Ἐ - Ε(Μ) μαβλεῖται διανυσματ/ιήύ ἐπιφάνεια. Προφανῶς ἂς ιιάδε οτμεῖον τῆς 
διανυσμ. Επιφανεὶας (Ε) ἡ ιάθετος ἐπὶ τήν ἐπιφάνειαν εἶναι ὀρθογώνιος πρός τὸ 
διάνυσμα Ἐ εἲς τὸ ἓν Δόνῳ σημεῖον. 

Ἐὰν ων τ)-σι, Φαν 1)-6, (οιιο,- σταθεραἰ) εἶναι ἄύσεις τοῦ συστήµατος 
(3) Ὁ (ή), πότε τὰ Εξίσωσις : 

ρα ᾧ (44)-ο (8) 

παριστᾳ μίαν διανυσμµατιω ήν | Επιφάνειαν ο. ποδίου Ε{(Μ). 
ο. Ες τὰ προθᾶτιματα. Φυσιιῆς πού ἀναφέρονται εἴτε σὲ θἑαθμωτὰ εἴτε σε Φιανυσμα- 
τιιἁ πεόία, Έχει µεχά ην σπουδαιότοτα τό νά γνωρίδωμεν τὸν τρόπον μὲ τὸν ὁποῖον 
μεταθάᾷᾶεται τὸ πθδίον ὅταν μεταθαἰνωμεν ἀπό ένα σημεῖον εἰς ἕνα ἄλλο, Εις τὼν 
περίπτωσιν τῆς μιᾶς ὁιαστάσεως, τοῦτο τὸ γνωρίδοµεν ἀπό τὰς μεταθολὰἁς τῆς πα- 
Ρραχγώγου, διὰ γενιιώτερα ὅμως πεδία χρησιμοποισύμε τὰς µεριμάς παραφώφους. 

Εἶναι φανερον ὅτι ὅταν σχηματί5ωμµεν µίαν µεριιιήν παράγωχον, Θειωροῦμεν τὸ 
πεδίον ὡς συνάρτησιν μιᾶς µόνον μεταβλητής, μὲ σταθερὰς τὰς ἄλλας µεταθάτι- 
τάς. Κάδε μεριμὴ παράγωγος, συνετιῶς, παριστὰ τόν συντεᾶεστην µεταθξολής τοῦ 
πεδίου κατά την ὁιεύὀυνσιν τοῦ ἀντιστοίχου πρός τὴν μεταθλητήν αὐτὴν ἄξονα. 
συντεταγμένων. Εἶναι ὅμως περιασσότερον Φυσιμον νὰ Ὀητήσιωμεν νὰ εὑρωμεν μὶ- 
αν εὐρυτέραν ἔννοιαν τῆς παραγώγου, τοιαύτην ὥστε: ἀντί να μᾶς περιορὶσῃ εἰς 
τὰς εἰδιιάς µόνον διευθύνσεις τῶν αξονών, νὰ μᾶς παρέκῃ τών Φυνατότητα τῆς µε- 
ἀέτης τῆς συμπεριφορᾶς τοῦ πεδίου πρὀς κ ἁ ὃε διεύθυνσιν . τὸν σιοπὀν αὖ- 
τὸν Εξυπηρετεῖ ἡ παραγωχος , τήν Οποίαν ὃὰ εἰσαφάχωμεν εἰ. των ταράγραφον 
3 τοῦ παρόντος Κεφαβαίου. 
«Παραδείγματα: Ι/Σ/ Νὰ εὑρεδοῦν αἱ γραµµαί διευδύνσεως τοῦ διανυσματιιοῦ πεδίου: 

Ἐαώτ)--4ψεί-χνάχυ-κ. 

Λύσις: Ἔχομεν Ῥω1)--4ὐ1, (αλ)σ-χ,͵ Χαυτ)-4χυ ααὶ ἔπομένως αἱ γραμμαὶ όιευδυνοε-- 


- ͵ ἤ - 6 [ - ͵ 
ως τοῦ ὀοθεντος πεδίου 3ὰ εἶναι αἱ οᾶσιιάηρωτιικαί γραμμαι του συστήµατος; 


αχ Ἱ αν . απ 
-δυ  -κ- ἀπ 


ἘἩ τοῦ ἀνωτερω ουστήµατος ἔχομεν: χάχιπα2-0, αὐάμ κασ-ο, 


έ ΄ ι. ΄ . [ 
ΟΔοιμβηρώνοντες εὑρισαομεν Ὡς εξισώσεις: χ"νε--ςο,, ον ας... 


29/ Νά προσόιορισδοῦν αἱ ἔραμιμαί διευδύνσεως τοῦπεδόίου: 
Εντ) α: ιν κ νκθίς, 


Λύσις: Κατὰ τὸν τύπον (3) ἔχομεν: 


χάχ- άν ο 
ᾱκ αἱ ἂν | 


9 ἆ 5 χ κυ υάν- 2ἀς-ο, η . 
Δύέδλοιιδτρώσεως αὐτῶν ἔχομεν: α-ίξαι, --ᾱι- 


Αἰγραμμαίὶ ὀιευδύνσεως εἶναι αἱ τοµαί τῶν όύο αὐτῶν Ἰαυβινδριικῶν Επιφανειῶν. 


ι ᾿ - 39 κ. Ν ο. . Π μα , 
Π. Ορισµος τοῦ Εσωτερικοῦ μαι Εξωτεριιιοῦ χινοµένου ὁύο ὁιανυσματιικὤῶν συναρτήσεων. 


Ἔστωσαν αἱ όιανυσματιμαί συναρτήσεις; 
Ι , 3 
ό: υ-ς ΕΚ μαι ο: ὑ-- κ 
πι , . ͵ μα 3 
ὅπου Ἱ) εἶναι ἕν ἀνοιμτὸν ὑποσύυνοᾶον τοῦ Δ'. 
. { . [4 . ο Π 
Δυναμεδα νὰ ορίσωµεν τὰς συναρτήσεις: 
͵ 3 
ότα: 1) ---Β μαι {κα υ--- 8 
ὡς Εξῆς: 
(4.4) (χ)ς{ (α):ᾳ4 (α) μαι (ὖχα) (α)57 00 χφ(α)δια μαθεκχεῖ). 
Σημµειωτὲον ἅτι ἡ 4-4 (ἐσωτεριιμὸν χινόµενον τῶν συναρτήσεων) εἶναι µία. ἀπειικό- 
- Π με ᾱ, 3 ι ὦ ὦ . ͵ - 
νισις τοῦ Ώ) ἔντος τῆς πραρματιικῆς εὐδείας, ενῶ ἡ όκα (Έξωτεριινον γινοµενον τῶν 
{ - . ε μα ͵ -- 3 
συναρττσεων)είναι µία ἄπειμονισις τοῦ Ὁ ἔντος τοῦ χώρου ΚΕ’. 
Ἀναβομως ὀρὶδομεν ιαὶ τὰ ἐξῆς: Ἐάν 
' : 
φ: Ὁ ---Ε ναι {: Ὁ --- Χ, 
ς ας [ ὦὰ ͵ οι "ν : ᾽ ͵ « ς 
ἴοτε παριστοῦμεν διὰ τοῦ συµθόἁου ϕ.{ ἢ {.φ τὴν διανυσματιιἡὴν συνἀρτταιν, ἥτις ὁρί - 


ξεῖαι ὡς Εξῆς; 
(Φ.{) (α)Ξ φ(α).{(3) διὰ αάδε χεὶ), 


631. ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΔΙΑΗΥΣΜΑΤΙΚΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΣ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΗΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ (4:β--.Ε)) 


Ἔστω µία διανυσματική συνάρτησις { (8) τε] ςΑ, ὅπου ἶ ὃν ὁιάσττιµα, ῆτις Δαμθάνει τι- 
μάς ἓν [, ἤτοι {(4)εΒΙ. Διὰ μάθε ἐε ] ἔχομεν : 
(8) 5,9, όν (Θ,... (9), 
ὅπου ὁ, ή... εἶναι αἱ συντεταρμὲναι συναρτήσεις τὴς 4 (61. κεφ. τ }. 


Ἔστω ἓν σωμεῖον ἐκε]΄ ορἱσδοµεν τῶν μάτωδι συναρτησιν : 


(0 ῷ:Δ6.) Μόνο περα), ε]- {ὲ.] - 


ἀϊἰδομεν τώρα τὸν μάτώδι ὁρισμόν: 


Όρ ισµός ΧΠ-2-ἱ «αδοῦμεν (πρώτην) παράνωγον τῆς συναρτ”σεως { εἰς τὸ σημεῖ- 
ον {εἰ εαί τήν συμκθοΏίδομεν μέ : 


“αμ ν ο .. αὐ(το) 
ό΄ (19) εἴτεμε τρ - 
τὺν αιάἀτωδι, ἄν ὑπάραῃν, ὁριαιιν μα. 
44) - 4 (19) 
έἑ-ξο ἐ- ἑο 
Ώτοι : 
4 ντι 4(4)- τς 
λος λαο. 
Εἶναι φανερὸν ὅτι ἡ ἀνωτέρω ὁριαμή τιµή ὑπάφχει, τότε μα µόνον τότε, ἂν ὑπάρκγ ἡ 


δι (0-49 ἀδι(ὼ γι. α 


ς ͵ ͵ . 3 ͵ Π 
οριαιἠ τιμη: δίπη ον Ῥ, ἴσανει δε: 


ἔτι, ἔ-ε. σας ο 


άφ(4ο) ἀς 9) ἄὰρ (1ο 
ζω-δὸ (αρ ά(ω,ι ἑ(ω)- (ὐρρο., ἀδμλο,... 4ὐκ 9). 
ἄά (4) 
αἲ 


( « 1 υ ( ͵ εν ή : 
αν π παράγωγος υπάρχπ. εἰ, τότε ορίδεται μία συνᾶρτπσις 


ἀὖ (48) : 
αν, {ΕΙ ἡ ὁ- 
ποία ιμαβεῖται ἡ Ππρώττι παράγωγμος της ᾖ ἐν 1. 


Ἡ παράγωρος τὴς ὡς ἂνω διανυσματιιῆς συναρτήσεως ὁ (4), εεΙ, εάν ὑπάρχῃ, μαδεῖται: 


ᾱ ὁ (4) 
ἀπ" 


χει, τότε μαὶ µόνον τότε, ἂν ὑπάραχπ πι Απο Ψ ία 2.. Ῥ ναί Νε]  ἰσχύει δε: 


ἡ δευτέρα παράμωνος τὴς { ἐν ἶ εαὶ συµθοᾶϊδεται µέ α΄ ω εἴτε «με : Αὐτηω ὑπάρ- 


(ο, (8)... ος (9)), 


Διά τῆς τεδείας Επαγωνῆς ἔχομεν: 


ασ ωκ( α)  ο,. (ϱ)) 


Παραδείμματα:!5/ Μά ὑποᾶονισὸῃ ἡ πρὠτη ιαὶ ἡ δευτέρα παράμωρος τῆς ὁιανυσματιικής 
συναρτησεως {(1)-. (συν, ημΈ, ), τε. 


᾿Λὺσις:; Ἔκομεν: {α)ξ(-ημῖ συν!) υαὶ {9 -(-συνῖς υμ, ο). 


24// Νἁ ὑποβσφισθῃ ἡ πρὠτη μαὶ ὄευτερα παράγωγος τῆς Φιανυσµατιιῆς συναρτήἠσεως 
{4)- (ημ{συνὶ, συν πμε) ιαὶ αμολούδως νὰ δειχὸῇ ὅτι: 64). όᾳ)ο0. 
λύσις: Ἔκομεν μετὰ τὰς παραγωχίσεις: 


{ (85 (συν ΣΕ, -πιμιὰ |συνε), ὁ 4) (-2ημοὲ -2συν1Ε -πμὰ). 


Ὡς γνωστὸν, ἐὰν ΕΞ (ό,,ὅ.,...ὲ) αὶ ᾱ-(φ,,4.,..., ᾱ»), ἴσχυει ! 
Εντ ὃν αν όν νο ος δν 4ν 
Ὅδεν: ὅ{.}ς (πμὲσυνε, συνΆ, πμ) «(συν2ὲ, πμ 11, συνὶ) 
5.:.: Ξ πμ[συνϊ (-τιμῖ- συνξ) κ πμῖ.συνῖ -- Ο. 
Οἱ θασιμοί εωανονες παραρωγίσεως διανυσματιιιῶν συναρτήσεων πραρματιικῆς µε- 


ταθήηπτης μαβύπτονται ἀπὸ τὰς Ἱάτωθι προτάσεις: 


Προτασις ΣΠ 1-4. Ἔαμ ὁς(ὁ, δεν.) μαὶ ᾱ- (4ι.4.,... 3) εἶναι δὺο παραγωχίσιµοι 


ὁιανυσματιμαὶ συναρτησεις ὡρισμεναι εἰς ἕν ὁκάστηιμα 1ο ξ μαὶ ο: --- Β εἶναι µία, 


ι . ῇ ' η Π 
ὠγίσιμος τραρµατικΏ συνάρτησι», τότε διά μᾗάδε Εε[ ἰσχύει: 


πο ο ο 


ὦὢ -ᾱ- 4-9) 4-ᾱ- 


᾽Απόδειξις, ἰ) Ἡ ἀπόδειξις ὡς ἁπθῆ παραδείπεται. 


- ο... ι . ͵ . : χι ͵ ἤ η 

Αἱ ἰ) αι ἰ{) Έχουν τὸν τύπον τοῦ γινομένου, αν μαι ὁ πολΔαπῆασιασμόὸς εἶναι ὄιαφο- 
ρετιμός εἰς μάδε περἰπτώσιν, Ἔφ ὅσον ἡ µἑθοδος τῆς ἀποδειξεως εἶναι ἀμριθῶς ἡ ἰδία. 
εἰς μάθε περἱπτωσιν, δἀ ἀποδειξωμεν µόνον των ἰί). 

ς ͵ ή , 

ὪὨς ἵνωστον ισχυει: 

δα 5 δαν ὅ, ᾱι {. νι ρ αρ” μα. αι, 

{ π 
ὅτε ἔχομεν : 


. ασι ά 
Φα ΑΡΧ ο 


ση 


Πρότασις ΣΠ - 2-2. Εάν ὁ- (6, όν, δν) εαὶ 4-4, θε, 9.) εἶναι ὁύο ταραχωχίσιµοι δια- 
νυσµατιιιαὶ συναρτήσεις ὠρισμέναι εἰς ἓν διάστηµα ] «Β. τότε δια μάδε {εἰ ἰσχύει: 


ε -ᾱ (κο: εκ .χ.ν ος “9 


Ἀπόδειξις: Ἐφ ὅσον αἱ Φ(4) ααὶ 4{ἱ) εἶναι παραγωχίσιµοι ὁιανυσματιιαί συναρτὴ- 
σεις, αὗται θὰ εἶναι ααὶ συνεχεῖς (διατί;) ἁαίὶ συνεπῶς δὰ ἰσκύτι: 


εἶτα ὁ (118): 948) . ζἶπι 4({1π)-4(1). 


νΕοτωσαν δη ἓ ιαὶ ΕνἩ δύο σημεῖα τοῦ 1, τότε ἓμ τοῦ ὁρισμοῦ τῆς παραγώγου 
(θλ. Ορισμόν απ -1-1) ἔχομεν: 
: - κα(ᾳ 
-ᾱ ((υνφ(9)- θἶπη ο ο (8) κφ(1) (9) 
τό δεύτερον μᾶλος τῆς (1) γράφεται μαί ὡς Σξῆ, ἄν ὀπφὃᾷ ὑπ οψιν ὅτι: 


0 -- (ές η) κφ(χ) »{ 4.π) κά) | 
αἲ( (κφ(ι)- ζἶπη ὁ (εν) κα άνη)-όσεν) κο ο 


| 


4(: μα : 


- ϱ(εω)- 4 (8) 
- Εἶπι [δευ)κ- οσο 


ξίπη (εν) κ ζὖπη ο 3) Γ ἶνη -ᾱ ν -ᾱ ) χα(ε) 


ο 1.] 


/ 


εῶκ ἁθ, ἀθῶ κφ), διά αάθε {εῖ 


Παραδείγματα: {8’. Ἐὰν 4{(9)- (Ε,Ε,2Ε),Φ(89)- (ο 1-ξ 3) μαίὶ α(8 58 εεῖς Β.,νἁ εὗφε- 
δοῦν αἱ ο 
. απ. α - 
Γ) ἃ (Φ.0), ἰ) -ᾱ (494), αἱ) δν (κα). 
λύσις: Ὁ Ἔχομεν, συμφώνως πρὀς τὴν πρὀτασιν ἆΠ-- 2-4: 


αν (49) - «φαν να{- (9) οἲ”, 6ἳ"). 


τ) Ὁ εὐθὺς μι κὰ διά τὸ ὁ-ᾷ δίδει: 
4 6φ)τὰ Ἡ (εν νε-- η ᾱ (με νλν)ς 9 δὲ. 
εάν ο. την πρότασιν χ -2-1 διὰ τὸν ἴδιον ὑποδυνισμόν εὑρίσιομεν: 
Ξ (ΕΕ 11). (18-10) κ (1, 251,9): (111,1) 
53 λος 115 4-1. νθςσκ-δε. 


ο νον σπα ας 


ἵν) Ἐργαξομενοι ὡς μαί ἓν 4) µε ὁύο διαφορετιωοὺς τρότιους εὑρίσμομεν ὅτι: 
το (1κφ) - (1ος- 4) ἰ (6-1) ἐν (1- αἲ - 4ἲ)).κ. 
τὸ 1/ Δείξατε ὅτι: ξὰν τὸ µ ἔτρον μιᾶς ῥιανυσματιιής συναρτήσεως Β(Ε) εἶναι σταδερὀν,τοτε 
κ. ας Ξ0, ἐῷ ὅσον αἱ κ μαὶ-ας εἶναι διάφοροι τὴς σταδερᾶς ουναρτησεως 0. 
λύσις: Ἐξ ὑποδέσεως ἔχομεν: β:β- |Λ[- 6. Αὕτη παραχωγιΣοµένη ὧς προ» ἓ όϊδει: 


αλ 48 α-ο ἥ αε. 
δ. τι στ" 8ΒΞΟ,Ά 2Λ..ι 5ο. 


6 9. ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΗΑΡΤΗΣΕΩΣ ΚΑΤΑ ΔΟΘΕΙΣΑΝ ΚΑΤΕΥΘΥΗΣΙΗ 
Ἔστω ἡ πραγµατιιτ συνάρτησις {(α1) ὡρισμέενη ἐπὶ τοῦ ἀνοιμτοῦ ὑποσυνόλου Ὁ) 
τοῦ Λ', Ὑποῦδξτομεν ὅτι ὑπάρχουν αἱ μεριιιαὶ παράγωγοι πρώττις τάξεως τῷς ἀνωτέρυ 


συναρτώσεως διὰ αάθε (χ,υ,7)ε Ὀ μαὶ εἶναι συνεχεῖς. Ἔστω Μ,(Ε,τι,5) ἕνα ἔσωτερι- 


μον σημεῖον τοῦ Ὁ) μαὶ τὸ µοναδιαῖον διάνυσμα ἵὶ (α, τε, αν). 
Ἔστω Επὶ πᾶέον ιαὶ τὸ σημεῖον Μ(ξ4Π,ηΗκ,ς{) µε Μ.Μ Μεν μαὶ μιμία, ὔτοι 
Μ.- Λ. τ Δε. 
Δἰόοµεν τῶρα τὸν παν ὁρισμὸν : 
Ὀρισμόςτα - -ᾱ-ί: κ«αθοῦμεν παραρωγον τῆς συναρτήσεως ὁ εἰς τό σηκεῖον 
Μο(ξη,ς) µατα τὴν ιιατείὂυνσιν τοῦ Φιανύσιιατος ἵ] (ωρα αν), συντόκα)ς τατευὸυ- 
νοµένΏ παράνωμος τῆς { εἰς τό σημεῖον Μο Ἱιατά τὴν ιιατεύθυνσιν ,. καί τήν συµ- 


6οῦίδομεν μέ: 


τῶν ιιάτωθι, ἄν ὑπάραμι, ὁριαιιτῖν τιμήν: 
Φίπι ο ὁ (1ο), Λεξ, Λο. 


Ἄννο 
μέ 


αστε: 


“Ον φίλμ 4 (Μ)- 4 (Μο) 
{ς (μας ἕως οι 


λόὀνῳ τῶν ὑποδεσεων διὰ τῶν ό(χιη,τ) δα ἔχωμεν ͵ 
4 (Εν Ηνπά κ, δν) (ξ,τδ) δι (Ε,τι 5). πας (ιτ). Κνός (61,5). ἐν ΙΜ-Μ.[-ε(1Μ-Μ.), 
ὅιου Ε(ΙΜ- Μ,[) ---ο τοῦ Μ-«Μ. μαιά µῆΠιος τῶς Οεωρτιθεἰστις ὀιευθδυνσεως. 
λογω τοῦ ὃτί Μ.Μ { 9ά ἔχωμεν' ησλα,, ΚΞλα,, ἐ- αν και ΙΜ-Μοῄλ. 
σεν: 
σα τό, (μπι ϱ) -ᾱ κ δι (Επ, δ) κ. εδ (Επ, )--ᾱ- κ ε(λ)’ 


Λαμθάνοντες τὰ ὅρια ἀμφότέρων τῶν μελΔῶν τῆς ἀνωτερω σχέσεως διὰ λ--0 ἔχομεν : 


ε. ὃς (5) - 6 (Μ0) «4 (ἔτι ) αι εδο (επι .-.- 6) 


Ἡ σχξσις (1) μᾶς ἀποδειανύει συγχρόνως τὴν ὕπαρξιν τῶς όα (Μ,), πθηρουμένων Φυσι- 
: . . : | ἳ :  ᾿ϱ--ᾱ--ᾱ- : να ο ο. π...- 

μα τῶν προαναφερθεισῶν υποθέσεων διά την ὁ (κιυ,7) ὅτιλ την συνεχεια τον κ, νι. 5. 

ο --4.-.-λλλλλἍ αυ ----ϱ-ᾱ--- ” ο οι ἃ 5) βτιαας . - 


Ἐπὶ πᾶξον ἒω τὴς (1) παρατηροῦμεν ὅτι ἡ παράγωγος τῆς { ιατὰ τὴν ιιατευδυνοιν τοῦ 


' ’ -ᾱ ι - , , ῃ - 
µοναδιαἰου διανύσματος ἵ (μ.,ὰ., μι) ἰσοῦται πρός τὸ ἔσωτεριιμον γινοµενον τοῦ δια- 


νύσματος Ἱ ἐπὶ τὸ διάνυσμα ποὺ Έχει ὧς συντεταγµἑνας τὰς: ὁ. (Ε,τ,5), όν (Ε,1π,δ),δι (Ε,τις). 


Εἰόιμαι περιπτώσεις. Εάν ἵ - (10,0), τὸτε: ο - Ξός (Μ6) κ (Ε,τ,5), 
ὁπᾶ, ἡ παράγωγος τῶς ὁ (χ,ν,2) ες το στιμεῖον Μο ώς ατα την ιατεύδυνσιν τοῦ µοναδι- 
αἱου δωινύσµατος τοῦ ἄξονος τῶν α΄ συμπίπτει μὲ τὴν µεριωτιν παράχωγον ὁ. (Ε,τις). 
Ὁμοίως ἔαν -(ο,(,ο) Ἀ ἆ -(9,0/1) δά Ἐχωμεν ἀντιστοίχκως: 


ο. -ᾱ (Εεπιξ μαι ντα. 4. (Ε 5) ; 


Γ 3 Ὀ η Φε ι 3 ον ο - . 5 - 
Μία ἰόιοτως ἀπορφέουσα Ἐω τοῦ οριαμοῦ εἶναι ἡ εξής. 


πα μα κ (μὸ 


4 μ) όν μο παριστῷ τῶν μεσην ταχύτητα μεταθολής τῆς 


ΠαρατηρΏσεις: 13). τὸ πο δίον 
ῇ [ μα 9 -ὰ 
συναριΊσεως { κατα µπικο5 τοῦ ο ας Μ.Μ. 
98) Ἡ ὡς ἄνω εἰσαχθεῖσα Ἐνλοια, ὅπως εξ ἄλλου φαίνεται εµ τῶν εἰδιικῶν περιατὠσεων, 
ῃ { ν ι ’ . - - ͵ 
περιξχει ὡς εἰδιμῶν περιστωσιν εωεινην τῆς µεριωῆς παρανωνου. 
43) Ἔστω ὅτι παράγωγος ὰ ιν ὑπάρχει διὰ τάδε ματεὺδυνσιν Ἰἁ (ως αι αν), τότε. προ- 


φανῶς, δα ὑπάρχουν ααὶ αἱ 8 ος ο Τουναντὶον ἔνδέχεται νὰ υπάρχουν ὅᾷαι αἱ 


- . . { αλ . . ' 
μερικαὶ παράγωροι τῆς 4 (χ,ψ/2), χὠρὶς ὅμως αὐτό νὰ ἔξασφαδιδγι τὴν Όπαρξιν 
ο ' ον ; Π ' { ( ' . π 
τῆς παραγώγου τῆς ὁ ὡς πρὀς αὰἀδε ματεύθυνσιν Ἡ, ὡς δειαννειτο πάτωθι παρα”, 


δειυµα : χ49 ἂν κυ-ο 


όσον) Ξ ἱ . 
| 6 αν πυςο. 
Εὐιόάως Φιαπιστοῦμεν ὅτι ὑπάρχσυν αἱ μεριμαὶ παράγωφοι πρώτης τάξεως τῆς ὁ 


εἰς τὸ στιμεῖον (0,0) καί ἰσχύει: 
-Ού(οιο). κ. δό(οι0), 
Όχ ον 
Ας θεωρησωμµεν δη τὸ διάνυσμα. Ἱλ (αρ, αι) µε μγὰι 3Ο ααὶ ενας τί μαι ἄς 


ε) « μα ( Π ν Θύ(ο,ο) 
εξετάσωμεν αν ὑπάρχῃ. τ --ὃσ 


Ἔκχομςαν: : 
84(0,0).. ρί {(λάμλάι)-Μ(99). ρ. 4 
δα. ὃν οπ ὶ .π 


Αλλά τὸ τελευταῖον ὅριον δὲν ὑπάρχει, ὅδεν δὲν ὑπάρχει εἰς τὸ σηµεῖον (0,0) ἡ παραρω- 


. [ 9 -- η Ν η ' ῃ 
χος τῆς { ματα τὴν ματεύθυνσιν Ἱ, µαϊτοι αἱ µεριμαί παράγωφοι ὑπάρχουν. 


43) Ἡ Όπαρξις τὴς παραρώγρου τῆς συναριήσεως ὁ εἰς ἓν σημεῖον Μο (Ε.η,5) δια ιιὰ- 
θε ματεύθυνσιν ἅ δὲν Ἐξασφαδᾶίδει τὴν συνεχειαν τῆς { εἰςτὸ σημεῖον Μ. (Ε.Π, 5) 
ὡς δειανύει ο ἁἀτωδι παράδειγµα" 


Ἔστα) ἡ συνἀρττσις: 


ὰ 
«Χ κ 
νι ,.ᾶᾱν χο 
{αιν)Ξ 
β πι 
ο. , ἂν πο 
. [ ͵ ν ών ἤ -- --ᾱ 
μαι Τὸ τυχον μοναφιαϊῖον διανυσμα Ὁς(αρ αι) 0. 
-ἲ . - 1! ς ῃ ς Π ος 1 ’ - 
Ευαολως διαπιστοῦμεν ὁτι ὑπάφχει ἡ παραγρωρος τῆς { εἰςτο σημεῖον (00) ἁα- 
τὰ Ὅων ματεύδυνσιν τοῦ διανύσματος Ὁ καὶ μαδιστα ἰσχύει;: 


ἳ Μι 
δ4(99)... τς αν 0ο 
δα ο 
Ὁ, αἂν α-ξο0 
Ἐν τούτοις εἰς το σημεῖον (00) ἡ 4 δὲν εἶναι συνεχΏς (Φιατί ;) 


Ἰδιοτητες ΧΠ- 8-/. Ἔστωσαν 6 (χ,2), 4 (κ͵ὐ,2) δύο συνεχεῖς συναρτησεις ὡφρι- 
1 δ 


ο . ῃ ος , ος : ε 
6µεναι Επὶ τοῦ ἀνοιιτοῦ ὑποσυνολου Ὁ του ΒΔ ααὶ τῶν οποίων υπάρχει η παρὰ- 


͵ ͵ π . . ' -- 
Ίχωρος ὅιά μάθε Μ (κ 2) εἰ) ἅατα την Ἱατεύθυνσιν τοῦ ὁιανυσματος (ως 0) 
ἰσχύουν τότε αἱ ικάατώδι ἰόιοτητες: 


9) -ο, ἂν Ὁ { εἶναι σταθερα, ιτ) θοθο ο 
ἴϊ) ο-34) 


. Όσο) .. ον 
δα ο. Φα, ν) δα 


ν) σα (ας φ) - ο 


σος δια ἁαάδε σταδεραν ς 
τπτ Ἠ (αιη,2) ε 1) με α(αιν,2) 4 ο. 


η ἀπόδειξις τῶν ἀνωτερω ἰδιοτήτων Ἐπαφιεται ὧς ἄσωπσις εἰς τὸν ἀναγνώστπν 
Παραδειρμα: Δίδεται ἡ συνἁρτησις {ή τ) (ανν 73) Ἡ 
ἵο5 αὐτῆς εἰς τὸ σωμεῖον Μ{111) ματὰ τὸ διάνυσμα ΟΜ 
Λύσις: Εἶναι ΟΜ - ος, ποτ). Λονῳ τῆς (1) δα εἶναι: 
τε κά (1) ος τόν (1) ος νδ(-ς 


µά εὑρεδῇ ἡ παράφω- 


Ἐν προἁειµ ενω Ἐχομεν : 
1 : τά / ι 
ὁ (αι 1) Ξ- χ (α) κ 7’) -----ᾱ κά οσα 


1 


δα) Ξ-γ. αν να ο ----ν Ελ ντο 
δαμα)- τα νφ ο. --- Αττ-τνς 
Ὅθδεν: 
κ πι αν πμ κος 
δα δρ νᾶ ἂν ᾖ ἂν ντ ν 3 


6 4. ΚΛΙΣΙΣ ΣΥΗΑΡΤΗΣΕΩΣ (4ΡΑΡΙΕΗΤ) 

ὙἜστυ ἡ πρανµατιαὴ συνᾶρτησις 4(χψ,ζ) ὡρισμἒντι ἐπὶ τοῦ ἀνοιωτοῦ ὑποσυνολου 
τοῦ β᾽ εὙποδέτομεν ἔπὶ πᾶξον ὅτι ὑπάρχουν αἱ μεριιαὶ παραγωγοι απ) τάξεως τῆς ἀνω- 
τέρω συναρτηΏσεως δια μάδε (αι) έὺ ιαί εἶναι συνεχεῖς. Δυνάμεδα Δοιπόν ὅια 
μάθε σημεῖον (α,υ,2) εν) νὰ ὀρίσωμεν τὸ διάνυσμα: 


{ἐς (αν ἡ) ας }- ἐς (αι 1) «ΚΕ (α,1) τοῦ ὁποιου ἀρχή εἶναι τὸ σπμεῖον (χι 1). 


Ὀριομὸς πΙ-- 4-4. Καθσῦμεν αἡίσιν (4Υγαἄἰονὶ) τῆς συναρτήσεω» ὁ (α.ν, 1) -ητις 
πᾶπροϊ τὰς ἀνωτέρω ὑποδέσεις εἰς τὸ σημεῖον (α,ὐ,ζ)εὐς Κ᾿- τήν όιαννσµατ/ κών 
: ο ο κά, 
μώκκόὑή τν δα κο 
Ταυτην δε συμθοᾷὶδομεν οὕτω 4γαα κ. 


Συµφώνως πρὸς τὸν ὁρισµόν, προφανώς, δὰ Έχωμεν: 


ο 5 Ἡ- 4Γαά ὁ (αι, 1) 


Ἐξ αὐτοῦ συνάγοµεν ὅτι: Ἡ παράγωγος τῆς ὁ (α,υ/7) μπατὰ τὴν ὀιεύδυνσιν τοῦ ὅια: 
πορανχος τις απο Ἐν οκ ων 
͵ οφ . ; , ͵ . - . η 
νύσµατος Ἡ ἰσοῦται μέ τὸ σχετιἁο µετρο τῆς προθοᾷης τοῦ ὁιανυσματος 
ᾳταά/ (ὰυ,2) επὶ τὸ Φιάνυσμα πα. 


͵ α ͵ ῃ αν .1 ε Σι ͵ : { κ 
Είδιιῶς διὰ τὸν χώρον Ε' ιιαὶ ἐὰν δεωρηΏσωμεν την συναρτησιν Ζ-ἁ (αι) το 


Ὁ ἀνωτερω ὁρισμός ὀύναται νὰ γενιαευὸῃ μαὶ δια τας πραγµατια5 συναρττσει» 


ς ν 3 ἐ σσ ω κος ; κ [ ψ 
δ(χ,α.,..., Χρ) ὡριομένων ἐπὶ ἕνός ἀνοιατού ὑποσυνόήου τοῦ χώρου [κ 


Δι εφαρμογνὴς τῶν ἰδιοτήτων τῶν μεριικῶν παραμὠμων διαπιοτοῦμεν εὐικόλως τὰν 


υἀάτωθι ἰδιότητας τῆς διανυσματιωῆς συναρτύσεως αγαά{ (χ,,2). 


Ἰόιοτητες ΧΠ- 4-ἰ Ἰσκύουν τὰ ιὰτωδι: 


ι) αταα (λ. {) τλ.αγαάὀ, λ- σταθερα 


ι4) ἀταα ({) -0, ἔνδα { σταθερᾷ 
αἲ) αἵσα (019)Ξ αγαας ν αιαά 4 ' 
ἵν) οτααά 4) -  ἠταάφφφταά } 
ο. "Ν 4ναα (5) - -----.. , ὅπου ἁ(κ) Αὂ. 


Ἡ αποδείξεις τῶν ἀνωτέρω Ἰδιοτήτων ἐπαφίεται ὡς ἄσμποις εἰς τὸν ἀναγνώστην. 

"βόπ προτιδεµεθα νὰ ὁώσωμεν ιμαὶ μίαν γεωμετρικών ἑρμηνείαν τῶς Φιανυσματι- 
μΏς συναρτΏησεως αφ γαοί ὁ (χιυ,2) 

Πρός πούτοις ἄς Όεωρησωμεν την ἔπιφάνειαν (Ε) τῆς ὁποίας Ἡ ἐξίσωσις όἱἵ δε- 
ται ὑπὸ τὺν πεπδεγμένην μορφών ὁ (αιή,2) - 0 

Ἔστω τὸ σημεῖον Μ (χ,υ,1) τῆς ἐν Δδόνῳ ἔπι- 
φανεὶας (6. Σχ. 1). Καβοῦμεν ἔφαπτομενον Ἐπὶ- 
πεδον τῆς ἐπιφανεἰας εἰς τό σωμεῖον Μ (κ υ2), 
τὸ ἐπίπεδον µε ἔξίσωσιν: 

(κ -κ) ο ο (1-)2ὲ ν (σ-) δὲ το. 
Εἶναι γνωστον Ἐν τῆς Ἀναδυτιιιῆς Γεωμετρίας 


στι τό διάνυσμα ΜΛ- (ο: ντα Ι :ν εἶναι αάθετον 


ε) .... 9. , , ΄ 
είστο ἀνώτερω ἐπιπεδον. ὰ ΄ 


"τοι: Ίὁ φταά ὁ (α,ν,1) ἕἶναι ἕνα διάννσµα {άδετον επἰ τὸ ἔφαπτόμενον ἐπίπεόον τῆς 


ώ 


ἐπιφανείας (Πτοι, κάδθετον Επί την ἔπιφάνειαν) ἆ (χιι, 7) - 0 εἰς τὸ σημεῖον Μ (α,Μ,1). 


Τὸ δε ἀπόλντον μἒτρον Ὁ ποττη τοῦ διανύσματος αταάφ(«,η,2) εἰς τὸ σημεῖον (α,2) δὰ εἶναι: 


Ιβναά ὁ (0,2) Υ(ϱς)ν (ος) ν (91). 


Ὀρισμός ΣΠ- 4-2 Καβοῦμεν ἀνάδεῆτα } τεβεστην τοῦ ῥαγπ/δίοη τὸν διανυσματικόν τεΆδοτην: 


Αὐτὸ αδ᾽ ἑαυτό τὸ Ὦ δὲν ἔχει ἀριδμπτιιτιν σηµασίαν͵ ἀποιτᾶ ὅμως τοιαύτων ὁ- 
Ὅπαν ἐφαρμόδεται εἰς µίαν συνἀρτησιν- 
Ὁ ἀνωτέρω τεδεστῆς εφαρμοδόµενος εἷς τήν ο... δίδει: 


πή- (σον ροκ ὃ 3) ὁ- ιδ ., δν κ.9ξ «αταα ὁ. 


ατη 
ν{ «φταα{ 


{ ῃ 3 - ε΄ ώ Π ῃ 4, { 
0 τεβεστής Ὑ ὃα ἀποσειχὂῃ ὅτι εἶναι Εξαιρετιµα χρησιµος. Με τὸ σύμθολον Ἱ αἱ 


Ὅδεν : 


᾿ἰδιότητες τῆς 5 4-ἱ γράφονται: 
ν (λ.48)Ξ λ. Τό όιὰ αὰδε λ σταδερὀν 
ϱ 1-0, ἔνθα { σταδεράἁ 
υ ζάντα) - σά «σα, 9) -ὃ  ὕανανή 
τά ο) σον , ὅπου 4 (ὰ) 30. 

Εἰς τὴν εἰδιιὴν περίπτωσιν τῆς / -ᾱ(κιη) ἔχομεν: 


.. 9. 
απααἡ- πό «ὃς εν ὃς {, ἔνθα. ος ἶ νο). 


Ὦ 5 ΑΠΟΚΛΙΣΙΣ (ἀίνογάθηςς) 


Εστω ἡ διανύσµατιαΏ συνάρτησις: . 
Ἐνμα)σὶ- Ρικ) αμ) Κ.Β (2) {() 
διὰ τῶν ὁποίαν ὑποδέτομεν ὅτι ὑπάρχουν αἱ ἶ µεριμαί παράχωφοι -ᾱ-- δυο 


είναι συνεχεῖς Επί ἕνος. ἀνοιμτου ὑποσυνολου στ) ες᾽ -ᾱ- 
παν πι ποτ - 


Ὀρισμός ΣΙΙ-5-Ι «αβοῦμεν ἀπόιήισιν (αίνεηᾷεπες) τῷῶς διανυσματικΏς συναο- 
τήσεως (Ι) ωαί τὴν παριστιῦμεν µε αὶν ΓΕ τὴν υάτωδι θαδμωτήν συνάρτησιν; 
"ος δυ 5σ 
Τό ἁῑν Ε δύναται νὰ δεωρπθη ὡς ἕνα µαταχρηστιιιὀν εσωτεριιὀν γινόµενον τῶν Ὁ ιαὶ Ε, 


αἰν ΕΞ Ὁ.Ε 


Ν 
Ώπτοι 


Ἰοῦτο δε εξηγεῖται ὡς εξῆς; 
ΓΕ αἕι ο κ. «9Ρ.89, 98 
νΕ (ος κο }.(ἱ Ρικ] 89 Κ.Α) Ξ-ρ.3 ὃς ν -ὺν Ε, 
Διὰ των διανυσματικΏν συνάρττισιν: 


Εαυςἰ Ρα)11 9 (υ) 


θά ἔχωμεν: 
αν Εαω- τς νο ο: 
Ἡ ἀπόιᾶισις ἔχει τάς ἀιιολούδους ἰδιάότητας: 
Ἰδιότητες ΧΠ-5-{. Ἰσχύουν τα μάτωδι: 
π ) αῑν (λ.Ε) «λ. ἄῑν διὰ λε 
τ) ἀῑν (Ἐκ ᾱ) - άν Ἐν αίν ᾱ 
ι 1) ἅὶν (ᾳ. Ε) - Ἑᾷταάφ» Φ.ἀὶν Ἐ ἔνδει ᾳ θαδμωτή συνάρτησις. 


(Πρέπει νὰ προσέξωµεν τὸ 63 μὲᾶος τὴς ἰδιόττιτος (ἰἱἱ), ὅπου ὁ πρῶτος πφοσθετεος πα- 
ριστᾶ ἐσωτεριιιὸόν γινόμενον ὁύο διανυσμάτων, ἐνῶ ὁ δεύτερος προσδετέος παριστᾷ τι- 
νοµενον ὁύο πραρματιιῶν συναρτήσεων. τό ἔινόµενον ϕ Ε τοῦ πρώτου μεᾶους παριατᾷ 
γινοµενον πραγματι ἣς συναρτήσεως ἐπί τὴν διαν υσματυιὴν συνἀρτησιν Ἐ). 

Απόόειξις τῆς 1) ἰδιοτητος . Έστω: 


Εαιτ)-ὶ Ρ(κ,υ1) 1 4 αυ 1) Κκ(αν,σ) 


τς φ.Ἐ-ἰ (5) } (8) κ.β). 
Εἶναι δε: 
αῑν (9 .Ε) - θα ν ο. κ δςΦ.Β) - 
. ος] 
μα ο ο 
ρ ὃ ὃ 
ο φον δη "δκ) (88 9 δν τρ” 


Φ. αὶν Ε 3 Ἑ- αγαά φ. 


υ) 


Προιασιςσή- 5-/! ᾽ Ἐὰν ἡ ) πραγµατιιατ συνάρτησις Σαιν 7) Έχη μεριμἁς παραγώρους δευ- 


τέρας τάξεως συνεχεὶς Ἐπὶ τοῦ Ὁς Κ᾽ τὸτε ἰσχύει: 

ος δη κα 
δα ἔδος 2: 

Ἡ ἀπόδειξις τῆς ἀνωτερω προτάσεως ὡς ἁπᾶΏ τιαραδείπεται, 


Ὁ διαφοριµός τεβεστής σι γ δα .σον μαδείται 6ιαφορεικός τεβεστής τοῦ {αρίαςς 


αῑν φγαά ποτ 


. υ η - 
μαι παρισταται δια του Δ. 


Όδεν την παρὰστασιν : 
ή , ας, 9ἳ 
δα ᾿ ου" ᾿ ο" 
θἀ τὴν παριστῶμεν συχνα διὰ τῶν ουμθόλων : 
ἀῑν φηαάξ Λ ΔΣ ση ν (74) 


μαὶ θὰ την ὀνοµαδωμµεν ἱαρέαςίαη τῆς Φ. 


Μία συνἀάρτησις ἡ- ἡ ὁποία ἔχει συνεχεῖς δευτέρας τάξεως µεριµᾷς παρανώνους- τοιαύτη, 


ο, 


ὥστε: ἄῑν αίαα {5Ο ὁιὰ αάθε (αι, τ)εἰ) ααδεῖται: ἁριμονια συναρτησις Ἐπὶ τοῦ υ. 


οσο ο οι Ξ«Ο πληρουμένη ὑπό τῆς { υααδεῖται ἐξίσωσις τοῦ ἑαρέαςο. 
κ 
. 66.ΠΕΡΙΣΤΡΟΦΗ (βοία[ίοπ ἡ ζωτε) 


ἜἜστα) ἡ διανυοματιωή συνάρτησις: 
Εαυτ)-Ξ {ρα τ) 1Ο) ΚΕ (α,,τ). 
«Ὑποδέτομεν διιαὶ Ρ8,Ἀ Έχουν µεριιιὰς παραμώρους Πρώτης τάξεως συνεχεῖς ἐπί τοῦ ἀνοικτοῦ 
ὑποσυνοβου Ὁ τοῦ Κ.. 

Ὀρισμός Χπ- 6-4. Καδοῦμεν περιστροφήν τῆς 6ιανυσματικἠς συναρτήσεω» Ε αμαί 
τήν παριστώµεν οὕτω τοῖ Ἑ, τήν σιανυσµατιιήν συνάρτησιν τὴν Οριζοµένην ὑπό 
τοῦ τύπου : 

οὰ) (6ε δε γε κκ (98 -ς) Ι 


τοι Ἐν (ὃν δὴ) (δε δε 


Τὸ τοῖξ ὀύναται νὰ δεωρτιὂΏ ὡς τὸ µαταχρτιστιιον ο“... γινοµενον τῶν Ψ καὶ 


ἒ πτοι ο . 
τος Εκ κ Ε, 


Πρός τούτοις ὀΐδεται Τ ἀιόδουδος Ἐξήγτισις χρτησιμοποιοΏντες τῶν πατωδι συµθολι- 
μήν ὃρίδουσαν | 


ια. κ 
νχε- (ιν κξ τάση” κ 2ὰ)κ(«ρν/0. κ.) - τε τς οο- Ξ5 
» 4 Αα 


αἱ... ὁ δ1.119 ὃ ὃ ὃ [ει {(ὁε. ὃρ 98}, (59 δΡ]. [-ν 
πε [δι οσ| ο) Γοα δτ Ὑκίδε ου” νου ο) η ας δα)" κος ὃν) τοῖ ΓΕ 
κ Ρ ΑΕ ρ ο 


Διὰ τὴν ὁιανυσματικήν συνἁρτησιν Ε(αωΞ 1 Ρ (χι) 1. Θ{αν) ἔχομεν: 
Ξ θα 
τοῦ Ε(αι) πχ δυ [ 
ἥτοι εἰς τὴν περίπτωσιν αὐτὴν τό ὨἱΕ εἶναι πραγµατιιΏ συνάρτησις. 


Ἰόιότητες ΣΠ --6-4; ᾿Ισχύουν τὰ ιάτωνὸι,: 
ϐ)  το(λΕ) -λ.τοῖξ διὰ λεβ 
ἰ ὠὲ(Εε) - τοῖ Ειιοεᾶ 
Π) το (Φ.Ἐ) Ξ (αναάφ)χ Εις ποῦ Ἐ 
Αἱ ἀνωτέρω ἰδιότωτες ὀύνανται ν ἀποδειχδοῦν δι ἀπ᾿ εὐδείας ὑπολονισμοῦ. 


έ ͵ . -ν ῃ ͵ . 
(το ᾳ. Ἐ παριοτᾷ το γιομενον τς πραγµατιαηΏς συναρτησεως ο ἐπί των διανυσµα- 
τιαήν συνάρτησιν Ελ. 


Προτααις ΧΙ -6-!. 


͵ θι 4 , Π 
τὴς Φιαννοματιαῆς συναρτΏὠσεως ἘξὶῬνή.α κ.ε ἐάν αἱ συναρ- 
τήσεις Ῥῶ,ξ ἔχουν µεριμάς παραγώφους Φευτέρας τάξεως συνεχεῖς ἐπί τοῦ ἀνοικτοῦ 
ς ’ ς - 3 οἱ ῃ τό 
ὑποσυνολου Ὁ τοῦ Κ,τοτε' αἁἰν (το Ε)Ξο 
͵ Π 
Ἀποδειξις5: Ἔχομεν ὅτι 


4ἱν (το Ε) - αὶν κο (5. ο)» κα. 9Ρ )] 


[ο 1 ιο. ἃ δν) 
-ὃ (9.99), 9. (5.89). 89 (99. ορ 
δχ. νου ὃτ -οσ ὃς Έτος οκ ὂν 
- ..α «σοι, . θκ δα ΟΡ 


σχδν δχὸ;᾽ δμδτ δψδα ος ὅσδυ . 


Πρότασις ΧΠ -6-λ. Ἐὰάν ἡ πραμρµατιικΏ συνάρτΏωσις 4 (χ,Ἡ,2) ὠὡρισμέντι ἐπί τοῦ 


-- . , μα 3 5 4 . . 4 . 
ἀνοιατοῦ ὑποσυνόᾶου 1) τοῦ Ε ἔχη µεριμάς ταρανωώφους μέχρι δευτἑρα»ς τάξεως 
ὀυνεχεῖς, τότε: τοῖ (4Τααά{)-0. 


ς 3 ῃ - 
Η ἀπόόειξις εἶναι ἀπιδα . 
1 


ς ͵ ε: , , αν ᾽ , . . 
Όρισμος χΠ -6-2. Ένα σιανυσµατ!ιόὀν πεσἰον παθεῖται ἀστροδόεδον, τοτε καί 


µόνον τότε, ἂν σε εμάδε σημεῖον τοῦ πεδίου 3 περιστροφή εἶναι μηδέν, ἧτοι: 
τοῖ Ε - 0. 
Οὕτω, π.χ, τὸ πεσδίον' 


ο - (χι, 7)Ξ(κ-τη 42) (02-30-27) 1 (Αχ- 9 27) Κ εἶναι ἀστρόθιλον, 
Πρόνματι, ἔχομεν ὅτι: το ἔΞο 


9 Κρίνομεν σιοπιµον νά ὀρίσωμεν μαὶ ἆλᾶας ξιφράσεις αἱ ὁποῖαι Σμφανἰσονται 
εἰς τὴν Διανυσματιαην Ἀνάλυσιν ιιαὶ αἱ ὁποῖαι παἱδουν Έναν σΏμαν τιιιόν ρο- 
Άον εἷςσ αὐτην. Οὗὐτω: 

ἱ) Ἔστω Ὦ διαν. συναρτησι» Ἐ- ΡΒ(ακιηα) ἰκΟ (κ υε)) Β αυ2) κ. 

Ὀρίδομεν : Ἐ.τ- ὃτς 1 :σα " Α:δε 

Οὕτω τὸ ἀνωτερῳ Εσωτεριιόν γινόμενον παριστᾷ ἕναν τεβεστην ιοὶ τρο- 
φανῶς τοῦτο εἶναι οσο τοῦ Υ. Ε- αν Ε, τό ὁποῖον παριστᾷ ἕνα 6αΌμωτον 
μέγεθος. Ἐφαρμοδομενος ὁ ἀνωτέρω τελεστὴς εἰς τὴν θαδμωτήν συνάρτησιν 
ὁία,υἩ) Φίδει : 

(Εν) «Εθν νο 9-ὂν ν α. μα «Ἑ. (1). 

ἵ) τῆς ἀνωτξρω Φιανυσματιικτι5 κος Ε ορίδοµεν ὡς 4γαα την 

πἀτωθι ἔμαρασιν: 


[ως ορ νι Ὁι 9Θδ. 9 , 9Η 
ααάξ-σ.Ε- -(, ίσου ας. κ): (ΕΦ µ)Ν. κ) --ᾱ .5υ «ος "αν Έ 
Παρατηρσῦμεν ἀοιπόν ὅτι, τὰ ἐσωτεριιὰ γινόμενα Ἐπσ ιυαὶ τ.Ε οὔτε ιᾶν 
συσχειἰδονται ͵ ειαῦ τι τὸ ἕνα παριστᾳ τελεστην, ενῶ τὸ ἄλλο παριστᾶ θαῦ- 
μωτὴν συνάρτησιν. 


μί) Τελος π ἔμφρασις Ἐκσ ορίδεται ὡς ἀιιολούθως: 


ὑ 1 κ 

Έχσ-ξ ὁὃὸ «κ Ξτ(α-θ--κ ο} ο 
ο. ο. 0. κα, 
ὃχ ου δὲ 


κ] (Φορ ο) ντ κρος ο --ς) 
Ὅδεν, Ώ ἀνωτεφώ) ἔιφφρασις παριστα, ώς ης, ἕναν διανυσµατιτκὀν τε- 
Όεστων, ἓν ἄντιθεσει προς τὸ ὕκΕ ποὺ παριστᾳ ἕνα ὁιάνυσμα. 


Ὁ ἀνωτέρω τεβεστης ο ο Ἐπὶ τῆς ἡ- πρέπει να δίδει: 


δκν)εςι(9 δὲ κ δολ ὸ (κ ὃν - ες) κ(ρ.δς κ ος 


2 


πτοι: (Εκν){ -:Εκνσό. 


ΤΥΠΟΙ ΠΕΡΙΕΧΟΗΤΕΣ το σ 

ὂἘστωσαν αἱ πραγµατιιιαί συναρτήσεις ό(κχ,ν͵,1) ασαί 4 (χ,υ,1) ὠρισμεναι ἐπί ἑνός ᾱ- 
νοιμτοῦ ὑποσυνόλου Ί) τοῦ Κ᾽ ιιαί ἔχουσαι μεριιιάς παραγώγους πρώτης τάξεως συνεχεῖ». 
Ἔστωσαν ἐπί πᾶὲον ααὶ αἱ ὁιανυσματιωααί συναρτήσεις Ἐκ τ) «ᾱ(αιυ1) ὡρισμέναι ἐπὶ 
τοῦ αὐτοῦ ὑποσυνόβου μαὶ τῶν ὁποίων αἱ συνιστῶσαι συναρτήσεις ἔχουν μεριμάς παρα- 
Ῥώγους µέχρι ὀευτέρας τάξεως συνεχεῖς. 

θεωροῦντες τὸν τεβεστὴν Ὁ ὧς ένα συμθολιιμὸν ὁιάνυσμα. ἀὀννάμεδα να ἔχωμεν ιοὺς 

υάτωδι τύπους τινὲς τῶν ὁποίων Εξάχονται ἅμεσα ἔω τῶν προημουµένων λεχδέντων : 


{. ν (09ὴ 


1. σ. (Εν 6) «Υ.ΕιΨ. «--ν ἀῑν (Εκ) - αν Ἐκ αν ᾱ 


ῦόγνᾳ --- φγαά (499) Ξ ΦΤααά ῇ ε αγαα ᾳ. 


4 ὕχ(Εν6) - ὕχΕν ὔχό «---- ιο (Εις) ς πο Εν το ὦ 
ΥΕ) - («Εν (σ.Ε) 


-- 


4 
5 ν.(ΕἘκά) « ᾱ- (υκξ)- Ε.(σε δ) 
6 


Π 


: Ὅκ(Εκδ) - Ε (ν.ϐ)- ὅ (σ.Ε) ες (6.9) Ε- (Ε:ν) 8. 


ν(Ε6) -(Επ)ᾶν (6) Ενξν(σκζ)νἄκ(νκξ). 


ϱ σ.(ν{) Εν Γς Ἐν ν σσ. αι (ιαρθασίαη τῶς 4) 


3. ὕκ(ν{)-0, σηλ. ἡ περιστροφή τῆς μἀΐσεως τὴς { εἶναι μησἑν. 


ο σ.(σκΕ)-0, όπλ. ἡ ἀπόιῆισις τῆς περιστροφἠς τῆς Ε εἶναι μηδὲν. 
μ. υΌχ(σκΕ)-ν(τ.Ε)-πσὶΕ, ' 


67. ΠΕΔΙΟΝ ΤΩΝ «ΡΑΡΙΕΗΤΣ - ΔΥΝΑΜΙΚΟΗ ΠΕΔΙΟΗ 

Ἔστω ἕνα θαδμωτόν πεδἰον 4 (Μ). Ἐὰν εἰς ιάθε σηµεῖον Μ {Χ,ν, 5) τοῦ θαδμωτοῦ πε- 
ὁίσυ {(Μ) Θεωρήησωμεν τὸ διάνυσμα αγαά } ὀπμισυρμοῦμεν ἕνα διανυοματιικὀν πεδὶον, 
το ὁποῖον εἶναι τὸ πεδίον τῶν αγαἁιρτπὶς τῃς θαδμωτῆς συναρτήσεως Φ. 


Δίόομεν τώρα τὸν αάτωθι ὁρισµόν: 


{ 
Όρισμος Σπ-1-{. Θα Ἀέμρωκεν ὅτι ἕνα όιανυσματιι(ὸν πεδιον: 
Ε(µ)Ξ Εαε)-δα ανα) ξ αι) Κ 


Γ] . 2 να Σι ΄ ͵ ας ς Π . . - 
ἀπορρεει ει ὄυναμιιοῦ, Εαν ὄνναται να παρασταθῃΏ ὡς πεόιον τῶν αγααϊστὶς τῆς 


θαδμωτῆς συναρτήσεως 4(Μ), Ίτοι ἂν: 
Ἐ(ν)- φγαα 2(µ). (ὐ 
Δηβαόη ) ἄν ὑπάρχῃ µία θαδμιωτη συνάρτησις ὁ- {{χιῦ,ἆ) τοιαύτῃ ὥστε: 


ολ .. Ράιν, ε) ) τὰ - 9 κα λλεσα 25 ας ία) (2) 


Ἡ συνάρτησις ὁΞ(κιὴ,ε) ααδεῖται τότε όυναμιιόν (ὄυναμιιιΏ συνάρτησις) τού δια- 
νυσματιιιοῦ πεδίου Ε(Μ). 

Εάν τὸ διανυσµατιωὀν πεδίον Ἐ(Μ) ἀπορρεῃ ἔι δύο δυναμιιῶν,τότε αἱ ὀυναμιμαὶ 
αυναρτήσεις ὁ(ιαφξρουν Ὑλατά σταθεράν. Πράνµατι, ἐὰν ὑποδέσωμεν ὅτιτο Ε(Μ) 
ἀπορρξει ἔω δὺο δυναμιιῶν συναρτήσεων ὁ,4 (4344) ἔχομεν: 

ἀγαά{ «ογααᾳ ---» φγαα (/-φ)Ξο (3) 
"Άλλα συµφώνως προς τήν ἰδιότητα ΣΠ--4-{ ({ἱ) σελ.450 ὃα ἔχωμεν {-ᾷ --σταθερα. 


) 1 ς ῃ 4 νο : ε.α ' ή 
ϱ Ἰδιοτης ΣΠ-α-ἰ Αἲ ἕραμμαι διευδυνσεως τοῦ διανυσματιωοῦ πεδίου Γςφγαα 3 
εἶναι µάδετοι ἐπὶ τὰς ἰσοσταθµιμας επιφανείας Φ(χ,υ,1)Ξςο. 


Άποδειξις; Ὃς γνωστὸν, τὸ αγαά{ (αι1) εἶναι μαθετον Ἐπὶ τῶν ἔπιφάνειαν ζ(κὐ,τ)- 
ς-ο. Ἐξ ἄλλου έαν 4 εἶναι τὸ ἔφαπτομενιμον στοιχεῖον της διανυσµατ!αΏις γραµ- 
μῆς τοῦ πεδίου Ἑ -αγαά ᾗ τότε, ὧς Ίνώστον (6λ. σελ.44ο,τύπον (θ))9ὰ Εχωμεν 
Φγαάχάζ-0. Ὅδεν, ἀῑ | Ωγαα”, συνεπῶς τὸ ἆξ εἶναι παδετον Επι την Ισοσταῦ- 
μιλάτιν Ἐπιφανειαν δίαυ)-ςςο, 

ο Ηόπ ἂς ἔξετασωμεν εὰν Ἔὰν τὸ διανυσµατ.τεδίιον Ἐ- αγαά{- ἀπορρξει ει δυναμιαοῦ. 
Ἔχομεν: Ἐ. ἀξ 98 ἁκ------- ον η ἄν .-ξᾶ 4ἆγ-αδ. 
Ἠτοι, Ἡ (αυ) ἐἶναι Ἡ ο συνάρτησις τοῦ όιαν πεδἰου Ἐσφναά Φ. 


ὢξτοντες (ρα 15) Ξ (σα τν, τρ) -Ἕν ν τοτε θα Ἐχωμεν ; 


ᾧτ Γ.ακ- ϕ Ρράχιθαάυεάτ--0Ο. 


Ἐπομενως το το Ίψας -ΩανψΚὰΣ Ἐχει τοτε τιμΏν, Ώτις εξαρτᾶται μονον 
ΑΝ 


ΑΜ 


ἀπό οὼν ἀρχήν Α ιαὶ τὸ τέλος Μ τοῦ ὀρόμου ὁλοιβηρώσεως μαί εἶναι ἀνεξάρτη- 
τη ἀπὸ τὸν ὀρόμον, ὅστις συνδεει τὸ σωμεῖον Α μὲ τὸ Μ (θλέπε σχετιαῶς εμαΐ 

Κεφ χι , σελὶς 381 ). Συνεπῶς ἂν Φιατηρήσωμεν τὸ Α{Χ. Ψ,,Σ.) σταθερὀν υαὶ 
µεταθάΛΊομεν τὸ Μ (α,υ,Σ) µέσα εἰς το πεδίον δὰ προιυύψῃ µία συνάρτησις (βλ.οχετ. 


Κεφ ΧΙ , σελὶς 389): 


' μα Μ ᾱ. 
{αμα)- [τας- [ρακκθόννἘσε- ος (α.{, 1) { ες (αυ) ἀῑνς (6) 
ἄν άδ χο Ὢος Σς 


ἥτις εἶναι ἕνα όυναμιιιὀν (δυναμιιή συνάρτησις) τοῦ δεὠρσυμένου διανυσματιιοῦ πᾶ- 
δίου Ε(Μ), ο 
Ρ(ὰ,0 3) σος . ϱ(κυΣ) σα , δίχιν, .) «τν . 

ο Εἶναι τώρα ο νά ζητήσῃ ιανείς τας συνόῄικας ὑπό τὰς ὁποίας ἕνα διανυσμα- 
τικόν πεδίον Ἐ (Μ) ἀπορρἒει Έι ὀυναμιιοῦ. νο ἀνωτερω εἶναι ἰσοδύναμον πρόὀς το 
ερώτημα: ἄν μᾶς δοὀμᾗ τὸ πεδίον Ε(Μ), ὁπλαδή ἡ διανυσµατιιτι συνάρτησις Ε., ὐ- 
πάρπει ἂύσις ὡς πρός { τῆς ἐεισώσεως: αταάξ -Ε; 

Ἐάν δέ. Ε-Ε(αυ)-Ρ(αμα) κ θ(αιυκ)]- Β(αιω,Ξ)Κ τὸ νὰ ἐπιλύσωμεν τὴν 
Εξίσωσιν αναά{- Ε σηµαίνει νὰ εὖρωμεν µίαν θαδμωτήν συνάρττισιν {Ξ {(χιυ,1), 


ἥτις νά ἱαανοποιῇ τὰς τρεῖς ἐξισώσεις μὲ µεριμάς παραγώγου» : 


λαο - 
ὃχ Ξ Ε{α, λετε η ᾳ (α, λατ ος τ- κ (ας, υ,3) (3) 


ὅπου β ϱ,Ε εἶναι συνεχεῖς συναρτήσεις ααὶ ἔχουν συνεχεῖς µεριιάς παραμώμως 
πρώττις τάξεως. 
μ { 1} ς ς᾿ , ' ' ας Ὑ Π ς σου ͵ ς ͵ 
πο τὰς ανωτερω, υποθέσεις ὁωτάς δ, 0, Ὦ ιαὶ ἔχοντες Ὁυτὶ ὄψιν τοὺς ὁριομοὺ5 


πῃ -6-Ι υαὶ απ -6-2 ὁιατυποῦμεν τὴν ἁάτώθδι σπουδαἰαν προτασιν : 


Προτασις κπ --1-{. (Ιαανή ἀαὶ ἀναμμαία συνΟγηιχΏ, ἵνα το ὁιανυσματιιιὀν πεδϊ - 
ον Ε(Μ) ἀπορρεῃ ἔα δυναμιιοῦ εἶναι: το ΕΞθ, ἡ ὃς Φυναμιιή συνάρτησις { ὅἱ- 
δεται ὑπό τοῦ τύπου: . . . 
| {αωο:] δ(1 5) αί "| ϱ (α.,ε, 1) αἲ ᾿ Κ(χου.ε)αίνς (8) 


ι χο Μος ξο 


ὅπου (Χς,ὴ,Ξ9) σημεῖον τοῦ πεδίου ὁριομοῦ τῶς Ἐ(μ). 
᾿Ἀπόδειξις: (Ἀναχιαϊῖον) Ἔστω ὅτι τό διανυσμ..πεόδίον Ε(Μ) ἄπορρεει ἓν δυναμιιοῦ 


4, τότε (σχύσυν αἱ σχέσεις (7). 
Πάραγωφίδοντες τὰς Φύο πρὠτας Εξισώσεις τῆς (7) ὡς πρὀς υ μαί χ αντιστοί- 


πως Δαμθάνομεν: 


ο ο 98 πο «δν ας ο 
ὃυὸκ ού σκον ὃχ. 
Ἡ συνέχεια ὅμως τῶν ο τα το συνετιάρεται ττιν συνέχεια πωὰ τιαί τῶν ἰσο- 
ο... | 5 μα. 83, 
τητα (6λ.Προτ.1-6-:)΄ τῶν ὁύο μιωτῶν μεριμκῶν παραγώγων δις μαι πδς 


'Επομένως ἔχομεν τήν ἰσότητα: 


ὂδ . 9Ω 
ου ὃὂδκε (9) 


5 ι ι . .] , ( ' 
Ἀναᾶογὼς εργαδοµενοι ευρίσωοµεν] 
ΘΡ ὃὁὸΈ . Ό. 
δε οι δε ου ο] 


Ἓν τῶν (9) μαὶ (10) συνάχοµεν ὅτι: τοίξ - ο. 


[ο 
1 


Ἱλιανὸν. Ἔστω ποῖ Ε-θ, τὸτο πᾶηωροῦνται αἱ σχέσεις: 


δΡ 99 Ὁᾳ δε 95 -8Ε, ο (4) 


Ὁ- ον 


δυ ὃχ δε ὃν) δε ὃς 
ΠΏτιρουμένων τῶν ἀνωτερω τριῶὼν σκέεσεων ὑπάρκχει (ϐλ.σχ.κεφ.ΣΙ, σελις3390)3 


µία συνάρτησις { (1,93) τοιαύτρ ὥστε νὰ ἔκωμεν : 
Ράχνκθαις βάθ - ας (1) 
µαάδιστα δέ ἡ συνάρτησις ὁ δίδεται τότε ὑπὸ τοῦ τύπου (6) (6λ. Κεφ. ΣΙ ςελ 3ο). 
--- ἡ σχέσις (12) εἶναι ἰσοόύναμος προὀςτὰς: «--- 
| 94 93 
Ρα) -ὂὗ, αα2)-5ᾳ κΚίασυτ)--ῶς- 

μαι ὅθεν αἱ οχέσεις (11), ὅπλ. ἡ ποξξ-θ, συνετάγψεται ὅτι τό διαν.τπεδίον Εν) 
ἀπορρέει Ει δυναμιιοῦ. 

Ἡ προτασις ὅδεν ἀπεδεικθω πᾶΏρως. 

᾿Εφαρμονήῦ: Δεἰξατε ὅτι τὸ όιανυσµ. πεδίου: 


Ε- Ε(αυ,α)- οχυδίι πα] χυκ 


1 μ ' Ἴ - , ι { - 7) ' - 3 - . - αυ... 
ἄπορρξει Έα ὀυναμιαοῦ μαι νὰ εὑρεθῆ η Εξίσωσις τῶν ἰσοσταδμιικῶν εκανειῶν 
Λύσις:. Ἔπομεν: 
Ρα 1)Ξ2χηΣ) Οςυ1)-αἆ, Είχα) -αὶω , ὅτε: 


ο ο 90 906 τιὸκ ὃὂδ . ο 9Ε 
ὃν "αλλον δε "πο δυο .οὂε αντδ 


ρα τοίΕΞΟ καί ἑπομένως το ὀιανυσμ. πεδίον Ἑ ἀπορρέει ἕα Φδυναμιιοῦ, 


ἡ δε (αν, α) εἶναι: 
η Ὡ 


ας) αἶυπαίν | ο τάῑν [οαι. ο -αἶψεις' 


ο 9 
. « { 3 ’ 7 Π , ” , 
τιαὶ ἐπομένως αἱ ἰσοσταδµιικαι Επιφανειαι ἔχουν Εξισώσεις: 


πῖυτοεςςς. 


68. ΚΥΚΛΟΦΟΡΙΑ κΑΙ ΟΛΙΚΗ ΡΟΗ ΔΙΑΝΜΥΣΜΑΤΙΚΟΥ ΠΕΔΙΟΥ 
Ἔστω ἕνα διανυσματιιὀν πεδίον Ἐ(ν)-δὶ 01 ΕΚ, Υ µία Δεία αᾷειστη ααιπρο- 
σανατοᾷισμενη παμπὺᾷη ααί 5 µία Δεία μαι προσανατολισμένη (ὀίπᾶευρος ) ἔπι- 


; [ . . .-- ' , 
Φάνεια µε µοναδιαίον κάδθετον ἐπ αὐτῆς ὀιάνυσμα τὸ Ὑλ. 


Δίδομεν τώρα τοὺς μάτωθι ὁρισμούς: 


δρισμός πι --6-1. «αδλοῦκεν ιευιᾶοφορίαν τοῦ ιανυοικιστ/ικοῦὺ πεόιου Ε(µ) 
κατα µεβιιος τῆς ε«λειστῆς «αμπυῦως γ τὸ ἐπιαμπύθιον ὁδοειβήρωμια. 
φἓ ἁΠ- φ Ράα» αάνιΚάΣ (1) 

ο ττ 


ν 
- ᾗ 1 ' -- έ Π , ο. « ' ο 
Εἴναι φανερόν οτι ἂν Ἑ εἶναι ἕνα πεδίον ὀυνάμεων,τότε τὸ ὁἠλομδίρωμα (1) πα- 


ο. ο] ῶ 4 { νὰ, ᾱς . 
ριστᾳ το εργον τῆς Γ µατα µθαὸς τῆς ααμπυᾶτς τς. 


Ορισμόςσα -6-2. «αβοῦμεν ὁιιιὴν ροῦν τοῦ ὅιανυσµ. πεσόιου Ε(Μ) διά μιέ- 
σου τῆς ἐπιφανείας Ὁ, τό ἐπιφανειαιον Οὐοιιάθύρωμα : 


επ) ας - [ία (1) 
5 


| 5 
εί - ο 1 - -- - -- « πα 
ὅπου Ε, παριστᾳ τὸ µετρον τῆς προθσοᾶῆς τῆς διανυσιιατιιιτῖς συνακπήσεως Ἑ 


ἐπί τῆς ὀιευούνσειως τοῦ ὁιανύσματος Ἀ. 
ι ͵ ει ο... , ; - ͵ . Π 

Εὺς τὸν περιπτωσιν Οπου το Ε(Μ) εἶναι τὸ πεδίον τῶὼν ταχυτητων τών µοριων 

͵ - Π . - ͵ -ν ἤ ὃς 3 , 
ενός ρευστοῦ. τὶ ὁδιαη ροῦ τοῦ Φιανυσμµ. πεδιου Ε δια µέσου τᾶς επιφανείας 
ς εἶναι {σηω µέ τὴν ποσὀτητα τοῦ ρευστου πού διέρχεται διὰ µέσου τῆς ἔπιφα- 

: . ' τα ; ι ͵ , ὃν , 
«είας εἲς τὴν μονὰδα τοῦ χρὀνου αἱ αατὰ την ιατεύδυνσιν τοῦ Φιανυσμα- 

-- Π 

..5 Ὦ (παροχη). 

. ’ , ῃ ε [ μα.ὁ - ε ’ τ [ 

ἵκναι φανερὀν ὅτι εὰν τὸ Φιανυσµ. πεδἰον Ε (Μ) είναι ἁᾶδης φύσεως γι (ὁλιική) 


- ή Π ο σ/ Π μι ῃ [ 
εν ποῦ πεδίου ὀύναταινα ΕχΏ πάποιον αλλων φυσικών σηµασἰαν. 


9. ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΙ ΤΥπΠΟἱ ΥΠΟ ΔΙΑΗΥΣΜΑΤΙΚΗΝ ΔΙΑΤΥΠΩΣΙΗ 


η . - [ η ͵ 2 Π ς ς . 
εις την παροῦσαν παράσραφον Όα ἐπαναάαθωμεν, ἀλΔὰ υπο διανυσµατίατν δια- 
δα ο. Ἡ -. , αι 3 ' κ 
ο πώσιν, τὰ γνωστα ει τῶν Κεφ.ΣιΣΙ Όεωρηµατα: τῆς αποικἈισεως, τοῦ ἄγεσπ, 

4 9 ' “ 
... Φ{οκθς μαί σκετικα οἈομκᾶτρωτιαα θεωρτιµατα. 
-- ! ' " 5 4 ͵ . . 
Έστω 5 µια υᾶειστη Επιφάνεια ἡ ὀποια περικΏειει ενα τριδιαστατο κεωφίον 
υ 2 ο ͵ , ' { , [ο] γ { . 
Ἱπου ν. Ἡ ἔπιφανεια 5 καὶ το χωρίον Ν ὑποθετομεν οτι ἔχουν τας ματια)” 

ς ἰδιοατωτας: 

. ( ' ι Π αν. ο - 3 , : πα. εἰ ' 

ὃ) Τὸ τριδιάστατον χωρίον ν προβθαλλεται επι του Επιπ ἐδου Οχνυ εἰς εν ὅι- 
(κάσιατον χὼρὶον Ὁ. 0 αὐδινόρος προθολἠς του ν ἐπί τοῦ ἐπιπέόου Οκ 

: ε ᾽ , ι 2 ὧν π ώς οφ . , 
κε ἄτνετειρ παρἀὰθλωλον προς]ιον0ξ εφαπτεται του ν ιατὰ µιαν ᾖαμπυ- 

κωρτ ότω λα πο ς [ [ 3 ͵ ἐς πα , ; ” , ' 
3 ην (Γ), Ὢ οποία χώριδειτην Επιφανειων ς εἰς ὁύο τμήματα. Αναζοχως ὅια 

.. - ᾿ 1 ῶ, 4: ' Γι 
τὰς προθοΔὰς τοῦ ΝΨ ἐπὶ τῶν ἐπιτεόων Οὐ3 και 024. 

.. ͵ - ͵ ν { ’ , -. : , , 
(ὢ Το σύναρον τού χὠριου Νν τεµνεται Όπα εὐδειῶν παραἠ4ηλων τρος τουσ 
ἄξονας εἰς φὺο τὸ ποΔὺ σημεῖα. 

ο... ͵ - ' ; 

(4) Ἡ ἔπιφάνεια 5ὃ εἶναι ὁὺὸ ὄφεων. 

τ΄ 5 υ - ῃ ῃ ! , 

(ἵν) Ἡ ἐπιφάνεια 5 εἶναι ἀεία Ἱατὰ τλήματα ἀεία. 


ῃ { ευ ω ο . 3 , ῃ « . ; « 
“πό τὰς ἀνωτέρω τιρούποθεσεις ισχύουν οἱ ἁατώθι οἈοικάτπρωτιμοι τυποι᾽ 


(1) ὃ τύπος ἄαμςς-Οσἰγοφγαάσκν ᾖἢ ὁλοα Ἀπρωτιαός τύπος Ἱατὰ ἁίν: 


σος 


Πράνματι, ἂν Ες (5,0, κ) μαὶ Ἱ-(σννα,συνθ, συνγ) εἶναι τὸ µοναδιαίον κά- 


θετον Επὶ τὴν ἔπιφάνειαν 5 διάνυσμα Έχομεν (6]. Κεφ. ΧΙ, σελἰ5 430 τύπος (6)): 


[ει 1.1) (98 θα ρα, ς)ακάφα, 


λᾶα οδ 6 ,9Κ Ξαἱν Ἑ - ν.Ἐ 


/ Επας - [ήαν Εαν- Ἡ ωρα. 


- 5 {4 [ άν υ ’ 
(Ἡ) Πρώτος οἠομᾶπρωτιαὸς ιύπος τοῦ ἄΥΘΘΕΗΏ: Ἔστωσαν ὁὺο θαθιμωται συναρ- 


Ὅθεν ; 


τήσεις {, 4 µε συνεχεῖς µεριμάς παρανρώρους όευτερας τάξεως, τότε ἴσχυει 


5 ε 
ο μάτωθδι τύπος 


Ἂ 
[6δλ0ας "ιο σφπάς- [η να.) σ)]αν ὢ 
5 5 ν 
Πράγματι ὁ τύπος (/) δια Ες ένα γίνεται: 
Πί [ν. 6 νφ]όν- [ασ Πά5 (α) 
ν 5 


Ἀλδὰ: υ(4να)Ξ { (νο) (51).(σφ)-ὁ νᾳ ν(ν{)(σφ) υμαὶ νᾳ Ἡ εἶναι ἴσον µε 
τήν πἈατευδυνομᾶντιν παράγωγχον -ᾱ θα τῆς Φα αατὰ τὴν διεύθυνσιν τοῦ διανύσματος Ἱ 


Ὅδεν ἡ ἐξίσωσις (α) γινεται: 
[εναν σρσφ]αν- ᾖ[1π45- ᾖ (0-93) α-. 
ν 5 


(π) Δεύτερος ὁδοιδτιρωτιιιός τύπος τοῦ ὤγθθη: Με τὰς ὧς ἄνω ὑποδέσεις οιὰ 


τὰς { τιαί 4 ἰσχύει ὁ κάτωδι τύπος: 


(9) 


ν - : ) . ΄ 
ὁστις υαδεῖται: συμμετρική μορφη τοῦ θεώρηµατος Ο6περη. 


Πράμματι, δί ἐναλλαγῆς τῶν ὁ ιιαὶ ᾳ εἰς τήν (2) Δαμθανομεν' 
ῄ (φ τν )λάς- (ία πα-[ί [ᾳν} (να). (σ4)] ἄν σα) 
5 ) ν ' 


Ἀφαιροῦντες δε την (2") ἆπο τήν (0) Ἀαμθάνομεν τὴν (8). 
Παρατήρησις: Ἔχοντες ὑπ᾿ ὀψιν ὅτι: ν'{ «ν(ν/)-δ μαὶ νὉ -Δα οἱ ὁλομ Ἀηρωτιιοί 


τύποι (1) μαὶ (3) συνήθως γράφονται Όπο τὴν µορφην: 


0’) 


ήν. ᾱς- [ σα Πας Ξ [[ά ΑΦισγαα {-Φπαάᾳ) άν 
5 .] υγ 


ἀντιστοίχως: 
[ωβ -ᾱ --) άξδΞ [6 τα-ϕν4}» Πάς- [[ήῤαη -4αβαν (3) 
5 5 ν 


κ 


κ. ' - ͵ ' . ͵ ' . 5 
(Ν) Ὁ τύπος τοῦ θέοκος: Ἔστω 5 µία προσανατολισµεντι ἀνοιωτῷὸ ἔπιφανεια, Ώ ὁ- 


( { 6 / - . , ͵ , , ς ῃ ϱ 
ποία περιορίδεται υπό τῆς μᾶειστῶς µἁαμπυβης Γ. Ίοτεισχυει ὁ ματωθδι τυπος. 


φ Ε.αΓ- ῄ γοῖ ως, (σκ Ε).πας 


. 
5 9 


(4) 


Πράρματι, ἂν ΕςκΡί-]« Ε.Κ μαί ἠ-ί-συνακ) συνθ»Κ.συνγ, τοτε τό δεύτερον μέ- 
Λος τοῦ τύπου (44) τᾷς σελἰδος 4026 Χράφεται: 
[ίιος Ε.πας -ᾗ[(σκὮ.πὰς (α) 
- | 5 5 
ενώ το; 
ϕ Ραχκ. αυ «Λάς- ᾧ Ἐαδ (9) 
γΓ Γ 
Ἐι τῶν (α) μαὶ (6) Ἀςμθάνομεν τόν τύπον (4). 
ο Δυναμεὂα νὰ ὀρίσωμεν οἀοιδηρώματα διανυσματιικῶν συναρτήσεων μὲ ’ μάς 


.”- 9 1» [ ' : . -- Νας τι 
, εἰστον χῶρον Ἱ τι μοι χενιπώτερον εἰς τον χώρον Κ. Ουτωπχ. ξαν εχωμεν᾿ 


τὴν διανυσµατιαην ουνάρτησιν Ἐ: ΥΕ Β΄ ---Ε) τὸ ὁλδοιᾶλρωμα ή Εάν (ὁιανυσμια) ὁρὶ- 
δεται ὡς ἀιιολούθως; Λια µαβε σταθερὀν διάνυσμα Ξεξ᾽ νὰ Ισχύῃ Π σχεσιΣ: 
ε[[Εάν-[[.Ἐάν ω. 

ὅπου το 63’ μελος τῶς (1) εἶναι τὸ ὁλσιιλήρωμα, τῶς πραχµατιαΏς συναρτησεωςΣ 

ᾱ. Ἐ (ἐσωτεριιὸν γινόµενον τῶν ὁ ααὶ Ἐ), Ενῶ τὸ πρῶτον μέλος εἶναι τὸ ἔσωτεριικον 

γινοµενον τοῦ Φιανώσµατος ὅ ιαιτοῦ ὁρ (δομένου διανύσματος (οΛοιβηρώματος) { Εαν. 
Κατ ἀναΔογον τροπον ὁρίδονται παὶ τὰ Επ ιΦανειαια οἀοιᾶπρωματα Φδιανυσματιικῶς 

συναρτῄσεως, π.χ τὸ Επιφανειαιιὸν ὁἀομδύρωμα τῶς διανυσματιικῆς συναρτΏσεως ἕ ἐπὶ 

τῆς επιφανείας 3 ὁρίδεται ὑπό τῆς σχέσεως: ξ.[ Εάς- [6.Εάς (ϱ) 

ὅπου τὸ ϐΗ μελος τῆς (2) εἶναι τὸ ἐπιφανειαιιὸν ὁδσυληρώμα. ἐπί τῆς 5 τῆς πραχ- 

ματια Ώς συναρτησεως Ἔ- Ἑ, ὅπου ἕ τυχον σταθερὸν διάνυσμα τοῦ χώρου Α᾿ ἓνω 

τὸ αὖἩ μἒᾗος εἰναιτὸ ἔσωτέριιον γινόμενον τοῦ διανύσματος ἕ ααὶ τοῦ ὁριδομενου 

{ Εάς. .- 

σπ) Ὁ οΔοιιᾶηρωτιιος τύπος κατὰ αναά: 


μπα 


(5) 


{σ ζάς- «(4ξ)ά 
ᾗ σ Ὡ σας [ ἆλαν 


/ 


2 ω - ᾖἩ ω , , ώ ἑ 1 
μαί εφ ὁσον ἕ είναι ενα αὐθαίρετον σταθερον όιανυσμα ἔχομεν: 


[μπας -[[[σέαν- πο 


5 ν ν 


(9) Ὁ δᾷσμδηρωτιμός τύπος Ἱατα τοῦ 


[[ηκαά» . [ίοισαν . ἥ (σκὅ) ἄν 


5 ν 


(6) 


κ΄ ώς 


Δράρματι, ὁ τύπος (4) δια Ἑ. ἃ «« ὅ ὅπου ἕ-σταθ. ὁίάνυσμα γίνεται: 


[ῶκο πάς - [ή (ὅ «Ξ)4ν 


5 


Ἠλᾶα : νυν (ἄκξ)- ἔ (σκᾶ)-ᾱ-(νκξ)- ἕ (σκᾶ) 
μαὶ (ἄκξ)-ἠ-ἄ. (ἔκλ)- (ἐκ) ᾱ- ἔ (κ ϐ) 
δεν: - - κ | 
| πε κο σον 
. 5 ν 
π ι ο {Γπκᾶα» -ἕ- ᾖ]5-Ώ ἀν 
5 ν 


μαί ἐᾷ ὅσον τὸ εἶναι ἓν αὐθαίρετον σιαθερὀν ὀώνυσμα ἔκομεν: 


ἠὨκᾶαάς- κά)αν - {6 ἂν. 
ᾖ αᾶς ᾗς ἆ)ἃ 5 ᾱ ἂν 


ο Ἀποόειανύομεν υματωτέερω νο ἄξιολοφους προτάσεις: 


Π 


͵ . ο ως [ ᾽ . - . , --- 
Προτασις ΣΠ --3-ᾖ. ᾿Εάν ὅιν Ε παριστᾷ τὴν αποιµΏισιν τοῦ διανυσματικοῦ πεόιου 5 
τοτεἰσχύει οι μας 
ἀκεἰσκύς --- 
ἄῑν ΕΞ ἔίτη --35 
Δν-νο ὃν 


πο. 3 έ - ἔ . « - ά --- . . 
ὅπου δν εἶναι ὁ ὄγωος τοῦ χωρίου, τὸ οποῖον περιαδείεται ὑπὸ τῆς έπιφανειας Δ5. 


Ἀπόδειξις: Ἔα τοῦ οᾷσιλ. τύπου ματὰ ἂῑν ἔχομεν: 
[ί αν Ἐν -- ἥ Ε.Π ἀ5 σ) 
δν Α5 
ΕΕ ἄλλου Έα τοῦ θεωρηματος µέστς τιµμῆ» όί ὁᾷοικβηρώματα, τὸ πρῶτον μελος 
τῆς ανώτερω ἰσότητος γίνεται: 


όινξ [[]4ν - Αιν Ἑ δν ϐ) 


δν 


νε ου η -- κ) , ον . ' - Π . ῃ ω. 
οπου αν ΓΕ εἶναι µία.τιµΏω τοῦ ἅὶν Ε µεταξὺυ τής μµερίστης αι εἰακιστηςτιμῆς 
τοῦ αῑν ξ δια µέσου τοῦ Δν. 


Ἐν τῶν (1) μαὶ (2) ἀαμθάνομεν: {{Επας 
αν Ἐ « -35 η (3) 


Λαμθανοντες τα δρια ἀμφοτέφων τῶν μεᾷῶν τῆς (3) ααθώς τὸ Δν--Ο,Π ἀῑν 
τείνει πρός το αἰν Ἑ, οθεν: 
ΠἘπάς 


δδ 
δν 


αν Ἐ -Εἶτη 
Αν-νο 

Σηµείωσις' Από Φυσιαην σµοπιὰν ὁ Άοψος: 

ῄ Ἐ Λας 
δι -Ἔ---.-- 
ὃν 
- ῃ ' . ς 5 ν ια - - , Γ--- / µ - 

παριστᾶ τὴν ροήν ἀνὰ µονάδα ὄγιου τοῦ Φιανυσματιικοῦ πεόίου Ἐ δια µεσου τῆς 


᾿ ῃ 
επιφανείας Α5. - 


Πρότασις ΣΙ -9-2. Ἐὰάν { εἶναι µία θαδμωτηῦ συνάρτησις καί Ἐ µία διανυσµα-- 
ος ͵ .) ͵ ι ν ΄ 
τιατι, τστεισχνουν οἱ αατώὸδι τυποι: 


ἥ Φλας ῄηκΈας 
ἱ) αγαά { - Εἶπω ----ᾱ--------- ἰ { Ἐ- ἐἶπι --δ--------- 
(0 3 ὁ δύΥγτνο δν : ἴ) μ., τ σι ΦΥ 
ο - ε . --ᾱ- ἑ κ - Π νο ο - . 
ὅπου Δν εἶναι ο ογμος τοῦ χωριου,το οποῖον περιαδείεται ὑπό τῆς στοιχειωόθοὺς 


ἐπιφανείας Δς. 


ἸΑπόόδειεις: (ἵ) Ἔω τοῦ ὁᾷοιιλ.τύπου «ατά 9γαα Έχομεν: 


[[ίαιοαναν - [[απα., 


δν Δ. 


ος μα. 


ΑΥ Α5 


;. Ἔχοντες τώρα ὑπ ὄψιν τών σχέσιν (3) τῆς προηπμουµένης προτάσεως Λαμθανομεν: 
[{απ.τας 


τει ντ σπ πης - . ν , - ρ , αν δι 8 Π -- 
ὅπου φγαά{ ἶ εἶναι µία µέση τιµτ μεταξύ τοῦ ηακίτωιγη αἱ τοῦ πωϊπίτη τη τοῦ 
αιαα { τ όιὰ µεσου τοῦ Αν. 
ι ι µ. ͵ . , Π ματς 
Λαμιθάνοντες τα ὅρια τῆς τεᾶευταιας αχέσεως καθώςτο Δν-- Ο, τό Φταά»'ἲ 


΄ η -- 
τεινεὶ προς τὸ Φγαάφτ, οθεν: 


ῄσητας 
κο τν η . ὃν ο 
Ὁμοίως εὑρίσιομεν: πλη. 
ας 
κ ωωμς. ὢ 
μαι - υ {μοβ κας 
Φα ταάρ.κ 5 Εἶπι τον (3) 


Ποἠλαπᾶασιὰ δοντες τὰς (1), (2), (3) ἀντιστοίχως με τωνήνι τκαὶ προσθετοντες 
πατα μεᾶτ ταύτας, ἔχοντες δε ὑπ ὄψιν ὅτι : 

Ἂ τ. απασίἡ- (ανασ/ ἵ) Τε (0 πας} 1)» (Φταα 4”) κ 
μα ππ(σ τν (πολ) (Εκ 


Δαμθάνομεν το ἀποφειωτεόν. 


κ. ἃ α- ς μας ͵ “ 2έ . 
οἱ Ἐατοῦ ολομᾶτρωτιιοῦ τυπου µατα τοῖ Εχοµεν: 


[[ποιξαν - [[ακξα». 
Ας 


δν 


3 τν ας 1 ῃ . , 3 , : ϱ μ 
Ἔρτα 5ομεονοι τώρα Ὡς τιαί εἰς τὴν περίπτωσιν (1) ὀνναμεδα εὐμολως να δειξωµεν; 


Πιἄκ Ε).ἴας 


(τοι Ε).τς ζίπη ο. αν (4) 
ς ͵ τω, : 
Ὁμοιώς ευρισιοµεν: ος (ΠΕ) 145 
(πο ϱ}) ο. . τη 6) 
μαι [[ἳκΈ) Κας 
(τοῖ Ἑ) κ - Εἶπι --Ἀ3----υ-υ-- (6) 


Δν-νο Αν 


Πολλαπᾶασιαδοντες τὰς (4), (5), (6) ἀντιστοϊχως με τ, τ κ μαὶ προσθετοντες ἓν 


.] ι) 


συνεχεία κατὰ µελπ ἁαμθάνομεν τὸ ἀποδειιτεον. 


διο. ΔΙΑΗΥΣΜΑΤΙΚΟΙ ΔιΙΑΦΟΡΙΚΟΙ ΤΕΛΕΣΤΑΙ ΕΣ ΚΑΜΠΥΛΟΓΡΑΜΜΟΥΣ ΣΥΝΤΕΊΑΓΜΕΝΑΣ 

Ι. Ἔστω ὃτι αἱ ὀρδοχώνιοι συντεταγµεναι (αι) Ενός σΏµειου Μ Έμφραδονται ὡς 
συναρτήσεις τῶν αι ια. ας ὑπὸ τῶν πάτωδι εξισώσεων : 

αςκχ(α, Ὁ, 39), υξυ(ανας ἂν), ἐς (αν ανα). ϱ0) 

Ἔφ ὅσον Ὦ Ἰαιμωβιανη ο... ο, τὸ σύσττιµα τῶν Εξισώσεων (1) επιλυο- 
µενον ὡς προς ανν, Ἡν δίδει: 

μυ (κ, 4), ντα, (κ, ὐ τε), όν (Χυ, ἐ) (2) 

Ὡς Ὕνώστον (6λ Κεφ πι 53) δοδεντος ἕνός σηµειου Μ µε ορθοχώνίους συντεταγ- 
μένας (αν, 3) ἒὰ τοῦ συστΏµατος (2) δυναμεοθα νὰ αντιστοιχισωµεν μονοσημαν- 
τως τὰς συντεταγµενας (αμα, ἀ9) αἱ οποῖ- 
αι ὡς γνωστον μαδοῦνται μαμπυβόγραμ- 
µοι συντεταγµεναι τοῦ Μ. Οὐτωαὶ Ἐξι- 
σώσεις (ι) ἃαι (2) ορὶ δουν Έναν µετασκη- 
µατισµον τῶν συντεταχµενων. Αἱ Επιφάνει- ] εςσες ἡ,ἵθαμμα 


., ς 
αι Άντσι, ἄντοι, ὤλς ον, οπου Ο) Ον οτα- 


θεραι, μαβλοῦνται συντεταγµεναι Επιφά- 
νειαι μαι ἕµαστον δεῦχος ἄπο αὐτὰς τὰς Επι- ς τ 
Φανεὶας τεµγεται ματὰ μίαν Ύραμμτν ιιαᾶ- ὃς σκ 4 
Ασυμενη συντεταγµενη 7ραμμη (Ρ4.Σχ 1). Εἰςτην περίππωσιν τοµτι5 αυτῶν τῶν ἔπι- 
φανειῶν ματὰ ορδήν χάνιαν͵ αἱ μπαμπυᾶβοχραμμοι συντεταγµέναι οπηωματιδσυν ἕνα 
ὀρθοιιανονιιιον σύστημα. Αἱ µ.,1, ααὶ ἁν ουντεταχμεναι Ίραμμαι ἑνός ααμπυΔο- 
γράμμου συστΏµατος εἶναι ἀνάβογοι πρός τας συντεταῴµενας α,υ,3 ενος ὀρθοχωανίου 
συστηµατος 

Συμφώνως πρὸς τανωτερω δί εμάστου σημείου Μ(Χο,Μ., Σο) διερχονται τρεῖς επιφᾶ- 
νειαι Ώτοι αἱ (αν, 2)- αι (Χς, Όο, Ἔολ, αι (αι, 2)” Μ, (ας ὐο 2.) μαι ὰς (α,9Σ) 5 Με (α. ὓς, ἔ9). θα 
ὑποὂεσωμεν οτι αὐταί αἱ τρεῖς Επιφάνειαι εἔμνονται μεταξύ {ων ορθογωνίως. Αἱ ἐπι- 
φάνειαι τεµνοµεναι ὀνὰ Φὺο δὰ μᾶς ῥώσουν τρεῖς γραμμµα» αἱ οποῖαι τεµνονται 
ὀρθσχώνιως εἰς το σηµειον Μ (Χο, ἡς, 39). Β μαμπυᾶη τὴς τομῆς "τῶν ἐπιφανειῶν 
µ,-ο, μαὶ 11.-0, δά μαδῦται ς γραμμπ, ἔπειδω ματὰ μίμος αὐτῆς τῆς τραµ- 


μῆς µονον ἡ αι. µεταθαδήεται 


Ἔστωσαν 6, 6, 6. τὰ µΜοναδιαῖα διανύσματα διερχοµενα ὁιὰ τοῦ σημείου 
Μ (ας, ἃς, 3ο) Ἐφαπτομενιμα τῶν γραμμῶν αν, Ἡν, ἂν ἀντιστοιχως. Βδη το σλις εἷ- 
ναι άθετου εἲς τὴν ἔπιφόνειαν 9 (αχ 3)”, (Χο, ἡ., .) μαὶ πατὰ συνετειαν τὸ 

Ὑχι. εἶναι παραλήηλον προς το 6. Ἐντεῦοδεν ϐ,- Πς' σας (3) ὅπου Πε εἶναι ἕνας 
ϐαὂµωτος παράγων τῆς ἀναβοχίας μεταξὺ τῶν ϐΘ, μαι ες. 


Εστω τωρα ἀπ. Ένα ἐφαπτομενιιιὸν διάνυσμα πατα µμῆλος τες ααμπυᾷης Ώφ 
τοτε |άτ,|-ἀέ,. Προφανῶς ὃα εχώμεν ἆς,'α,- άξ, ἀαι ἆς,ι.- σι: σας 
Εἶναι δε, αἲ, - ἀς,.ο,- ἂτ, π,ὍιςΞ η, ἄν ἵα, Ἅ{(). 
Ἔστω Ὁ,-χο ος «39, ἀθιπάχκθι- ἆψφ,-ἀξθ,. (5) 
δω» δὲν. -ρἳ 

Ἐξάλλου Όα.Ξ πλ οι. δη 8 στ 6, -Ε(6) 


Λιά μα... τῶν (5) ααὶ (6) Ἐσωτεριαῶς Δαμθανομεν/ 


ᾱτ. αφ δα απ Αχ στα αυ αλ. άαν (4) 


Ὅδεν, Ὦ (4) βόγω τς (3) πραφεται; ἀθις-πια,. Καίάναἄογιαν Ἐχομεν: 


υ 46η, αα, ἀθ,-Πιάνι,αξι-Ώι αν | (8) 


τό δε διαφοριιον τοῦ µπαους τοῦ τοξου 9ά εἶναι: 
ἀθ”- ἀξι κάδ.κάθ. «η ἀαῖ νὰ αι, κ Εν ἄν (3) 
Και) ἀναβογιαν προς τὸν (3) θὰ Έχωμεν: 


6,” πι νι 6, εναν, ο)” πλαν (ο) 


Καὶ οὕτω Δαμθάνομεν : 


6,Ξ- ϱ, χι - Βν Πρ σα, κ αν 
9, - θ,ιχςι. - Γ9Ώς σαν χ ναι (11) 
6,Ξ ϐθ,Χχθι 5 Πιλιεναι κ Υάι 


Οἱ συντεβεσται Π,,Ώ., ην μαλοῦνται παράμετροι τοῦ ἑατηό 
Τὸ δε µιιτον γινοµενον ὃὰ εἶναι" 
ο ϱ: ὃς " 
. -----ς --ω-. Χ --- ντος 4 
.. σα, ύα,κνλι της σος (12) 

Το δε ὁιαφοριιιὸν τοῦ Όύιου ὃΌα Είναι 

4ν- ἀθ,.άθ, ἀξ.--ΠιηιΏν ἁμ,άά,ι ὅα, (19) 
: ϐλ σχετιιῶς Σχ. 3 ὁιᾶ το διαφοριαόν τοῦ Όνιου 


Π. Ἔσιω Ὀ(ωμαι, ας) μια θαῦμωτῃ συναρ. .3 ϐν 
Ὅποις αἱ Εαινσ)-Α, α92)9-Α, (ανὦ)ο., 
Αι Φυ,1) 6, µία διανυσµατιαη τοιαύτηι ὧρ 
προς Ένα ορθοικανονιαόν σύστηµα μαμπυλο- 
- πραμμων συντεταγµενων 4, άν». 
Ἀποδεινινύεται οτι σχύουν τὰ πἀτωθδι: 


ᾱ ο οὐ. ι! ὂὸυ 
Ὁ) Ὀυκφιαάωττ. σα, 9ἳ δα δὲ δι νῃς -δυ.θ» 4) αι 


ώς -.”..- ἡ 
|) ψ.Έ-αῖν Ε τπτ. ης [δα (ης Αι) νσης (πβ,Αἱ) -δας έπνδν ΑΦ)1 (1) 


κ 
Π Θ, Πιο, | ΤΗ 
ντο Ἑδοονςς κι ον ο ον εως 
| μη Ὑκ 5ο πια ην { δα. δα, δες - 
η Λι πι Α. ης Ας 


8 ΓἨνη}, ὀν ας 9 (Λι ὃσ η Ὁ. πμ, 
Ν) συ- ππης [δα, Ὡι απ τοι σπ. 2) ἳ σας ο. ὅος)] ώς, 


Π [ μ ι- 
αν ΠιςΏ,ΞΠο5{ μαϊτα 6,6. 6. αντιιατασταθοῦν ὑπο τῶν ὃ,ἡ, κ, τοτε οἱ 
3 [ { } ' ! . .) [ ο. 1 ι 
ἀνωτέρω τύποι ἄναχονται εἰς τας συνπθεις εἆφρασεις τῶν ορθοζωνιων συντε- 
/ 


! ω αν ν ο. 3 - 
ταγμένων, ὅπου αἳ (α, μα», άν) Έχσυν ανικατασταθεῖ υπο τῶν (ανν, 2). 


Άποδειξις τῶν τύπων (1),(2) πα μαι (4). 9) Ἔστω ὅτι δητουµεν την Εάφρασιν τοῦ 4ναάι- 
οη εἰς ἀαμπυβογράμμους ὀρθοχωνἰιου» συντεταγµενας. Εἶναι γνωστόν, ὅτι {ὶ προ 
ἀπ τοῦ 4ααιαπή μας βαομωτὴς ουναρτήσεως υ-Ό (ων αν ἀλ) Ἐπὶ ἕνος αὔδαιρετου 
ἄξονος συμπίπτει µε των παραχωγον της τ) ὡς προς ἁατευδυνοιν αὐτὸν τῶν ἄξονα. Όδεν, 
πρὸς ὑποβοχισμον πῶν συνιστωσῶν του ὁιανύσματος αγαά) ὡς προς των 8ασιν 6, 6, 6. 
πρεπει νὰ εὖὑρωμεν τὰς παραχώχους τῆς Ὦ) ὧς τρος 9ιευθύνσεις ποὺ ααδορίδονται ὑπο 
αὐτῶν τῶν διανυσμάτων, Έστω ΔΤ) εἶναι ἡ διαφορα μεταξὺ τῶν τιμῶν τῆς συναριΏσεως 
Ὁ εἲς τὰ στμεῖα Μι μαι Μ ὅπου ΜΜ,Ξέ,ε. Ίοτεσυμάώνως προς τους ὁρισμοὺς 
ππι-4-! μαὶ ΧΠ-3-Ι ὃα εχωμεν: 

ΔΟ) 


6,’ 4 αάὈ- δα Ξ ϐµτῃ . ὅπου ΜΗ, Ξζ,6, 


δί,-.ο 
Ἐπειδπ µατὰ µθμος τησ ια, ειστο Μ απαλό ἀνωτέρω σχξσι5 γράφεται: 


αἄ ϱι ΙΒ 9. 
μιά κα τω δάρ-ο η.δα, Ἡ οι 


Καἴ ἀναβογίαν αἱ δυο ἆλλαι συνισιῶσαι τοῦ ἀγααϊσηὰ 96 εἶναιϊσαι πρὸς 


ο ου αι ος σι 
Ἡι ὅΌις Π ὃς 
Ἐντεῦθεν υζλιικῶς Ἔχομεν: 
ο Ι. ὃδυ .., δυ. 
4 αάῦστ ιά. ϐτῃ δα. κα δα δα. 5) 


ἴ) λαμθανοντες ὑπ ὄψιν τους ο. (ιο) καὶ (11) δὰ Έχωμεν 
Ἑς Αιθι-Λ.ο, γλά:θ. 
Ξ Αι Ἡ, Πν ιν κ πάς ν Αι ην νι πλαν Χχ σαι ν Ανηιην να,χ Ὑμι 
Συνεπῶς Ἀαμθβάνοντες ὑπ Όψιν τοὺς τύπους περεκοντεςτο ν τῆς δ6 8α εχωµεν 
5 Ἑ - ἀἲν Ἑ -- (Αν. μι) δα, κδλαςν Αι πι ῃο .(σωνκ αν) 
κ ν (Α, Ὡς η ας χ ναι ”- Αι Ποπ, ν (νανκ ναι) (1) 


.. ν (Αι ι Ὡι) «σι, χ σας Α9ην πι Υ. (σα κσαι) 
4 ι 8 (Α: Πα η») 


ο» μῖ ' σα Θ(Α1ηχ ην) 
Εἶναι δε, υ(Αι Π.ῃ9)« άν κναν-- ο η 5 ο ο ο απ. ὅτι. 


να πάς [ , τα 1 
Εἶναι δε ιιαὶ Ὁ. (νι, κΝα)|Ξ-ὂ. 
και) ροή εὑρίσιομεν μαι τὰς ἔμφρασεις τῶν υποδοιπωυ ὄρων τοῦ 


τύπου (1) ικαὶ ὃτε αὐτος τελιιιῶς Ἔραφεται : 
ες [9 νηνΑν), (ην ηνΑς) . Θ(Πι ή, Α.) 


ἀινξ- : 
το Πίπας ου, θμ. μ οας 


ον Ἔστω Ὦ δη συναρτησι» Ὅ (αι αν αν). Ὡς γνωστον ανως προς 


90 . 
ς ) 


αι ου τα αι ου αι 
πνη, δα. . πα διι ο τν Ὃυς ον 


θεωροῦντες ηόα τῶν Φιανυσοµατικην συνἀάρτησιν Ψυ μαι Ἐφαρμοδοντ ες τον 
τύπον (2) δύαυτὴν εὑρίσιομεν: 
. Ὁ {ην 9υύ ο ο Πν 
υυ ανσυ. ο. [ο (99. δν 
Πι ποῃν Όν., ( Ὡι Ἴδα, Ἠδι, πμ ο πι (α. α η 


Παρατηρησις: Ὁ τύπος (3) ἀποδειινύεται τιατὰ τροπον ἀνάάοχον όπως ὁ (2) 


511. ΕΦΑΡΜΟΓΑΙ ΤΩΗ ΔΙΑΗΥΣΜΑΤΙΚΩΝ ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΗ ΤΕΛΕΣΤΩΗ ΕΙΣ ΤΑΣ ΚΥΛΙΗΔΡΙΚΑΣ 
ΚΑΙ ΣΦΑΙΡΙΚΑΣ ΣΥΗΤΕΤΑΓΜΕΗΑΣ 

1. Διαφοριιον τόξου. Ὃς ὕνωστον το ὁιαφοριτιον τῶξου εἰς αυλινόριιας συντεταχμε- 

να5 χ-ρσυνθ, ’-ρημθ, τΞΣ ὅπου ϱ20, μαὶ 0Ξθ-««2η εἶναι: ἁ[--ἀρ”ε ρ'άθ᾽ν ἀπ]. (Με: 


ταβὂηταἰ αἱ ρθ,5). 


ἄ 


Συγκρινοντες τὸν τύπον αὐτὸν µε τὸν (9) θὰ πρέπει νὰ ἄαθωμεν 

ἡιξί, Ἠιρ, Ὠν 1. 

Τό δε διαφοριιιὸν τοῦ τοξου εἰς σφαιριιιὰς συντεταγµένας χΞρσυνθτµφ, 
υρημθημφ, Ἄς ρσυνφ ὅπου ϱ2.9, οςθς 2πι0ΟςᾷςΠ παρέχεται ὑπό τοῦ τύπου: 
ἀξ.« ἁρῖν ρϱ/άφ” ερ ημΊφάθ᾽ (6ὰ. σεΛ.Ιοι, 3τ Εφαρμογή). 

᾿Εδῶ µεταθβηταί εἶναι αἱ ϱρ,φ. Εἶναι δε ΠιΞ{, Π.-ρ, ἩνΞ ρημφ. 

Π. Διαφοριιον ὄγμου: Λαμθάνοντες ὑπ ὄψιν τὸν τύπον (1βλ τῆς 619 τὸ δια- 
Φοριιον τοῦ ὄγμου διά πυδινόριιάς συντεταγ- 
µενας ὅπου Πιτ {, Πγ5ρ, Ποξ{ ια αιτρ ἃλ-θ 
μαί µ,Ξ 3 γίνεται: ἄν - ρἀράθάτ .(8λ.Σκ.ἰ) 

Ἐὰν αναφερόμεδα εἰς δφαιριιιάς συντεταγµε- 
νας τοτε Π,-{, η,5ρ,͵ ΠιΞρημφ υαἱ υ,-ρϱ, ὠ.-φ, 
ννΞ ϐ ιιαι ὁ (19) γίνεται : 

ἄν »ρ)ημφάράφάθ. (6λ.Σκ.2) 


͵ ι ; Ξ ἳ 
Π. Αἱ τεβεστιιαι διαφοριµαί ξαφράσεις εἰς μυδινόριιιὰς συντεταχµενας. 


Εἰς τὰς αυβινδριιὰς συντεταχµενας ὅπως εἴδαμεν εἰς τὸ διαφοριιὸν τοῦ τὸξου 
τι { - ; , { { ε ( ε : 
αἱ παραμετροι τοῦ ἰατηθ δα πρεπει να ἄαθουν τὰς τιμάς Π,5{, Πρ; ΠνΞ{ μαι 


1 { -- . 1 ͵ ει ο. 
ὧς ει τούτου οἱ τύποι (1) ---(4) τῆς 6 (0 όιαμορφωνοντιι αναδοχως., Οὖὗτω εχοµεν' 


ο 9υ . δυ ο, ὃυ. 
4 αάσ--δ, 6,5: 26 πλάτη 6, () 
«.Β. ι. θ(ρΑϱ), { . ὀΛο, Όᾶς 
νερο 'δ- . 


ο ο ο ου 


1. ΐἄ τ 

..ἲ Ὁ {[οοῦλι ου ου 
ν Ὁ--ρ ὁρ ο), ρε δρ ο  ϐ) 

ὅπου 4ρ, 9ρ, 6, Παριστοῦν ἀντιστοίχως τὰ διανύσματα ο,, 6. 6» ἀντιστοιχοῦν- 

τα εἰς τὰς ιυλινόραιὰς συντεταχµένας ϱ,3 ιαίὶ Αρ, Αθ, ΑΣ εἶναι τα µετρα τῶν 


.. ος το ι . 
προθοῇβών τῆς Γ Ἐπὶ τῶν Θς, 60, 8. 


Ἐφαρμογη: ν Νά Δυὸβ η ων ϱὍ- ο ὑποθετοντες Ὁ)-Ὁ (ϱ), όπου ρ-(αὐνυ’) 2 
Λύσις: Ἀπὸ την (4) ἔχομεν: -ᾱ ὃν (ρ--ν 5)- ο Ὦ ρ. αν - σι μα υ-ς, έαάρ-ς, 


. . απ [ α 
Ἱσ. Αἱ τεᾶεστιμαί διαφοριμαι ξαφράσεις εἰς σφαιριµάς συντεταχµενας. 


Εἰς τὰς σφαιριιιὰς συντεταχμένας αἱ παρἀμετροι τοῦ | ατπό ἀαμόαάνουν τὰς τι- 
μάς ὨιΞ{, η Ξρ, πεΞρηµφ μαι ὡς ἓμ τούτσυ οἱ τύποι (1) ---(4) τῶς 8ο τιαδίσταν.. 


ται ἀναδόχως. Οὗτω Ἐχομεν: 


ο. ευ ου, 
αιαά δρ ας” δδ- ος” ῥημᾷ ' 56 ο, (τι) 
ο Ἑ ι θ(0ἱΑρ) Γ.  δίπαφΑφ) Γ. 9ο 
ΝΕ ϱ” ὁρ " Ῥπμφ ὃφ Ἐσρημς ᾿ 56 (2) 


θίθλο))ο,. (ή -θ(ρλα) ας ὄλ)α, ϱ) 


το Εκ ρημς (5.5 .. 9 λ9, κας ον δρ 6 ὃφ 


| 
βημφ ο” 


.δυ σα μμ ιἩ 
νυ--ε ϱ; δρ νρ (ο δρ)" σπα δεί η σᾳ δν) ρηωμῖφ 99” ο. 


υ 4 2 - 
σποι) ο, όᾳ, ζρ παριστοῦυν αντιστοϊκως τὰ ὁιανυσματα ὅι 6) 6: αντιστοιχοΌντα 


εἲς τὰς σφαιριιὰς συντεταχμὲνας ϱ Φ,θ υαὶ Αρ, Αφ,Α9 εἶναι τὰ µετρα τῶν ἀντι- 
ς ο . --- 
σιοἰχὼν προβολῶών της Γ. 
« 4. 2 ᾽ 3 π ' -- Σι 
ἈσιμησιΣ: Νὰ Δυὸῃ ἡ εξίσωσις ν ὉΞΟ εἰς σφαιριµας συντεταγµενας εαν 


"Ὁξ υ(ρ), ὅπου ρξ (ανυ τν). 


. 


Εφαρμοχα!!:: μά δειχὸῃ ὅτι τὸ σύστηµα τῶν αὐλινδοιυῶν συντεταγµενων εἶναι ορᾶο- 
γώνιον: 
Άποδειξις: ο διανυσµα Όεσεως μὰὸε σωµείου εἰς αυλινόριαας συντεταγµενας Εἶναι: 


τεχτν]τκ- ρσυνθ.ἰ«ρημθ.]ν κ. 


ῃ ’ . . [ ͵ , . 2 Π 
Τὰ Εφαπτοµενιια διανύσματα εἰςτας ϱ),θ μαι ὁ νραμμα» ὁιδονται αντιιστοιχως 


ὑπο τῶν ο ἳ τν : σε Όπου εἶναι" 
1 
ορ 
Τὰ δε µοναδιαῖα εἰς αὖτας τὰς διευὂυνσεις εἶναι : 
-ὃς, εν. ο οσον συνθ.ὶ» ημθ.] 
πρημθ:ἳᾳ ϱσυνθ.1 «--Ώμθ-ί κα συνθ’] 


8136,” δρ) [δε] - Ἱνβσημῖθν ρτσυντθ 
ον 9 «ὃς | - κ, 


Ξσυνθ-ὶν ημθ:] 1) ος --ρημθκρουνθή ος -κ 


Τότε, ο 8, -(συνθίκηµθ.)) (-ημθ'ζ νσυνθ.])- ο 
ος ᾱ,- (-πημθ.ῖ«συνθ]).κ-ο 
--, «ΘΡΞΚ:(συνθ.ἶ «ημθ.]) «0 
Ὅδεν, τὰ μοιαιαῖα διανυσµατα 6, 8ᾳ, θε σχηµατιδουν ορδογ. συστημα. 
24/. Νὰ παρασταῦῃι τὸ διάνυσμα Ἐς α-ἰ-2χ]}κυ.Κ ες αυᾶινόριμὰς συν εται - 
μἒνας ὅπλ. να προσθιορισθοῦν τὰ Αρ, Ας, Ας. 
Λὺσις: Συμµφώνως πρὸς την προηχσυμντ ἔφαρμογη ἔχομεν: 
4ρ- συνθ:ί «ημθ: 1 (); 8ς--ημθἰἡ εν συνθ.] ϱ), Θϐ:-κ (5) 
Ἐπιλύοντες τὰς Εξισώσεις (1) ιχαὶ (ϱ) ὧς προς τὰ διανύσματα ἰ υαἱ | ευρἰσιοµεν : 
ἑΞσυνθ.ο,-ημθ:ὅς, ]-ημθ-αρ4συνθθρ εἶναι δε μαὶκ-θ. 
᾽Αντιιαδιστῶντες τὰ, ἐκ εἰς των εαφρασιν τοῦ εξ ευρισιοµεν: 
Ε« (ασυνθ- Ίρσυνθημθ)ορ- (Έπμθιῳ ]ρουν-θ)αρ» ρημθς,. 
δεν, Αρ - 2ουνθ-Ίρσυνθημθ, ΑςΞ - 3 ημθ- 2ρσυν”θ, Απ ρημθ. 
8ἱ/ Δεὶξατε οτι εἰς αυλινδριωας συντεταῄµενας (ϱ)θ,2) ισχύει: 
Ὀντοξ(ᾶφγαάθ)----φγαά (ἐσφρ), {) τοὶ (θᾳπαάρ)Ξ--- 4γαά(2) 


Ἀπόδειξις: ιν) Ἔχομεν : αταάθ- (9 τα ο δε)” (ο,-ρ-, ο) 
θδεν τοῦ (Σᾳταείθ)« (-ρ .- (γρ ϱ),ο,-ρ. ρ δρ ὃν (α)-(- Ὡ 090) 


μαι αταᾶ(ζοφϱ) -- (30 έοφρ, ςς ὃ6 έοφρ, ὃς έοφϱ)Ξ{-, 00) 

δεν, τοι (α προ εν αμμα (έου ρ). 
4ἱ/. Δείξοτε ὃ ὅτι τὸ διανυσματιικόν πεόίον Ἐ- Όρσυνφημθο,- ρηµφημθαφ»ρσφφσυνθοςν, 
ὅπου ρ)θ,φ σφαιριιιαὶ αυντεπαγμίναι εἶναι ' ἄστρόθιλον. 


Ἀπόδειξις: Ἀρμεῖ νὰ Φείξωµεν ὅτι το Ἐ-ο ὥποι: 


ι ος 9Αρ ο ακα σα 


' 
ρπμφοί ὃς 98 ρημφ ορ ο ορ 
Εἶναι: Αρ- Ίρσυνφημς, Αο--ρημφημθ, ΑῳΞ ρσφςφσυνθ 


ο Θ(Α ). ΘΑ 
09εν, οκ -δι--ρημᾳσυνθ«ρημφσυνθ-0. 


δια» αποδειινυεται μαι ο μηδενισµος τῶν ὑποβοίπων ναι οὗτω το πεδιον 


εἶναι ἀστρόθιλον. 


6 ΙΟ. ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΑ ΠΕΔΙΑ ΜΕ ΜΗΔΕΜΙΚΗΗ ΑΠΟΚΛΙΣΙΝ (σωληνοειόΏ ιανυσματιμα πεδία) 
"Έστω ἕνα διανυσματιιιὀν πεόιον Ἐ(μ) - Ρ.ΐνΩ.] «Β.κ, ἔχον πρὠτας µεριιὰς παραγώ- 
ψγους συνεχεῖς ἔπί ἑνός χωρίου 


ἀἰόοµεν τὸν υάτωδι ὁρισμὸν: 


ς ͵ σ--ᾱ - , 
Ορισµός Χι-ΙΟο-1Ι. 76 όιανυσµ.πεδιον ἕ υαδεῖται σωζγηινοειδές, ἄν εἰς ιιᾶδε ση- 
- ε 1 6 . ο] 
µεῖον του Ἡ ἀπόιδισις εἶναι µτιδεν͵ ἤτοι: 
| ας. 
. ἄιν ΕΞ ο. 
Φί , : ͵ ς ( Ἴ , κ - ” σέ , 
Οὕτω τὸ πεδίον ταχυτήτων ἓνός ἀσυμπιεστου υγροῦ εἶναι ἕνα παραὀειγµα σωὰη- 
νοειόοῦς πεόίου. 
ς ὑποθέσωμεν οτι τὸ θεωρηθὲν διανυσμ.πεόἰον Ἐ(Μ) εἶναι τὸ διανυσµατιιόν πε- 
δίον τῶν τακυτητων ἕνός µονίµου ρεύµατος. 
'ῃ ὁδιιἡ ροή ὅια με μιᾶς απἀής αἃ ῆς Ε ος τὸν ὃ 
ἰμὮ ϱροΏ ὅια µεσου μιᾶς ἁπᾶῆς αβειστῶς επιφανείας 5, συµφωνκως προς τον 0- 


ρισµόν ΣΠ- 8-3 ιιαὶ τὸν ὁβοαἈπρωτιιιὸν τύπον µατὰ ἀῑν (0λ.σελ. 458) δὰ εἶναι: 
Ἅ [εμας - [[ειάς- [αινΕ όν | () 
5 5 υ 


ω ' --- Ἀν - , ὃς . 3 , , αι ς 4 ο α , , 

Εάν αἷν Ε»ο εἰς μίαν περιοχην τοῦ σημείου Μ, αὖτο σηµαίνει Οτι η εαροπ αποτο Μ 
-- [ιμ μ . . μα ͵ 3 Π , / ΄ 
εἶναι δετιιή, ὁπλ ἀπό τὴν περιοχήν τοῦ Μ θά εξέρχεται περισσότερο ρευστο, ἀπ᾽ὅτι 
εἰσέρχεται εἰς αὐτὴν, ὁιὰ τοῦτο τὸ σημεῖον Μ ιαβεῖται τότε µία «πηγή» (5οµγςθ). 

3 { | . αν . Γ ͵ - ῃ ο 1 ῃ ῃ ῃ 3 
Ἀντιδέτως εαν αἰνξκςο εἰς µίαν περιοχτν τοῦ σημείου Μ, π “Εαροτι, εἶναι τότε µία εἰσ- 
μ Π . ῃ [ ε , ος η  - τω 
ροπι, καθοσον τοτε ὃα εἰσερκεται εἰς την περιοχην του Μ περισσότερο ρευστο απο οτι 

- 3 α ε ͵ ; 9 ον. ' 
ἐξέρχεται Εξ αὐτῆς. Εἷς αὐτὴν τὴν περίπτωσιν το σημεῖον Μ μαδεῖται « ματαθοθρα» 
. αι ᾿ ώ { 
(5ίΠΚ), ἄλλως « αρνητινῦ πηφρη ». 
. 3 ᾗ ε ” ῇ ς ι { .”. ε ντ 
ἛἜαν εἰς µίαν περιοχην τοῦ Μ ὁεν ὑπαρχουν ΠΤΙΡΕΣ τι μµαταθὀθρες τότε όϊν ΓΞ0 (σω- 
3 µ Π ᾿ [. Π ἤ ͵ ε εἰ ; 
Άηνοειδες πεδίον). Εἰς τὼν τεβευταίαν περίπτωσιν, 6 τύπος (1) δίδει ὅτι: τι οΔιιὰπ 
' ό { μ - ς . 1 .ς 3 4 Π -” ( α. , 
ροτι Οοια µεσου µιας οιασὀώπιποτε αδβειστῆς ἐπιφανειας Θα εἶναι 0, εποµενωῶ»ςτο- 
1/ μα, ι έ .. αν -ᾱ, ε ͵ ῳ 
σος Ομµος ρευστου ὃιρεῃ Σα του ἔσωτεριικοῦ τπρὀς το ἔξωτερικον της οσος μαί 
2 -- 3 - έ ἐ ῃ 
ἔα τοῦ εξωτεριισυ προς το Ἐσωτεριμοντης. 
ι 1 . -- 1 κ ; [ ͵ ͵ -- - 
Λια τὰ σώθτινοειόΏ πεόια Έχουμε τον καὔουμενον νοµο όιατηρησεως τῆς ροῦ» 


υ ς ο 3 .) 
τον δποῖον εξάγομεν αμεσως αατωτερω: 


Ἔστω Ε ἕνα σωθηνοειδὲς πεόιον͵ ὅπλ. αν Ἑ --ο. θεωρσυμεν ἕναν «Ρευματι- 
μὀν σωλῦνα», τοῦ διαν. πεδιου μαὶ Δαμέάνο- 
μεν τὸ µερος του, τὸ ἁπιρῖον περιέχεται µε- 
ταξὺ ὁὺο τομῶν ὃ, ααὶ 5, (6λ.Σκ.Ι). 


ἳ ' Ὀ 8 
ἀὐταίὶ αἱ τοµμαὶ μαδύ κιξ τὴν πευριιην επι- 


Φάνειαν Ὃι ὁημιουργοῦν μίαν αεστην ἔπι- 


ι ΣΧ. {. 
φανειαν ὃ. « 
"Επειότπ τὸ πεδίἰον ὑπετεὂπ σωᾶτινοειδὲς ὁὃ τυπος (1) δίδει: 
ἥ άνω [[Έπα. -ο (3) 
5 5 
Ἰλλ8α: ) 
| ῇ μιάς.) Ε, ας ε)]ᾖειας 4 ῄ Ενας (8) 
5 : 5ι δν δν 


ὅπου ἔμαστον ἐπιφανειαιιόν ὁδβοιιδήρωμα ἀαμθάνεται ἐπί τῆς ἐξωτεριικῆς πλευρᾶς 
αἷς ἀντιστοίχου Επιφανείας. 
Ἡ ροή ιά µέσου τῆς πθευριιῶς ἔπιφανείας 5, εἶναι προφανῶς. µηδεν, αβο - 
σον επ αὐτῆς Έχομεν Ἐἰ ἡ ιαὶ ἔπομένως ο τύπος (2) ὀϊδει; [κάν-[ᾖέπα»- ο (4) 
, 


ὃν 5, 
[ο 2 - : 
Όδεν: Ἐι τῶν (1), (9) μαι (4) Έχομεν: 


[μάς « [ης -ο, 


5, δι 
Ότοι : 

[κα--'ῇ Ε, 5 (5) 

5, 5. 


Π 2 ος | 
᾿κὰν τωρα ἄάθωμεν τὴν Εεσωτερικἠν πΆευραν τῇ» 5, πλ. ἄντιστρέψωμεν των 
- μ υ 4 . 
διεύθυνσιν τοῦ καθέτου της διανύσματος ικαὶ διατηρύσωμεν. τὺν εξωτεριλ ἂν 
. ας α] Γ αι ϕ ἡ [ | 
πᾶευραν τῆς επιφανείας Ὁ,,Ὢ ἰσοτως (8) γίνεται: 


[[ειας πρ (Θ 


54 


ο 5 { . - , -.. Π , ῃ ο - 
Ὀθεν ρσοη τοῦ σωζπνοειδοῦς ὅιαν. πεδίου Ἐ ὅια µεσου μᾶθε τοµΏς τσῦ «ρευ- 


-- - ι . . σ. . . 
ματιιοῦ σωᾶῆνος» ἔχει µία μαι την αυτὴν τιμιΏψ. 


ῃ ’ , 4 ͵ ( . ' , ς Ρ] ῃ 
Εάν τὸ όιανυσμ. πεδἰον Ἐ Δαμθβάνεται ὢς πεδιον τακχυτηκων ἔνος ασυμπιεσταυ 


5 πα / ο | , ῃ ἤ , -.. [ 
ὑκροῦ, το ὁποῖον δὲν Έχει πΏγΕΣ Τ ματαθόδρες, ἡ σχεσις (6) όωλοι οτι: ἡ ποσσαις 


. - ο - ες 5 ' μας: κ ͵ [ - - κ. ο - 
του υχρον, τι οποια όιερπεται απο µιαν τοµτιν του 6 ρευµατιιου σωλήνος » εἶναι 


μα -- 4 ’ « 3 
{ αὐτῃ ὁί ὁὃᾷας τας τοµας . 
6ἱ, ΕΞΙΣΩΣΙΣ ΣΥΜΕΧΕΙΑΣ 
Π - έ 3 - . , ῃ ͵ [ 4 
Ως ἐφαρμορὼν τῶν ἀνωτέρω ἔννοιῶν, ἄς εξάγωμεν μίαν ἀπὸ τὰς ἑασιιιὰς ἔξι- 
, ο . - -- ᾿ ῃ ΄ ΄ 
δώσεις τῆς μινήσεως τῶν ρευστῶν, την παλουμεντιν ἐξισωσιν συνεχειας . Ἔστω 
-- ἐ 1 αν, , ὁ ἡ ΄ 5 αν , 
υ(ρϱ, 8) το πεόιον τῶν ταχυτΏωτων ἔἕνος κινουμενου υγρού, πυνοτητος 
4 ͵ ῃ ΄ . , 3 ͵ 5 
ρτρία, υ3,8), ὁπᾶαδή το ύγρο δὲν ὑποτίδεται ἀσυμπιεστο καὶ ὧς εω τούτου π πυ- 
ἁνότης του ϱ ὀύναται νὰ ἐξαρτᾶται καὶ ἔω τοῦ χρόνου Ε. 
2. ι ς “ νί η 3 οἳ . - « - - 
Εαν τωρα ὑυποὂεσωμεν Ότι εις οὐδεν σγιαεῖον τοῦ διανυσμµ. πεδίου υ υπαρχουν 
| -..... η 4 ΄ ον , - ο - ' π- - 
πηχαί η µαταθοθραι, τοτε µετα Ευ τῆς ταχυτητο» του Όρρου ἵκαι τη» μεταθολῆς 


-- , ς ͵ Ἶ [ 
τω πυινοτητος Όφισταται ΏΈ σ«κεσιςδ. 


κ 


«ὉΡ /αἰνΊ-.οΟ, ὅπου 7-ρ 0 (0 
ος 3’ : ρ 


᾽ σι [ ͵ μα ε ͵ ῃ 
Πράγματι" ἂς δεωρήύσωμεν µίαν τυχοῦσαν Ἐπιφανειαν 5, η οποία περιαδεί ει 
ἕναν ὄγιον ν τοῦ ὑχροῦ. 


. ὧς , - - ς ος Γ ᾽ υ - 
μ ἐντὸς ποῦ ὄγκου ν μᾶδα τοῦ υγροῦ εἰς οἴανόήποτε χρονινιΏν στινμτν εἶναι: 


μαι εξ αυτΏς Δαμθάνομεν: | 
ὂὃμ ο ο [{ὸρ 
ο κ... 
ν Υ 
Εξάλλου ἡ µεταθολτι τῆς ποσότητος τοῦ ὑνροῦ, τό ὁποῖον περιεχεται εἰς τὸν ὀρωον 


- .”, [ Π ᾽ “ ς α- ᾽ ῃ ο 3 " π/ 
Υ είναι σι µε τον ροτν του Ὅρρου δια µέσου τή» επιφανείας 9, τοι : 


5 


5 
." κα -- [ Π [ ο. ͵ ας 3 ’ { ν { 
οπου π εἶναι το μαθετον ὀιανυσμα. Τὸ αρνΏητινκον σηµειον Έτεὸὂη ὀτοτι πι ποσο- 


- Ὁ - ς [ ι . ͵ πμ. 3 ας. οι .. ι 
της τοῦ ὑγροῦ, τἡ Οτιοία περιέχεται εἰ τὸν ὄγιον Μ, εἰαττοῦται Οταν τι ταχύτη5 


µατενδύνεται πρός τα ἔξω. | 
Μετασκηματίδονέες το ἐπιφανειανοὸν ὁΔοιᾶήρωμα διὰ μέσου τοῦ ὁλοιβπρ. 
τύπου ατα ἅὶν ἔχομεν; 
| δὲ (ρολ α.--[{[ αν (ρῦ)αν (3) 
5 ν 
α τῶν (2) μαι (4) ἀαμθάνομεν 


ας αν --[[] αιν (ρῦ) ἂν 


ν 


4 


Ὥ [ή [-ὸς- « αῑν (οὔ)]αν - 0 (ο 
Νν - 


ἳ ν .. ν 5” ' 3 ͵ [ ι ' ... « 5 , 
Ἐμα ταύτης, ἐῷ ὅσον τὸ Υ ἐλήφθτι αὐθαίρετον, συνάχοµεν ὅτι η ὑπό ὁδοιαλή- 


κάν, ουνάρττ σι, ὕποτιθεμενη συνεχης, εἶναι Ἔιι ταντότητος ἴστι με μηδεν 6διατί) 


ου 


Ιωπ--- 


Ὅδεν ἔΈιι τὴς (5) Δαμθάνομεν: 


ΌΡ . στὸ... 
στα -αίν(ρῦ)- ο (6) 
Μ! .. ω ο. τ 9 ͵ , ͵ / : ο... : 
Ούτως Εχοµεν εὗρει την εξίσωσιν ἡ οποία συνδεει την ταχύτητα καὶ των πυκνότη. 
. Π η 5ς δα 4 ι ͵ ες , [ / / Π, ͵ 
τα ενος αινουμενου υσροῦ, δια παθε περιοκην πι οποια. όεν εχει πΏψες η µατοδθοορες 
Ἡ ἘΕίσωσις (6) εἶναι γνωστή ὡς Εξίσωσις συνεχείας. Εἰσάχοντες δὲ τὸ διάνυσμα 


Π-ρῦ, Ἡ Εξίσωσις (6) Τραφεται - 
ορ 
δι 


'Ρὰν τὸ ρ εἶναι σταδερὸν, τό ὕχρον εἶναι ἀσυμπίεστον ιαί τότε αιν ᾖ -0, ἆπλ. τό να 
θ ερὀ , , 


καν Τ-ο, ὅπου ρυ (3) 


͵ ’ --- υ 
νυσµατιιιον πεδιο/ Ὁ εἶναι σωᾶτνοειδες. 
ι 3 ς ’ ' ῃ « ” υ .. ο! 
Η εξίσωσις συνεχείας ἔμφανίδεται ἐπίστις εἰς τὴν πδεμτρομαγνωτικὠν Όεωρίαν , ὅτιο' 


- 4 - Π . ͵ π ΄ - ν έ / 
τὸ ρ .εἶναι εμεῖ τὸ «φορτίον πυμνότητος» ιαὶ τὸ 1: ρῦ εἶναι ἡ «ρευματιιτ πυινότης».. 


δ[2. ΝΕΥΤΩΗΕΙΑ πΕδια 
η] 1 , . ι . Π ο , 
Ἐπτυ -Ὁ σταθερὀν σημεῖαν Α(α,δ.Σ) ἁωι το µεταδί στὸν στιμεῖον Μ(α,ή1) εαι 
τὸ διάνυσμα. στ μἊ, Έστω η] πι κ-α).ε σν- Θτ.(Σ η). 


“Ἕνα ὁιανυσματιιον τιεδίον Ἰῶς ἹερφΏς: 
- -- 
τ 2 κ 
Ε (1 ισα πυμσιωσμωνις, 
δου ζα-αγνην-θ)ε(α κ) 1. 


ρ 
.-- 
κ.ά 


ὅπου µ σιαθερὰ, ιαβεῖται Μευτώνειον πεδίον. 
Τοῦτο ορίξεται εἰς ὁᾶοιδωρον τὸν χῶρον β΄ ἑωτός τοῦ στιµεὶου Α(α,θ,γ). 
Παραδείγματα: 
8 Το πεδίον τῆς ἔδξεως τὸ ὁποῖον παράχει σῶμα μάδτης της εὐρισιομενον εἰς 
τὸ σωμεῖον Α, εἶναι: 


-- 


ο ει Π 1 ; -- - ͵ 
Ε(Μ) « Κ.τηο τς ὅπου κ Π παγιόσµιος σταθερα ται ὃ- ΜΑ, εἶναι ἕνα 


.᾿ 


Μευτώνειον πεδἰον. Εἶναι όε [Ε(Μ)]- --- 


14/ Τό πᾶεατροστατιιὸν πεδἰον τὸ ὁποῖον παράγεται ἀπὸ ἕνα Φφορτίον 4ο, 
τὸ ὁποῖον εὑρίσαεται εἰς τὸ σημεῖον ᾱΑ, εἶναι. 


Είµ)-- πο ος ; ὅπου ε ἡ διηβεμτριμἡ σταθερα, εἶναι ἕνα Μευτώνειον πεδίον. 


᾿Εατῆς (!) προιύπτει ἄμεσα ὅτι: τοῖἙΞ σ, αὶν Γ-ο. 

Ὅδεν συμφώνως πρός τοὺς ὁρισμοὺς ΣΠ-6-2 καὶ ᾶπ-ιο-1 τὸ Νευτώνειον πε- 
ὁίον εἶναι ἀστρόθιᾶον μαὶ σωδᾶηνσειδες. | 
ἀπάρχει µία πραχµατιµτι συνάρτησις ᾧ τοιαύττι, ὥστε αιαάφᾧ-Ε (Μ) ααὶ ὡς 


ῃ ᾽ πι ως . . ͵ . 
τοιανττι ὄυναμεθα νἁ δεωρησωμεν την συνἀαρτησιν : 


Φ(Μ)--ᾷ---ο, ὅπου ο σταδερα 


ως 


6, παδοῦμεν ὀυναμιιιὸν τοῦ Φιανυσια- 


Την συνάρτησιν [ο(Μ)-- ᾧ(μ)--- 
τιιιοῦ πεδίου Ε(Μ). 

Εὰν δε θέλωμεν τὸ ἀνωτέρω δυναμιιιόν νὰ μηδενὶξδεται εἰς τὸ ἄπειρον δα 
πρέπει νὰ Δάθωμεν «Ξ0 αῑσι οστά η συναρτησις Ὀ(ν)--ᾱ- 0) ιααεῖται 
Νευτώνειον δυναμιιὀν τοῦ Νευτωνείσυ πεδίου (4). 

Ἂν εἲς πών πχῶρον ΕΚ δεωρήσωμεν η τό τΆῆθος στμεῖα Α,,Α.,..., Άη, τοτε 


τὸ διανυοματιιὀν πεδίον’ 


η -ᾱ- εν. 
Ε(Ν)- Σ μ ιν (3), ὅτου µ, σιαδεραι μαι Ἔρ- ΜΑΡ, 
ρθει 


, ; ' ΄ , , ; / 
:μαδβεῖται Λευτώνειον πεδιον παραχοµενον ἀπὸ μίαν διαικειριμεντ πατανομ» 


σημείων. 


[ Π , - 
Τὸ Νευτώνειον όύναμιιον τοῦ πεδίου (3) δά εἶναι : Ό(μ)- σε. 
Τό διανυαµατιιόν πεδίού τὸ ὁποῖον ὁρίξδεται ὑπό τοῦ ιἀτωδι ἐπιμαμπυ- 


Δίου ὁΔοιἄπρωματος: 


-- 


ἔω»ᾖὴ (9) ᾱ ς αξ, ὅπου Ἰ- ΜΒ (δες μα Μέςο) 
η 
ααλεῖται ἐπιμαμπυᾶισν Νευτώνειον πεδυον. τὸ ὁποῖον παράχεται ἀτο συ- 
νεχτ τιατανομτι μὲ γραμμη πυινότητα (5). 
Ὑπαάρχει πάντοτε µία πραγµατιαΏ συνάρτησις Ὁ) τοιαύὐτπι, ὥστε: οιαὰ Ὁ - Ἐ 


μαὶ ἀποδειανύεταί, ὅτι ἡ ἓν ἃδγῳ συνάρτησις παρέχεται ὑπό τοῦ τύπου: 


υρω-ς ἄξ τιαὶ ααβεῖται δυναμιιόν ὀφειλόκενον εἰς γραμμιιήν 


[2] 
πατανομιών. 
ο) ῃ . ᾿ . 6 [ ι υ ͵ 
Κατ να τροτιον ὀυνάμεδα. νά οφίσώωμµεν τὰ Φιανυσµατινπα πεδία 


Ε(μς "εξ . ἄ- μαι Ε(Μ)-  τως τε αω, ὅπου ϱ μαί ϱ,͵ Ἠ ἐπιφανειακη αι 
5 ο] 


Ώ χωὠριμΏ πυµνοτης ἀντιστοϊχως μαὶ Μά5, Μέ9, μὲ δυναμικά: «μ- [ή ἄς 
. 
Ὀ(μ κ ω σω ιαλούμενα. ἐπιφανειαιὸν ααὶ χωριιιόν δυναμικὀν ἀντιστοίχω». 
613. ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΜΗΤΙΣΜΟΣ 
«Ένα Πδευτρομαννητιιόν πεόίον περιχρἀφεται ἀπὸ τῶν αρ νο. τοῦ Μαχήθέθ, ἀπὸ δυο 
διανυοµατιια πεδία Ε υαί Η μαί ἘΞ| ΕΙ εἶναι ἡ ἔντασις τοῦ ἠΔεμτριασῦ πεφίου 
μαὶ ΗΞ 1Η] εἶναι ἡ ἔντασις τοῦ ματνητιιιοῦ τιεδίου. 
Αμφότερα τὰ Ε μαὶ Η μεταθάλλονται µετα τοῦ χρὀνου. 
Ἀπόντως ἀχωχοῦ τὰ Ε υαὶ Η ἱμανοποιοῦν τὰς εξισώσεις τοῦ Μαχνυθθθ, πτοι: 
αἰν Ε- πρ (ι) , αῑν Η- ο (2) 
ωἱ Ε-ἑδε, τος ο (4) 
ὅπου ρ Εἶναι ἡ πυινότης τοῦ ἠΔειτριμοῦ φορτίου μαί ς« εἶναι µία τιαχµοσµιος οταθερᾶ. 


Εἰς τών πλεμτροστατιαὴν περίπτωσιν, Η-- 0 ααὶ οὕτω λόγω τῆς (4) τὸ Ε δὲν ἐξαρτᾶ- 


ται Ει τοῦ χρονου μαὶ Δόγχω τῆς (3) θὰ ἔχωμεν: ποῖξ-ο (5) 
Εντεῦθεν, βόγῳ τῆς (8), (εἰς ἕνα ἁπδῶς συνεατιιὀν πεδἰον), ὑπάρχει µία πραγχµα- 
τυη συναρτησις ἳ) τοιαύτω͵ ὥστε νὰ ἔχωμεν! Ἔ- ανασα (6) 
Ἡ συνάρτησις Ὁ τιαδεῖται Λήειιτροστατ/τιον Φυναμιικόν. 
λογω τῶν (1) ιαὶ (6) π Ὁ) ὃα ο ος τὴν ἐξίσωσιν τοῦ Ροί5σοτι, Ὠτοι : 
ἀὶν Φγααά ἳ) --απρ (3) 
Εἰς ἕνα πεδίον ιιενοῦ φορτίου (ϱ-9), ἡ Ὦ ἁόχω τῶς (7) δἀ ἱμανοποιῇ τῶν ἐξίσωσιν 
τοῦ ἰαρόαςα, Ὠτοι: 
ἀϊναταα Ό-ο ἡ ν΄ ὖ-ο (8) 

Ἡ συνάρτποις [], διὰ δοδεῖσα ιιατανομἠ Φορτίου͵, δύναται νὰ ὑποᾶβοχισὸῷ απὀ τὸν Νο- 
μον τοῦ (οιιζοτΏΒ. Οὕτω διὰ ἕνα φορτὶον εἰς τὸ σομεῖον (χ,υ,3) τὸ Φυναμικον Ὀίαιν, 
παρέχεται ὑπο τοῦ τύπου: | | 

Όμς χο (8), ὅπου ο γααι) ω-φ εσ-τι) μαι ς, σταθερα 

Διά ἕνα πεπερασµένον πᾶπδος φορτίων τὸ δυναμιωὸν αὐτῶν εὑρίσιεται ὁι ἁπᾶῆς 
προσθεσεως συναρτπσεων τοῦ τύπου (9). Ν 

'Εὰν τὸ φορτίον εἶναι ματανεμωμένον ματά µῆιος µιᾶς μαμπυᾶτης ο μαὶ 9 εἶναι τν πυ- 
υνότης αὐτοῦ (Φορτιον ἀνὰ µονάδα µήμους) τόὀτετο ὀυναμιιόν εἷς το σημεῖον («Χ., Ψι,Σ1) 


. ς ͵ ας Π 
πορεχεται ὑποτου) τυπου: 


ὑαμμαὺ τες άξιο (0), ὅπου Ὀιτγ(α-χὴ (9-4) Ἡ (2-21) 
ο 


Τελος, ξὰν τὸ φορτίον εἶναι ματανεµηµένον ἐξωτεριιῶς ἐπὶ μιᾶς ἔπιφανεις Ὁ μὲ πυ- 
μνότητα β. (Φορτὶον ἀνὰ µονάδα εμθαδοῦ) τότε τὸ ὄυναμιιιον εἰς τὸ σηΏημεῖον 
(ανν τη) ὀΐίδεται ὑπὸ τοῦ πἁτωδι ἔπιφανειαμοῦ ὁᾷοιἈηρώματος: 


αμ ἐν) 5 . ἄδις 


5 


Συμπᾶπρώματα μαί ασιήησεις: 
1 Νά προσδιορισὸοῦν αἱ πραμμαί « διευδύνσεως τοῦ! πεφίου : 
(αφ α)Ξ Ξ3ΧΗ τες] 13.Κ. 
1, Ἐὰν (89) - (5114-85) μαὶ .. (ημῖ  συνῖ ο. εε[ς Β,να κ ν αἱ παράγχώγοι: 
-ᾱ 3), ἃ) ᾱ πα), ε) -ᾱτ αἲ (4). 


ὄ Νά εὑρεδῇ ἡ "Αρσίωνρα τῆς ο αλ οκος με) οκ νεἳ εἰς το στµεῖον Μ({12) 


αατά το διάνυσμα ἴ-α ασ 1]- ος Κ. Ὁμοίως να εὐρεὸη Ὦ ἁατεύδυνσις αατά 
των οποίαν ἡ παραγὠχος εἰς το σημεῖον αὖτο Ἀαμθάνει τὴν µεχισοτν τιµηΏν. 
(Ὑποὸ:. Ἔστω ἄ-(αχ -ο9,231)- Ψ{(,υ,5). Δια νὰ ἔκωμε μεχιστον ἀριεῖ το εσω- 
τεριιον Ύινοµενον ἄά- ὃς κής υ. . παν ο πο ον οποιο πμ 
εἰς το στιμεῖον Μ (133) νὰ Ἐνεται µέχιστον. Πρός τούτοις αρυεῖ τὰ ὁιανυσµατα. 


ἄξ(4χ,-2υ 39} Ξ(α, -4), υι Οῃ 9) νὰ εἶναι συχγραμμµιαά, Ώτοι | 


στι ο μα. π.) 


Ἐὰν όαι)-α” υγ μαι Ἑ-ατὶ-υ1] κ 2λυ-κ. εὗρατε τὰ μάτωδι: 
) «Ψθτφπαά, {) ἀίνΕ, ἴί) τος ξ, ἰν) ἀῑν ({Ε), ν) κο (ᾳ.Ἑ). 


ως ς Ξ - ο. ο - 2} 3 ͵ 3 ε 
Ευρατε το µοναδιαιον Φιάνυσμα το οποῖον εἶναι ιαθετον Επί ττιν επιφανειαν 


πχ κος εἰστο σωμεῖον Μ (10,2). 


Ἔαν ἄ-(υ1χυ -χε) μαι δα )ς5 ὃ χἲ υ ὑποβογίσατε τὰ ᾱ-ό ἄχ ΝΕ εἰς τὸ σωμεῖον 


Μετ). 


Νἁ εὑρεδοῦν αἱ διανυσµατιυαὶ γραμμαὶ τοῦ πεδίου με εξίσωση 
ϱ ΕΞαοταά(κυν) ΕΞφναάτ,, οπου Γον αχ ν ην στ. 

... 
Ἂν τὰ τρὶα μοναδιαῖα Φιανύσματα ᾱ, ὁ Ὑ σχΏµατιδσυν ἕνα δεξιοστροφο τρι- 

ι , Γ ι [ . ἑ ο... ο) ͵ ς , 
σοοθοχώνιο σύστηµα µε ἀρχη το σημεῖον Μ, νὰ ΦειχὸΏ ΟτιΙσκυε, η σκεσις΄ 
οὐ(Μ) αι 9) αι, οὐ(Μ) | 
γι τς ' νο λἩ τα τηλ. 
4 σὰ{ (Μ)- δᾶ αν ο ρε ση χ 

οποᾶβογίσατε το ἡγαάιοηῖ τῆς 4(α//) εἰς τὰ σημεῖα («,υ)εἰςτα ὁποῖα ὑπάρχει, πνω- 
4 χι) - . , 

0 εάν (κιν) 5 (00) 


' ο. ' ' , -ν -- ος - τι’ 
μα δειχοῇ ὅτιτο διανύσµατιμο πεδἰον Ε-λ.ἄς συν [Τε] --µ.Κ, οπου Ἱς το µοναδι- 


. ο ων . [ ; - . ς - 
αἴον τοῦ ἆξ(α.ν,ο) μαι Κ-(οο!) προξρχεται ἀπο Φυναμικονιαινᾶ «0ρεσΏ Ἡ οἶμο- . 


δενεια τῶν Φιανυσματιιὼν επιςινειὼν τοῦ πεφίου.. 


.. 
. 


19. 


Ι4. 


3 86. 


3/6. 


ππ. 


8. 


19. 


20, 


Ἐάν ὁ πό (αι) «2χὶυ - κα ὑπολογίσατε τα: ν) μαὶ ν). 


ῳ ϱ ὡς όι 4: : . « - -- ῃ 3 [ “ Ἴ . ο 
Εύρετε ἕνα µοναδιαῖον ὁιάννομµα, το οποῖον εἶναι μαάδετον επί την ἔπιφανειαν: 


ζω 1) 51419 493-51"--1Ο εἰς τὸ σημεῖον Μ(3-1,1), 
9, ψ , 


Ἐὰν Ε- 2ψπὶ- αυ) νκχὶκ, ἄ τα  ἱνυτ)-κὴκ μαὶ ᾧ« ο φτ' εὕρετε τὰ: 
(α) ον 8 Ενφ, (2 Κά:9)Ε (3) (Εχκν)ϕφ (8) Ἐκνφ. 


Δειξατε ὅτι: γοἰ αναά τἝτατε Ξ0 


Ἐστω.ςπὶ κ] τὸ ααλούμενον διάνυσμα Όέοεως καὶ ἄξ αιίνα,] κα, Κ τυχον στα- 


θερον διάνυσμα Ἔων γ- ΙΕ!, δείξατε ὃιι Ἰσχύσυν τὰ ἁάτωδι.. 
0) αγαα(ἄ γ)-ᾱ τι) αγααἑάήεαῇ, [ῃ) αγαα έως 
ἱν)  ἀγαά δισττε Ἡ ν) αἰνξ-δ, νὶ) ποὶτ-ο. νίί) Φγσά [Τ 


νά) νκ(ῇ.γ)Ξο, ἴα) αἰν ὧς-ο, χ) 4ἷν (ἄ κ τ) -Ὁ τοίᾶ. 


.-ᾱ 
πυ 
πα) 


Ἀποδειξατε τὰς ἁἁτωθι ταυτότητας : 
ὗ) αὶν (Φγαάϕ κ! αγααφ) Ξ- Οι 
18) γοἳ (γοῖ Ε 4 4γαα/)ς τοῦ. τοῖ Ε 
(1) νυν --αἰν (το Ἐκ ἁταάγ). 


Νά ἀποδειχὂβ ὅτι τὰ κάτωθι Φιανυσματιιὰ πεδία εἶναι ἄστροβιᾶα: 


: μα δὐ-χ Ἡ-ὃχ 
ι) ΕΞ [ο], )/) 


υ) ΕΞ (ακυμα!), υ0) Εσ (ανν ελ (κ ψ]), 


Προσόιορίσατε τὰ α μαὶ ϐ ὡστε τὸ διανυσιατιιόν πεδιον: 


. -- 1 ι 1 ι 
Ε.- Εαν) 8 «2χυγακ α2χυθυ 


σαν ο στις 1 νὰ εἶναι ἀστροθιλον, 


Προσδιορίσατε τὰ πι,ρ, 4 ὥστε τὸ διανυσματιιμὀν πεδίον 


Ε- Ε(αια)- (αν αυεπιΣ) ἐς (ρχ-θὴ-δ)]ν(άχνα 9924) « νὰ εἶναι ἀστροθιλον, 


᾽Αποζειξατε ὅτι: 4γαα 6 (η) Φ, οπου γ«να νυν Σί μαι Σω --ᾱᾱ. 


6 . . . , 
ὑποθετομεν ὅτι Όπαρχει. 


21. 


22. 


Εὕρετε τών ἰαρθασίαπ τὴς ΦΞ ὁ (). Ἀμολούθως δείξατε ὅτι ἡ φ----- πτοτα εἶναι μία. 


λύσις τῆς διαφοριιἠς Ἐξισώσεως τοῦ ἱορέαςθ: Ὁ΄ᾳΞο0. 
Ἀποφείξατε ὅτι: αγαά ή (4) --ᾱ-- εφταά Φ. 


Δίόεται τὸ διανυσμµατιιιὀν πεδὶον: Ε- ση σ.ἱ- αμ. ) ναυτ κ. Υτποβογίσατε τὰ αὶν ο 
τς , κ. ῃ ῳ ῃ -- 

ιοί γοῖ Ε λες τό σημµεῖον Μ{({-1,1) αὶ ἀποδείξατε ὅτι! ἄῑν τος ΕΞθ. 

ας ΄ 1 π] ' ιν - 4 

ἘΈσιω ἁΞα (κ), υξυ(χ.ε) Ὑποθετομενοτιταυ παί ) ἰαανοποιοῦν μίαν εξὶ- 
- αι ῳ 

σώσιν τῆς µορφΏς δ(µ.)-0, Δείξατεοτι ὕωχσυ-ο. 


Εάν Έ-ξ (αντ) «3 χσ'ἱ- 7] » (ατ22) κ, εὗρετε τὸ γοῖ γτοῖ Ε. 


Ἀποδεὶξατε ὅτι: ὕκ(σχΕ)-- ν Ἐκν(ν.Ε) ἀμολούδως ἐπαᾶπθεύσατε τὴν ἀνωτξ- 


4“ . -δ , . . υ .) . 
ρω ταυτοτητα µε Ε τΏων διαννοµατιικΏν συναρτησιν τῆς προωφουµενηΏς ασιωΏσεως. 
Ἀποδείξατε ὅτι: ἄὶν (Εκ) « 6 τοίΕ-ξ. το ὅ. 


Δίδεται τὸ διανυσιιατιιιὀν πεδίον΄ 
ἒα Ἐ (κου) - (αν νε 2"). (χἰας ἡ/νΖΚ), 


, - . ω ͵ η - με - 
ά προσδιορισὸβ ἡ συνάρττισις { (καὶ ντ") οὕτως, ὥστε νὰ εἶναι ἁὶν ΓΕ» 0. 


Δίδεται το διανυσματιιιὀν τεδίον: 


Ἑ μακό , νό . , (αχ) 
. Επ τι πο" πσρ Κ. 


Νἁ προσδιορισὸῃρ ἡ συνάρτησις ὁ- 3 (2) οὕτως, ὥστε τὸ ὡς ἄνω Φδιανυσµατιμόν 


- ε - 1 , 
πεδίον να εἶναι αστροθιᾶᾷον. 


Ἔστωσαν ὁ,, {,.4, πρεῖς πραμματιμαὶ συναρτήσεις ἔχουσαι ὄευτερας µεφριιάς πα- 


ραγμώγους ἐπί τοῦ Κ, ὁρίξομεν: 
ᾳ (α)Ξ α (αχ. χι) Ξ ς (αι): ο ν)) ζι (α.) - 


Δειξατε ὅτι: διὰ 4(κ)0 ἰσκύει: 


σ΄ 4 (κ). ὁν(αι) όν α.) ν 4 (ὰ») 
Φ(4) Φιν) 4 (χι) ὁν(Χν) ᾿ 


/ 30. 


ος 


8. 


31. 


Αν 99. 


κ 


89. 


' . ν Π : Π 1’ - , ο. . 
Ἔστω Ε µία πραγµατιαη συναρτησις Έχουσα συνεχΏ παραρωγρον ὁόευτερας τάξε- 


ως Ε΄ ἐπὶ τοῦ. Ἐάν ας (ας, χι, χν) εῇβ) ὁρίδομεν : φ(α)Ξ Ε(ΙΧΙ). 


Δείξατε ὅτι διὰ χάΦΟ ἔχομεν: σ΄ φ(κ)- Ε΄ (ια!)  ταο : 


Νά εὗρεορ ἕνα ὀιανυαμα Α τοιοῦτον ὥστε; 

Ξ5 υ3.ἱ- ἐκ) (ανν) κΚ-υχΑ 
Δίδεται τὸ Φιανυσιατιιὀν πεδίον; | 

Ε-ξ αΝψ,7)- οπχυτίν χὶζ{ν κ υ κ. 
Ἀποδείξατε ὅτι τοῦτο εἶναι ἀστφροθιλον ιαί ἀιολούθδως εὗρετε πάσας τὰς συν- 
αρτήσεις {54 (χ.ν,τ) διὰ τὰς ὁποίας εἶγαι: 4γαα ἡ - Ἑ. 
Ἁπάνι {-ὐ(κυσζ)- πἷητες. 

Αέτρ  θνῤμιόχς ..-ᾱ - 
δίδεται τὸ διαν υσματιιὸν πεδἰον ΕΞ Ἐ (χυ,2)Ξ 2χ.ἰν 4) -37Κ. Δείιξατεοτι: ἄῑν Γ50 
Εὔρετε ἀιιολούδως ὅᾶδας τὰς Φιανυσμαιτικᾶς συναρτησεις ὃ- ὁ (αιυ,τ) τοιαύτας͵ 
ὥστε νὰ ἰσχυπ: τοᾱ- Ἐ. 
Ὑπόδειξις: Παραιπρπησατε- ματ’ ἀρχὴν Οτι: 

Εάν το ΕΞ 0, τότε Ε- Φγαα ὁ. 
Πᾶσαι αἱ ἀύσεις τῆς ἐξισώσεως: το ἄ- Ε Φίδανται ὑπό τοῦ τύτου: 
σ- ᾱ, »4ταα ἡ, ὅπου { εἶναι µία αὐθαίρετος θαδιιωτη σικάρττσις ααὶ ᾱ, εἶναι 
τυχόν διάνυοµα τοῦ ὁποίου ἡ περιστροφηΏ εἶναι Ἑ. 


Διὰ νὰ εὕρετε τὸ ᾱ, ὑποθέσατε: ἄς κ-0. ᾿Απάνι, ἄ- ὅ (αυ) 25υζὶ-αχτ] κφιααῦ. 


Αποδείξατε ὅτι: Ὀκ(σκξ)--υΈκτ(ν Ε) Ε διαν συνάρτποις 
.νς Ὁ 


. { , . 
Προσδιορίσατε τὰ α, ϐ, Υ ὥστε τὸ διαν. Πεδίον : 


-.. -ο - ! 
Ε.Ε (αιν,1)5(αχενκ", θηνκν, Σ-δνΥκ1-2χυ2) να εἶναι σωληνοειδες. 


Ἐάν Ε-(υ”-ενδυς-1α/βχηγ2υ Όχη - 2χ3 923) Ἆαι 
ἄ- (ον 190, 2χν οφ, ἡ.1Χ 2), 
Π πα) Π Π -- -- τ Π ͵ ͵ ον , Ψώ 
δείξατε ὅτι τὸ όιαν. πεδίον Ἐ εἶναι ἀστρθθιᾶον μαι σωάπνοειδες, ἐνῶτο 


εἶναι ἀστροθιλον, ἀἆλλ᾽ οὐκὶ σωληνοειδες. 


58 


4 


“5. 


, υ ; , το - - δν Ἡ 
Δειξατε οτι τὸ όιανυσμ.πεδίον: Ἐ - 4ᾱ-ϱ”--ἵ, οπσυ ἅ-(ο3) ἀπορρεει ἔα 


μα , υ .. { . 3 - - 
ὀυναμιιοῦ μαὶ ἓν συνεχεία να εὑρεοΏι τι ἔξίσωσις τῶν ἰσοστοιθιμιικῶν ἐπιφανειῶν. 


Αἰδεται το διανυσμµατιικὀν πεό(ον: 
5 . 4 κ" - ὦ3 
ΕΞ Γ(Σ)Ξ (αχ -ν .. σα) 2: 
Νά προσδιορισὸῃ ἡ θαῦμωτη συνάρτησις Φ(:3), ὥστε τὸ ὁιαν υσματιιιὀν πεδίον': 
- π - 
Φ(). Εσυ) νὰ ἀπορρὲπ ει Φυναμιμοῦ. 
ῃ λ Π ῃ - ͵ ον -ἂᾱ ν - 1 ῃ 
Υ ποΔορίσατε την ροην τοῦ διανυσµ.τιεδίου: Ε-Ε(κι,ε)-2χἰ» 3] 4-4 δια μέσου 
τῆς σφαιριµΏς Επιφανείας χ)ευ. 1”- 4 Ἐμ τῶν Έξω πρὸς τὰ µέσα. 
µε πὶ ἰσοῦται ἡ ροτι αὐτὴ ἀοιτὰ τὸ θεώρημα τοῦ ἄαωςς, Επαἀτθεύσατε 


ο “ . [ 
το εν Ίογῳ αποτεᾶεσμα. 


δείξατε οτι: Ἐαν Ἑ-ακτ- βυ1] Υ.Κ, ὅπου α,β,Υ εἶναι σταθεραί μα 3 εἶναι 
μία ιιΒειστὴ ἔπιφανεια περιιᾶείουσα ὀγιον Ἡ, τότε : 
ἥ Ε πάς.) .ν. 


5 


. ε ο ον ὰ 3 ͵ , ' ' ἳ 
Υπο ἄογισατε το ῄ Ε.Π ας, οπου 95 εἶναι ἡ Επιφάνεια σφαίρας ἄεντρου ο μαι 
5 
3 . το τα ον . 
αατιος Γ σαι Γςπαπζ ιστνυ τὰ. ' 


» ν - ' κ" ' : « « --. οί - 
Δί εφαρμογῆς τοῦ οβομαΆ. τύπου κατὰ ἅἰν, δείξατε ὅτι ἤ ὕ. ας -2Πα", ὅπου ἕ 
- / ἲ ͵ , - ' ο νο , 
είναι το διάνυσμα Όθσεως και 5 εἶναι ἡ ἐπιφάνεια τοῦ ημισφαιρὶου: 


ὶ αυ αρ κα" 350. 
͵ ' , ς τ [ υ ' 
᾿Επαᾶᾷτιδευσατε το θεώρτιµα τοῦ ὅαις» Φιὰ των Φιανυσματιαὴν συνἀαρττισιν: 
Ες π : ---- .. 6 3 . 5 ἃ 9 ς 3 ο -. 
Ξ(2χυ-μ”, χυ ευ 3χηα -Σ'), οταν ὡς Επιφάνεια Ὥφθπ Υὶ επιφανεια τοῦ 


αύδου: ΟΞκςξί οξυς1,οξσςι, 


.. ό ας : ο ) ι ; ” 9 υ 
Δι εφαρµογῆς τοῦ Θεωρτματος τοῦ 5/οΚκε5 υποβοχισατετο ἐπιικαμπὺ- 


- 


λιον ὀὐάοιδυρωμα : ϕ ο" Ἐ.ἀξ ὅπου Ἐ-υμυ ἶ «συνι Ἱ μαι Γ εἶναι τὸ ὀρὸθο- 


/ [ ͵ ϱ 
γώνων µε αορυφάᾶς: (Ο0,0/0),(π,σιο),(π, 5 π, 0), (0, π, 0). 


Ἐπαβηθεύσατε τὸ θεώρημα τοῦ 510Κθ5 διὰ τὴν ὁιανναμ. συνάρτπσιν 
Επ(δι,-ακξ,υ5”), ὅταν ὡς Επιφάνεια 5 ἄτιφ τα το παραθοᾶσειδες 


οἳ «αχ νι" μαὶ γραμμή Γ τΠ τομή αὐτοῦ ιααὶ τοῦ ἐπιπέδου 452. 


Γ- ' σ» - ο ι ͵ ῳ 
Ἔαν Εκατααάα μαι Ε εἶναι σῴᾶπνοειδες, Φειξατε οτι! 
{ (Ε.Ε)αν- [Γαξ-αξ, 
ν 5 
ὅπου 3 εἶναι µία αδειστὴ ἐπιφάνεια περιαΠείουσα Οψιχον Υ. 


δί ἐφαρμοχῆς τοῦ θεωρήματος τοῦ 5ἱοκες µετασκηματίσατε τό ἔπιφανειαμὸον 


οἀομβύρωμα : ῄ (τοί Ε).ἠ ας εἰς ἔπιμαμπυλιον, ὅπου ΕἘ- Είχε] ν κ.κ υαὶ 
| 
5 τὁ:µέρος τοῦ παραθοᾷοειδοῦς: ἆςι-α]-ν", 40. Αμοᾶούδως εὕρετε τὴν τι- 


μήν τοῦ ἐπιιαμπυᾷίου ὁλοιβηρώματος, 


... Δειξατε Οτι τὸ ὁιανυσματιιιον πεδιον: 
Ε- Ε(αῳν)-(ο. 25) τ» (ωκευ- 2) 1] « (ααἶσ-υτ2 ΤΗ 
ἀπορρεει ἐν ὀυναμιιοῦ. Εὗρετε μίαν συναρττησιν ὁ 5 (α,ν,.), οὕτως ὥστε: 
Έ 5 αγααύ : 

Ι.. Δοδέντος ὅτι η συνάρτηΏσις φ- φ(α,2) ἱασνοπιοιεῖ τάτσυνοφιας’ ὃς - ϱ ααὶ 

φίοὈ,.)Ξ9, εὕρετε τὴν οὕτως ὥστε ἢ διώνυσμι συν θτησίο: 

Ες (σετ) Ξ (αν 8η 1) εαυκ]9 φ.ἰς 
απορρεει ξιι δυνώ μεσο 4. Εὕρετε ἁμολούδως των εξίσωσιν τῶν ἰσοσταθμικῶν ἐῃΙ- 


- ! ᾽ α « ; . ισή ῃ -- . 
φανειών κα δείξατε Οτι τὸ ὁιανυσματιμὸν πεδίον Ε ὁεν εἶναι σιωλτινοειδές. 


Λείξατε τι: ἐὰν ὁύο ὁιανυσμ. πεδια Ε ιαὶ α εἶναι ἀστροξιλα, τοτε τὸ ὀιανυσι.. 


πεδίον Ἐ κά εἶναι σωᾶπνοειδες 


)» Θεωροῦμεν µὶαν Ἀλειστην ἐπιφόνειαν. ἐμθαδοῦ 5 τιαὶ τὸ µοναδιαῖον ιμάδετον διά- 
νυσµα αὐτῆς Ἡ διευθυνοµενον πρός τὰ ἔξω πῶς Ἐπιφανείας.. Δείξατε ὅτι: 
ἲ) ᾗ (σχκΕ)ᾖάς-ο͵, Ιἱ) {αν ἡ ἄν- 5 
(Σημ. Μεριιοιί συγγραςφεἴς ἀντὶ ἠά5 γράφουν ἄδ δεωροῦντες αὐτό ὡς | Ένα απειροστὀν 


δανυσµα, ὁμόρροπον πρός τὸ ἡ ιαὶ με µετρον ἄ5 μαι οὕτω η σπἑὲσις ({) 
δύναται νὰ χραφῇ: [(2κΎ) ᾱξ- ο). 
5 


.. Ἀποδειξατε οτι: φας κ Ε- [εν ν)«Ἔας. 
! ͵ ΄ ͵ . . , ς 
«ποῦ. Ἐφαρμόσατε τὸ θεώρημα τοῦ »ἱοκος, όπου ὅμως ὡς ἕ Θα λαθετε τὸ 
Εκ, ὅπου Ἔ εἶναι ἕνα σταθερὀ διάνυσμα. 
.. Δείξατε ὅτι: ᾗἡνο Έάν- [9 ας - ῄ φν.Ἐαν. 
| ν 5 ν. 
.. Ἐὰν ἡ ὁ(α,ν,2) εἶναι ἁρμονιμὴ συνάρτησις ἐπί τοῦ χωρίου ν τοῦ ὁποίου τό συνο- 


Ψ ς 2 ͵ ι - ς ͵ , 5 ᾽ / 
ρον είναι η επιφανεια 5 μαὶ της οποίας το µοναδιαϊῖον παθετον όιανυσμα 


! ' ι / αν. 2 ε - αν ο ΄ . ' 
διευθύνοµενον πρός τὰ εξω τῶς ἐπιφανείας εἶναι το Ἠ ,Φείξατε ὅτι: 


: 94 - 1! οι .- - ἀ{ - 3 

9] | 5 ἄδ-ο Ώ μ Παάςςο εί) [μας ασ - ((]ν:] ἀχάν αλ. 

6) Ἐαν αἱ ὁ μαἱ 4 εἶναι αρµονιμαι εντὸς τοῦ Ψ τότε : [άσε- 4 τς )άς-ο. 
ο] 


Υπόδ. χρποιμοποιίπσατε τοὺς ολοιαΆπρ. τυπους τοῦ ἄγθοπ. 


ὢ) Δείξατε οτι τὸ διανυσματιιιόν πεδὶον Ἑ - "ρσυνθ'θ,» ρυμθθς. : ῴσυνθο., ὅπου ο κὰς 
Εἶναι αυᾶινδριωαἰ συντεταγµέναι εἶναι σωληνοειδες(ότλ. ἀῑν ἔ- ο) 

ολ .. 8 . ! εξ [αι ϱ τὸ 3 ι 3 ' μ 

ἡ) ἠα υποαοχισὸτι το γοῖΕ οταν η Γ εαφραδομεντι εἰς σφαιριιλᾶας συντεταγµ.ενας 

ε Π τν 

Έχει την Εαφρασιν Γερσυνφορ-ρηπμφθρ:ρθ:θᾳ: 

. Ἐὰν ϕ-- ϱσυν'θ, ὅπου ϱ,6 αυβινδριμαἰ συντεταχγμὲναι εὕρατετοῦ ᾧ. 

' προ 
.. Νά παρασταθῷ το διάνυσμα ΕΞ ουἱ-σ] κ3χκ εἰς σφαιριμᾶς συντεταχµένας ὅπλ. 


να εὑρεθοῦν τα Αρ, Αθ) ΑΦ. 


, «ι [ ῃ κ ν. Π . { 
... Δείδατεοτι το συσττµα τῶν σφαιριαῶν συντεταγμένων εἶναι ορδσχώνιον. 


3 ! ͵ ού 1 1 
[ενιωμαί ασιΏσεις ἐπὶ τῶν Κεφαλαίων ΧΙ καὶ πΠ. 


|, Νὰ ὑπολοχισδῇ το ἐπιφανειαιὸν ολουαβύρωμα : 
ᾖσος (υεάφαενεχατάκν χυακαν) ὅπου 5 εἶναι ἡ Επιφάνεια τοῦ Ἐλλει- 
: 


κ α ξ ! Ξ] ' ϱ οί ἐ ε ὺν 
ος 1- στ” {, µε προσανατο Ίισμον ἐλ τῶν Εσω προστα Εξω», 


-  ὃ ν { - ͵ , 
2. Έστω πι Επιφάνεια 5/5) (χ,υ) ὁριδοµενη ὑπότης πεπθεχμενης Εξισώσεως 
Εία95)Ξ-Ο., Δείξατε ὅτι τὸ ἔπιφανειαμον ολοιᾶᾷήρωμα ] Ηάς ὑπεράνω τῶς 


5 


ᾗν) πεςι ) δη αχαάυ 


. 
5 γίνεται: 


κ 
αν 
ἀριεῖ ος ΦΟ ιαὶ Ε.ι εἶναι ἡ προβοᾶη τῆς 5 εἴσ το χυ- ἐπἰπεδον. 
2... μ ι { 
Ἔαν η- Ψ. ναὶ : { ὦ 
[σΕ τυχον διάνυσμα τοτε [(ν.η)άς-Ί(ν.νε)---τ- πμ 
) 5 βιι 19 


3. Ἔστω τὶ ΕΠίφωνεια 5 φρασσομέενη ὑπο τῆς αᾶειστΏς µαμπυλης Για ἂς θεω- 
ρήσωμεν τὸ οβοαᾶπρωμα: 


ει (αθ)- | (α-χ)άνάΣ ( άνάκνέν-ς ἀχαν 


ο Π - ( « 
(όπου Ὁ Ξ(α-κ)ς (Θ--ν)΄-- (Υ-)) ὧς συνάρτησιν τῶν α.θγ. Δείξατε τοὺς τἀάτωὸδι 
τύπους. 


5. ](-σ)4ν-(4-θ)άχ 9ξ ᾖ[(-γαάε-(-πγά« Ὁδ  |(ῷ-θ)άχ-(χκ-α)αάν 
ὃα ) Ὅδ. "96 3 σολ ) ΌΥ ὃς 


. 
Ζηµ: Οἱ ἄνωτερω τύποι ἔχουν µεχαᾶην εφαρμοζὴν εἰστὸν Ώλεάτρομαγνητι- 
Γομον. Δύνανται δὲ να γραφοῦν αμαί ὑπὸ τὴν πἁτωδι μορφών: 
Γδ.- καν. 
κα εν 
-. 
Π ' ι ' 
ὅπου 5 το όιανυσµα µε οσυνισιώωσας χ-α͵ χ-θ, χ-χ' 
4. Νὰ ὑπολοχισὸῃ δὶ ἀναχωγῆς εἰς διπλοῦν τὸ Επιικαμπυλιον δλοιι ἂλρωμα 


σιφὲ Ε. ας οπου Βονίνλί εκ. μαι κ π ὝθαμμΏ με εξισώσεις χνυ λα ..1, 


ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ α΄ 
61. Αι ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΤΩΝ ΜΑΙΜΑΡΡΙ- ςοφαζζἰ 
Ἔστω ος υ (0) «χ(ωυλίευ (αυ) ] ατα) κ ἡ Εξίσωσις µίας ἀναδλυτιιιῆς ἔ- 
πιφανείας, ὁπότε εἷς τάδε σημεῖον της θὰ ἰσκύουν αἱ σχέσεις: 
| τν (οι) δα (διυ) η (οωυ) "δα (οι) 0) 
ἘΕὰν εἷς τας ἀνωτερω σχεσεις ἀντιματαστπσωμεν τα Ἰωυων ων, Ὅνν διὰ τῶν 


ἴσων των ει τῶν Εξισώσειων τοῦ ἄαιςς (Σελὶς 3231 Εξισώσεις (6)) δὰ ἂάθωμεν: 


! . ' 
ο (πι ὃς [η ὃς - 8) Ξ (Γρ σως ἵ ὃν ΜΗ) 
9 (5) -ν 
-δο (ἴ [νου ΜΒ) ὸι (Πιν οωτΓως, ΣΝΗ) 
8 


δῦ Ε, ον, αν Όων Ἱ 50 ντ, κ πα Όνυ” Ιν Ν.ΕΒ Γρ ζω Τα όμω "θα Πι Γν ὸ 15. Ὅμω” ΝωΠ ΜΗ, 


απ ὃν 
θ νι ' Ὠ ι 
ποια ου Γα οι  ὖο Γι Ὅνε Γρ ιν Ἡ Μι ΜΗ ο ὧι νο Γα κι ας Πν ὄρε ία ο Ὀρυ ΜμΠΟΜΗ, 
δυο . 


Ἐλναἰστάς ἀνωτέρω σχέσεις δέσωµεν ὅπου μι, Ὁμν, Ὃνυ Πάᾷιν τὰς τιµάς των ἔω. 

- -- τει ͵ 1 - ' ο . 
τῶν τύπων τοῦ ἄαι55, οπου δὲ Ν,, Νι τὰς τιμὰς των ἔι τῶν τύπων τοῦ Ἠνείτι- 
ααγῖρη, θὰ Δάθωμεν τεδιιῶς δύο σχέσεις» μεταξύ τῶν διανυσμάτων τμ, Όν ύαἱΝ, 

- ͵ υ ῴῶ ως. Γι τὸ, [ 1 ' 
αἱ ὁποῖαι ὃα ἱιανοποιοῦνται δι οἰανόΏποτε τιµΏν αὐτῶν ἀφοῦ αἱ σχεσεις (1) ἰσχνυ- 
ουν διὰ «άδε ἀναδυτικην Ἐπιφάνειαν. Συνεπῶς δἀ πρὲπει οἱ συντελεσταί τῶν ᾱ- 
νωτέρω διανυσμάτων νὰ µηδενίδονται. 

Ἐω τοῦ μηδενισμοῦ τῶν συντεᾶεοτῶν τοῦ όιανύσματος Η εἰς τὰς νο προιν- 

|) 1 -- 
πτούσας σχεσεις δὰ Δάθωμεν τεδιιῶς: 
4 4 1 11 

Γν” ωπ Εα Ὁ Μ η δν )-ΜΠι 

Μι "ως Γκ μ(γὸ- γὴ)- ηγὸ ο 

νο ω πι ( 1 . Για 
, . [ ' , ο ι "ου .. 

Αἱ ἀνωτερω εξισώσεις ἄεγονται Εξισώσεις τοῦ ζοααχχ!, ἐπειότι ὅμως ἀναλογοι 

μ | [ ἃ , } Π ς , : ε φ ͵ υ ᾽ , 
προς αυτας εδοὂτισαν ενωριτερον υπο τοῦ Μαΐπαταϊ, επειράτησεν να Ἀεχώνται Εξι- 

! . ς ' . 
σώσεις τών Μαιπαγάί- (ο4α 271. 

Δια μηδενισμοῦ Εξ ἄλλου τῶν συντεᾶεστῶν πεῦν τι, Ὁυ εἰς τὰς ὅυο ἄρβοιυπτου- 

ο ͵ ας 3 ͵ ες . ͵ ο νι 
σας σχέσεις, εὑρίσιομεν τεσσαρες ἀμομη ἐξισώσεις, αἱ οποῖαι ὅμως ὡς εὐιόλως 


ἀναγνωριδεται, εἶναι δυνατὸν νά ἐαφρασθοῦν -διὰ συνδιασμοῦ τῶν ἔξισωσεων (5) 


Π. Εἰς την 84 του Ἡ Κεφαλαίου (σελ.Ι29-129) εµελετησαμεν τὰ τοπιιλα ὀμροτατα | 
συναρτσεων πολλῶν μεταθλητῶν ὑπομειμενων εἰς δεδοµενας δεσμευτιιὰς συνὂπιας, 
᾿Εμεῖ ἄνοφεραμεν την μεθοδον τῶν πολλαπλασιαστῶν τοῦ Ιαφγαπας μαὶ ἀμολου- 
θως διατυπὠσαμεν δύο προτάσεις τὰς Τ-4-2 υαὶ ᾖ-4-3 διὰ τὰς εἰδιιὰς περιπτὼ- 
σει ὅπου (4-3, Ρ-32) μαὶ (4-3, Ρ-1) ποὺ δίδουν ἵμανάς συνθπιας διὰ να Έχει µία. 
συνάρτησις τοπιμόν ἀμρότατον ὑπὸ συνόπμας. Εἰς αὖτο το Παράρτημα θά γενιωεὺσὺ - 
μεν τὰς ἀναφερδείσας Προτάσεις ὅπλ. Όα ἀναφξρωμεν τὰς ἵωανὰς συνόηιας ποὺ πρὲ- 
πει νὰ πἈπροῦνται ἵνα ἡ συναρτιπσις Φ(ΧιιΧ.͵...,Χ) ὑπουειμενπ εἲς τὰς δεσμευτιιάς 
συνόηας Φι(ΧιιΧι,.-. κα), ἵπ1λ,... (9-9) Έχει τοπιιὀν ἀμροτατον. 

Ὅπως αναφἔραµεν εἰς την προαναφερθείσα. παραχραφον π µεθοδος τῶν πολλαπλασιαστῶν 


τοῦ Ἰσφγαποβ συνιστατο εἰς το να σχηµατισωµεν τῶν δυναρτησιν 


ΕΟΧ μΧευ- ' Χανλιλν,. ῷ 19) ΞΓ(χν' κ) τ λιφ (Χρ... Χα)" Αρ Φ(Χν...Χ9φ) (1) 
Όπου οἳ λι λε... Χρ παραµετροι, 


κο. ᾽ ' η: πμ ο... ς ' ὤ υ - 
Ἆιο λουὸως µε των) μεδοδον αυττν ευουναµεν την λυσιν του οὐστηματος των ανΡ | 


. Π χί - 
Εξισώσεων πτοι τῶν 


ΟΕ ο... «ξ ο ώ δα .δσω σα 
δν ο σα κκ ὅλρ ὃν ο. 


λ πι μι ο Ἡ ε ͵ -- . ι κ 
μαι Έστω στι εὐρπασμεν µιαν λύσιν αυτοῦ τοῦ συστΏηµατος την Χος(διδ,ς δη ην η 1) 
, 3 4 ῃ η α ΄ - - Π 
Τελος εξετασαµεν ἂν τὸ σημεῖον (Ε,ξε,.:: ξ4) εἶναι θέσις τοτπιιοῦ ἀμροτατου. 
Τώρα δἱς την γεν ιάων πρηκαν ιν το) ὃα αντιμετωπίσωμεν αὐτο το προθήτιµα εἶναι 


ἄναφιαϊον να δώσωμεν ὥρισμενους συµθο. λνσμους. 
Προς τούτοις θεωροῦμεν την (4) ταξεως ὄριδουσα.. 


ὦχικς αυ. Ῥερα ο 
Δι 3 Γκαν ας χα .-- Φρχα 

Ῥνκρ  Ἶκα . Ο εν ννον 0 

ὄρι ρα ο τι ο 


κ 


η ! ͵ ι η ͵ πα : 1 | ᾽ Ι ι . ι ι 1 
Ἀπο τπ.. αν :τερω ορίδουσα έ«ιαζραφομεν την αἲ ζοαμμη μαι την αἲ στήλη. μαὶ 


«. ' Ἱ ᾿ πι ς ' ς ͵ ι ; [ 1 
ουτω ὃα προυυηπι µία αἱάπ οριδουσα τῶν οποίαν ὁα παραστησωμεν δια Δι. Αμο- 


λονδως απο την Δι εαν ἀποιοιωμεν παλι τον αἲ ὕοαμμπ ιαὶ αἲ συηλη Όα προιύψῃ 
͵ ᾗ ς ͵ , - ' Ἱ τν Ἡ ' . 
µια ἄλλη ορίδουσα την ὁποιαν παριστῶμεν δια ΔΑ. Ζυνεχιδοντες αιατ αυτον τον τροπον 
1 ͵ σε Ἔ { , - ε π κ. Π υ ( Π 
ὃᾳ παπαληξωμεν µεχρι τον σχηµατισµον τῆς οριδουστι5 Δα.ρ. Καὶ αυτον τον τροπον 


[ ῃ [ , ᾱ [3 [ .. 
ὃα σχΏματισῳωμεν τὰς Ἱκατώδι 4-ρ το πΏπὃος Οριδουσας πτοι ' 


σεχ κα, | ί ὄρχι 

Απ ῃ και κ να τρ 
ου 9) 

κι να -- 0 . 
Φος, ἅρις ςσ 0 


ὅπου ὑπ έδρι« 4-Ρ. Ἡ Δι Εἶναι µια ὀριδουσα. (4. Ρ- ντ) ταξεως). 
Ἠόω διαιυπώνομεν ἄνευ ἀποδεἰξεως τὸ πατώδι βασιιο θεώρτμα: 


' [ α..}" ν ' 
Θεώρημα {/: Ἔστω "Ῥαάματιωη συναρτπσις «Σ(ΧιιΧν,..  Χφ) ὥρισμενη ΕΣ ἕνα. 
/ 
ἀνοιικτον ὑποσύνολον Ὁ) του Ρἳ ται ἔχουσα μεριμας παρατὠχσιυ5 μεχρι τρίτης τα- 


ξεως ιαὶ ὑποιειμενη εἰς τας δεοµευτιιµας ὃν δυνοπας Φι(ΧυΧιι'"' Χ9}50, δι δ. 
Χσησιμοποιοῦμεν τους ὁρισμοὺ5 μα: συμβοβισμοὺς ποὺ μας ἀνωτερῳω. - Έστω 
(Εμξι,.. δ4, Ώι Ἀλ.-. . Πρ) µία λὺσις τοῦ ουστηµατος τῶν ἐξισώσεων (1) μαι δστῷ επὶ 
͵ ο 
πΆεον στι; 


απο νο τμ «θ. 
οχι Ίχα 


. 


Τότε διὰ να εἶναι τὸ σημεῖον (Ειξι,''. ξφ) θὲσις ἀμροτάτου διά τὴν συναρ πτισιν 
δ(ΧινΧα.” Χα) ἀραεῖ να πΑπροῦνται αἱ ιιάτωὸι συνοζικαι”. 
ι ' ἡ ͵ 1 

15//) Ἐὰν ϱ. ἄρτιος μαι αἵ Λι πο 2 Έχομεν σχετιιο 
ἐλάχιστο, 

ἓν/ Ἐάν ϱ: περιτὸς ιιαὶ αἲ Δι (Σι. ὄφιη,' πρ) ο (ἱ5)2,.. 4-9) ἔχομεν σχετιωὸ Ελάχιστο, 

ἂε/ Ἐὰν 4: ἄρτιος μαὶ (-)’ Δι (6μ,---ξαιπι.. πρ) «0 (ἱ512,...4-Ρ) ἔχομεν σχετιμο μἐχιστο, 

Π ! ὶ . η, ε ͵ Π 

45/ Ἐαν 4’ περιτος ναι (-!)" Δι(Ει,-.ξαν Ἱν Ἱ )2 0 (ἰσνὲ,--. 4-8) εχομεν ὄχετινο με χιστο, 

Πρρατήρησις : θα πρῖπει συμφωνα προς τὸ ἀνωτερώ Όεώρημα νὰ προσδιοριαωµεν τα πρόσηµα 
τῶν οοιδουσῶν Δι Διι.., Δα-ρ μαι αναλογω» τῶν περιπτώσεων δὰ συµπερανωμεν περι τοῦ ειδους 


τοῦ αλροτατου : 
ἡ 


Ἐφαρμουτι 23 : Μεταξυ τῶν αυρτῶν πολυγώνων µε η πλευρας τῶν Εγζεχραμµένων εἰς 
μίαν περιφέρειαν ἀμτῖνος Ε νὰ εὑρεθῃ αὐτὸ ποὺ ἔχει µεχιστπ περὶµετρο. 

Λὺσι5: Δυναμεθα χωρίς νὰ περιορίσωµεν την χενιιότητα τοῦ προβάηματος νὰ ὑτο- 
Ὀέσιομεν τὸ Εντρον τῆς περιφερείας εἰς τὸ εσωτεριιιον τοῦ πολυχώνου εαὶ συνεπῶς 
αἱ πθευραί φαινονται ὑπο τοῦ μέντρου ὑπὸ χωνίαν Θι τοιαύττι ὥστε Ο0-θι Π. 
᾿"Ἐὰν θι, ϐν, Θ, εἶναιαἲ ἀνωτέρω ξπἰκεντροι ζωνίαι ποὐἀν τιστοιχοῦν εἰς τὰς πευρας τότε 
ὃα εἶναι Σ6ι Ξ2Π. 


μα 


Ὡς γνωστον π περιµετρος τοῦ «υὐρτου πολνχώνου θα Έχει των τιμτν : 


ἱ Ῥ.-28 (ημ2- θι ν, Φα») ω] 


Προφανῶ» προµειται δια Φεσµευμενον -- συναρτησεως τῆς ὁποιας αἱ με- 
ο παθληται θµ,.:. Θη ἔπαδποευσυν την εξίσωσιν: 
φςθι1; γθη-1ἼΞ0 (3). 
Άρυει να εὑρωμεν πδη το ὃν τῆς συναρτησεως 
| | {- πμ οπιμα- (0) 
ὑπό την συνόπωπι (2). 
Πρός τουτοις σχτιµατιδοµεν των θοπδητι]«Ών συνάρτησιν 


Εκπμονε τμ απμοτκλ(θν .θη2Π) (9) 


Παραζώχιδοµεν τὴν (3) ὧς πρὸς ϐ,,...θη μαὶ ἀιολβουθως εξισοῦμεν µε το μηδεν τας 
πρὠτας ος παραχώἕους Ώτοι: 


ο. ασ συν ελ” 0 ο σδο πουν σελ” ο, η Ξθι ή. Θῃ/ ΠΞΟ 


λογω της συµµετριας Σα τῶν ἀνωτέρω Ἐξισώσεων ο. 


αυνΏν-... πουν ντ -1λρθιΣ: (πθης-τη, 


- οι θι τπτ ιῷ - 
Είναι δε, ασ ενα. ἷθι οι 0 (1) μοι Φθι” | 


ὅπου {1 -1,:':Π μαὶ θι --π- δια ιΞ12::: η. 


Αἱ ὀρίδουσαι λοιπον Δι τοῦ προαναφεροἑντοέ θεώρηματος διὰ θι τας 12... η 


γίνονται 
ο -ὙὃἊᾱ 
| 0 -α ημῃ- ο 1 
ια ϱ”--ι (κ) πμ τν 
Ὀλκρε» ἆμμῃ ! 
ο... 


4 : τ α . -. - 
Δια η- ἄρτιος π ης περιτὸς παρατηροῦμεν ὅτι πᾷηροῦνται αἱ συνΌῃικαι 3 η 4 τοῦ 
͵ , .) υ ͵ 
θεώρΏματος./ μαι ὢς Εμ τούτου Έἔχομεν µεγιστο περίμετρο. 
ω α . - Π α ͵ : 
Όδεν, µεταξυ τῶν μυρτῶν ποϊυχγώνων τοῦ προαναφερθεντος προθᾶτηματος µε η πὀευ- 


ε -ό ᾿ , 3 { κα ον , ͵ 
ρᾳ5 εἶναι το µανονιμον αὖτο ποὺ Έχει µέχιστον εµθαδον. 


Παρατηρτσις: Ἐργαδομενοι ματὰ τον ἴδιο αμριθῶς τροπον ὧς ἀνώτέρω ὄυναμε- 
ὃα να αποδεἰξωµεν ὅτι: Μεταξυ τῶν μυρτῶν ποβυχώνων µε η πᾶευρας τῶν εχτε- 


. 3 ω υ ͵ , “ 3 1: 
ὕραμμενων εἰς ἕνα αυμῇον, το -ἀανονιμόν ποὴυχώνον Ἔχειτο µεγιστο ἔμόαδον, 


1 Ἔστω ἡ συναρτησις Σ(χι,Χι͵...Χφ) ὑπουειμὲένπ εἰς τὰς δεσμεύσεις Φ,(Χν Χω.. χ)- ο 
(ἐ13,--.ϱ) (Ρ«4) μαὶ ἔστω ΧοΞ (8. δφπιῆς,.-- ηρ) μία λύσις τοῦ συστηµατος 
τῶν Εξισώσεων (1). Σχετιιῶς ἂν τὸ σημεῖον (Εξι,:- .ξ) εἶναι θέσις ἀμροιάτου ὑπὸ. 
δέσµευσιν ἰσχὺει τὸ ματωὸι θασιιιο θεώρημα: 


θεύρηµα 2. Ζυμφώνως πρός τάνωώτερω τό σημεῖον (Ε,Ε, ,'"«ξφ) εἶναι τοτε ιλαὶ µονον το- 
. ͵ . ῃ ... 5 [ .- 2 Π ς [ [ κα 
τε ὃεσις δεσμευµενου ελαχίστου Εαν αἱ ριζες τῆς Εξισώσεως (ὥς πρὸς ή) Πτοι τῆς: 


δκς ον. δικά κο ον Φρς, 
Ἐν Χι ' ο, θνκα ὄρχς ΞΌ 
νκη ' ικα ο. 0 
Ἄρι χα . ο. 


.. [ - ( π-- ῃ 
(που εἶναι τᾶσαι πραχµατιαι) εἶναι θετιµαι΄ 


͵ . σ΄ ; , ͵ [ [ ' ; 
Το οπμεῖον (Ε, Εξ...» Ελ) εἶναι τοτε Ἰλαὶ µονον τοτε.Όεσις δεσµμευμενου μεγὶστου 
δι - ῃ ' -. 6 1 - . .. ' 
εαν πᾶσαι αἱ ριδαι της ἀνωτερω Ἐξισώσεως εἶναι πᾶσαι ἀρνητιιλαι | 
. Π - ι) 4 Ἶ . Ἡ . , . 
Τεᾷος ἔάν αἱ ρἰδαι.τῃς εξισώσεως αλλάξουν πρὀσημον τότε  συνάρτησις δὲν Έχει δε- 


4 


΄. σμευμένο ἀμροτατον. 


Ἔφαρμορῃη 88 Νἁ εὑρεδοῦν τὰ ἀμρότατα τῆς συναρτησεως ὁ (κι,--.Χη)Ξ Χὲν--- κ ΧἩ ὑπὸ 
την δέσµευσιν φ-αι χι ΣσηΧη-1Ξ0, οπου (αι, αι) (0,.-. 0). 
Λὺσις Ἔφαρμοδοντες την µεὂοδον τοῦ ἱααγαπαςθ σχημµατιδοµεν την θοπδηΏητιιΏν συν- 
ἄρτησιν: . 
Ε(Χιρ' Χα, λ)  ὁ (Χνοος ἂν) λφ (Χμ.- Χη)ς Χύ -.' 4 Χαλ (αι Χνν αρχη 1) 
᾽Αμολούθως εὑρισιομεν: | 
ο λχιν λαι-ο,"" δς Ξ ὠχηγλαι-Ο,αα-- αι Χιήί-- ἁαηΧη- 15 ο. 
Εν τῆς Ἐπιλύσεως τοῦ ἀνωτέρω συστήµατος εὐιόοᾶως εὑρίσμομεν 


Χι----τ-ς]----ς ο πυύστη λ- τὰ 


ανν. να ) α͵ σας 


α ς σ ͵ ν 
0θεν,πι λυσις τοῦ συστηµατος εἶναι. 


Με. ε[. πι ο πεις Εως σε 
. (ξ., Ευ ηι) σα , αλ». αὶ αἲν.- «καὶ | 
᾽Αμοθουᾶας εὐρισωομεν : 
Εικ ον δικιο (ἱή1) ται Φιι ἀἱ (ἳ Ἱξιλ, η). ΑἈμολουθδως Έφαρμοξδομεντο 
θεώρτµα 2. Διὰ τὸ εὑρεὂεν σημεῖον ἡ ὃοιδουσα γίνεται : 
μα ο ο ενος ο. --ᾱι 
| ο 1-λ ο: α, 
0 0 2-λ. : - ὃν αν 
| . . 
ο οἱ ο... 
αι οἩ ας αι ο 


ς « ͵ Ἡ . | ͵ . . ., φ ο η 
η οποια ἔχει την ρίδα λ-2 µε πολλαπβότητα η-ί. Ἆρα εχσµεν «Λλάκιστο, 

3 ς η {ο ῃ - ε Π 3 ο Π ' 
Παρατηρησις: Ἡ ἀνώτέρω ἔφαρμογχη ἰσοδυναμεῖ με τὸ νὰ εΌρωμεν -υιν ἄποστασιν 


μν Χ -- - . -ᾱ [ ' ! ͵ [ 
τῆς αρχΏς τῶν ἀξόνων τοῦ πώὠρου Σ: ἄπο το Ὅπερ- ἐπίπεᾶσν αι Χια---:ΣάμΧι-ΊΞ ο. 


Ἡζ,. Διάφορα Προβληµατα: 


" ον 
Προβλημα {5 Να εὑρεδοῦν πα αµροτατα πῆς συναρττσεως {- δχὶ : γνωφι- 
οντες ὃ οτι, 4- ὲ αι Χχιχ] -τΞο ὅπου αιῃ εἶναι ἕνας συμµετριμος τετραχώνιωος πι- 


ναξ αι νερις. 


. Π ῃ ͵ ' ͵ 
Λνὺσιδ: Προς τουτοις σχΏωματιδοµεν την. συναρτησιν' 


ΕΞφ-Λ.{- ο .» 1 σκι (1) 
᾽Αμολουδως Θεωροῦμεν τὸ σύστηµα τῶν πρωτων μεριιῶν παραγώγων τῆς ἄνωτε - 
ρώ συναρτησεως τοι: | 
-- - "20 κι-Αχι (9) .νδ η). 


᾽Αναλυτιιῶς αἱ πα νναν -- πράφονται: 


Ι 
ο 


(αι 1) Χι σαι Χι Υ' αιη Χης 


αιΧι (αχ) 1) Χάνα ΧηΞ Ὁ (3) 


ΑμιΧι ἄμμΧι- «3 (απη-λ)Χη-Ο 

λα το σύστημα (3) Έχει µῃ µηδένιικων Άυσιν ὡς προς ον αν αριεῖ Ὥ ὁριδουσα τοῦ 
ἀνώτερω συστίµατος νὰ εἶναι ἴσῃ πρὀς τὸ μηδέν, Παρατηροῦμεν ὅτι, ἡ ἀνωτερω ορὶ5ού- 
σα Ἐξισουμένη προς το μηδεν ναι ο χαραιτηριστιμτι Ἐξισώσιςτοῦ πίναιος Α-Ξ [αι] 
δηλ. εἶναι ἡ Σξίσωσις |Α-Α1|- Ο (4). Αἱ δε τιµαι ποὺ πρέπει νὰ λαβ8π ο ἢ διὰ νά 
ἔχώμεν µη τετριµένη λύσιν ἔἶναι αἱ ὡς πρὸς λ1 ρίδαι τῆς η55ῦ θαῦμοῦ ξξισώσεως (4). 
Λλοχῳ τῆς συμμετρίας τοῦ πίναυος Α αι ται) ἀποδειινυεται οτι ὅλαι αἱ ριδαι τῆς (4) 
εἶναι πραγµατιμαι. 

Πολαπδασιαδοντες τὰς Εξισώσεις τοῦ συστηµατος (9) ματα σειραν πι Χι Χα...  Χη μαι 
προσδέτοντες εὐρίσμομεν: 

κ. Σχ» Σαμ χιχ; 5ο Ἡ λ4νΙΞο ἤ ὁ--π (85) 

µ (ϐ) σημαινει ὅτι διά τὴν µημηδενικην Λὺσιν τοῦ συστηµατος (9) μαι τῆς δεσμεύσεως 
ποὺ ἀντιστοιχεῖ σε µία ρἰξα ἆ τῆς Εξισώσεως (4) ἡ τιµῃΏ τῆς σύναρτΏσεως { Ἰσοῦται πρὸς” 
Τέᾶος ἡ µεχιστω μαι η ελαχιστηῃ τιμη τῶς { ἰσοῦται ἀντιστοϊχως προς την μεχίστον μαι ἔλα- 


, ' - 4 
Χιστην τιαητν του -- -- - 


ὼ 


΄Ἱαρατηρησις: Τὸ ἀνωτέρῳ προθλπµα Ισοδυναμεὶ µε τὸ νὰ εὕρωμεν τὰ σημεῖα τῆς τετραχώ:- 
νιαῶς µορφΏς Σαι)ΧιΧι Ξ4, τῶν ὁποίων ἡ ἀποστασις ΥΣ - ( τον ἀπο των ἄρχην εἶναι: 
µεχιστω πι ελαχὶστη. ο 

Προθᾶημα 25 Νά εὑρεθσῦντασημεῖα ΧΞ(Χι,--- Χη) μιᾶς ὑπερ- πιφανείας µε ἐξίσωσιν 
ΦίΧι,-..Χη)Ξ 0 (4: συνεχής) τοῦ χώρου Κ', τῶς ὁποία» ἡ Ευμλεϊδειος ἀπόστασις ἀπο ἕνα δεδο- 
µένο σημεῖο ϐ6-(θ6ι,.-. ϐη) εἶναι ἐλαχιστη. 

λὺσις:; Τὸ ἀνωτέρω πρὀθληµα ἰσοδυναμεῖ μὲ ὦ νὰ εὔρωμεν σημεῖον Χ-{χ.,... Χι) µεταξυ 
τῶν σαωμεὶὼν τς ἔπιφανειας φ(Χι-.. ΧπΞ 0 ιαδιστον ελαχίστω την σιναρτησιν; δζκν--κν) 2.8): 

τμ 


Ἐφαρμόσοντες τὴν µμέδοδον τῶν πολλατβασιαστῶν τοῦ Ιααγαπηθ σχωματίδοµεν τὴν συναρ- 


πουν] Ε(Χι;: Χα, λ) 5 ὁ (χι, ..  Χκ) ΑΦ (Χν""' Χκ) 
ο 
Ξ Σαι-θι) « λφ (Χν, . Χλ) 
ο. | υ5ί ι 
Είναι δε; 
5Ε.. - οΌφ 5. ἶ οφ εξ 
ὄχι 2{Χι 6) ὄχι) ὃς 2(Χη ϐη) 1 δες μαι δα ν 
Μηδενιδοντες τὰς ἀνωτέρω µεριιὰς παραζώχους, τελιιῶς εὑρισυομεν: , 
4 θΦ΄ θΦ 
οχ δχ Ὅχη : ; 
να . 8 τα ν --.«Ἔ μαι φ- Ο. 
Χι-δι ἈΧ2-6ι Χη:Θνμ 


4ϊ τελευταῖαι Εξισώσεις Ειφρᾶδουν πολύ ἅτιλᾶ Υτωμετριαώς ὅτι τὸ 5ητουµενον σωμεῖον, 
ἔὰν αυτό δὲν εἶναι Ένα ἰδιὰζον σωμεῖον, εἶναι ὁ ποὺς τη» ααδξτου ἀχομέενης ἀπό τὸ σημεῖον 
ϐ6-(6,--. ϐη) πρός τῶν Επιφάνεια, 

Πρέπει δὲ νὰ παρατηρήησωµεν ὅτι, παδε σημεῖσν τῆς Επιφανειας τὸ ὁποῖον εἶναι ὁ ποὺ 
μιᾶς ιαβξτου δὲν δίδει ἀναχιαστικῶ» ἕνα Ελάχιστον τῆς ἀποστάσεως. Ἰοῦτο δὲ ὃα εἶναι 
ἢ Όία σχετιμὀ ἐλάχιστο ἢ ἕνα σχετικὸ μέγιστο Ὦ Ένα Ἰδιαζον σημεῖον. 

Παρατηρησις: Ἡ 35 ἐφαρμοχη προφανῶς εἶναι εἰόνιαη περίπτωσις τοῦ ἄνωτερω προθλήµατος 


:Ἐδῶ Ἐδώσαμεν ἜεωμετριαΏ Σρμηνεία του προθληµατος. 


, 7 ᾽ Ν ο 7 ῃ ᾗ . » ᾽ η - 
Προβλημα 33 Να εὑρεδῆ π εἀαχίστη ἀποστασις δυο ἀσυμθατων εὐθειῶν. 


{ [ ἲ ’ . ον. ν [ ὣ [ ο 2 ι 
Λὺσις : Ας Όαυρποωμεν ὅτι αἱ δυο εὐδεῖαι διδονται εἰς τον χῶρον Όπο τῶν εξισώσεων: 


χ-άσδνα χςάξνα΄ 
Ίο ς |) αι (Ε/): ΄ 5 ή, 
“{. (9) ώμο ος υ- Ὀσ6 ί ) 


ν [ / ' . κ. 
"Ἔστωσαν Μι(αι Μι ἓι) ἕνα τυχον σημεῖον τῆς εὐθείας (ε) ααι Μι {χι νι, 11) Ένα τυκον στιµεῖον 
τῆς εὐδείας (ε/). ἳ 


Ὅ τὸ τετραγωνον "τῆς ἀποστάσεως τῶν δύο αὐτῶν σημείων εἶναι : 
451) - (Μιὰ μι) - χο) »(9 νι) ᾱι -ᾱ) (1) 
Πράγματι ἡ π ἀπόστασις ΓΜ0Ά Μι, λογῳ τῶν (9 μαὶ (1’) εἶναι συναρτησις µόνον τῶν ᾱ, ἐν. 


δη ἆς θεωρπσωµεν τὰς µεριιιὰς παραχώὠχους τῆς συναρτΏσεως ὁ (αν ἳ,) ὠὡδπρός ᾱι,ἒ, ὥτοι: 
3 6 οκ ι) ᾱ τη Σ (συ ἄλλα. τη Υσνἒι)- (νο 1)τι-( (88 εὔρει), -ᾱ(α-α) νο (6-6) (3) 


κ ὃ 
ναι- κα Ξ-(χι- κι) ανν με κ) ανς (12) --- (88/ οὔ 1) ας αόμ1) ἃ -ᾱ' (α-α/) (6-6) (4) 
τό αν 3 ͵ ι 94. δή Π π μ σε 2 ͵ μα. 
ὑστημα τῶν πώδοταν δα 0, σα.” Ο (πραμμιμον συστηµα επιδεχεται εν Χενει, µια 


µοναάαΏι λὺυσιν Ἔστω αὗττι εἶναι Ἡ (αρ .ρ). 
.ξε ἄλλου ἔ Εχοµεν: 


1. ο... λος ρονέ ε, 
-- οτὰν ἀ τοι, ο] θε, (989 98!), 7 


Καὶ ἀμολουδὶαν Ἐπομεν : 
ΔΑ. | οὗ οὗ αι αμ. ο πν. αν νὰ πα. 
Ξ (88 - ρᾶ)- (4-Δ/)' (5- 6)” 0. 


« 3 
- ' : ο 4 ω « - , ' . ὅ ὃ ι / 
Επειόω Δ» 0 τιιαὶ Ενλ 20 επεται οτι εἰ» το Όεωρπθεν σημεῖον (2: ; 9) Ώ συναρτη- 


σις παρουσιάδει ξλάχιστον (6λ. Πρότασις Υ-(-2). 


Ἄσκησεις. 

|. Νὰ χωρισὸῇ ὁ Ὀετιμός ἀριθμὸς α ὡς ἄδροισμα τριῶν Οετιιῶν αριὸμῶν κ, υ,3 εἶς τρο- 
πον ὥστε τὸ γινόµενον Χ''. υ”. 5) νὰ ααθισταται µέχιστον. (ππη,Ρ εἶναι Φοθεντες ὃετι- 
αοι ἀριὸμοι). | 
ὨὙπόδ; Ἀριεῖ νά εὑρεδῇ το µεγιστον τῆς συναρτήσεως Φ(α/1)5 πι ἔοφχκη: ζοφῦ Ρο 3. 


Π ( - : µ - « υ] ε « - . ν 
2. Να ευρεὸῃ το µεγχιστον τοῦ γινοµενου (ΧιΧ..:: Χν) ὑπομείμενον εἰς την συνὂπωην 


Χα ΥΣ ΑΛΤΟΑ Χη πι]. 


ς 


Ἀιοᾶσυθως αρησιμοποιοῦντες το ἄνωτερω συµπερασµα δειξατε δια τοὺς δετιωοὺς 
ἀριδμους αι αι... αη στι: 
/ ι ι 
Ἶ αισαιν τα 
(αι-ας--- αι) ο... 


Ἂν 


᾽ ’ ο, ο 1 ο α ς 
άν (α) χα. Χα, Χ-(Χι,':«Χν), δειξατε Ότι ἕνα τοπικον «πμροτατον της { ὑποιει- 


[ 1 ῃ ᾽ ασ Π - 
µενη εἰς τιν συνοπωη Χιγ’' Χα. ναι Τὸ α η' κ 


͵ 5 ”-.. 1 .. ι . - ι υ 2 ς 
α) Να ευρεὂῃ τι μεγίστη ἅαι ελαχιστη τιμη δις σὐναριησεως {(Χ, 5): Χ 4 «Ζ΄ υπο- 
.- ο. 
µε τν κ --σ--- - ----- Ξ Χ 4- 
(µενῃ εἰς τας συνόπιλα 5 απο Ἔτς } μαὶ ἕ- υ. 


ϐ) Δώσατε µία χεώµετριαη ἕρμηνεια τοῦ ἄνωτερω αποτελέσματος, 


ε χι 6η α ω ο) 
; αχ χα» α. εν νο : 
Διῥεται π συναρτησις ἁ(χιιΧ.,--ἔα) 5 Χι Χι ης πα σα . οπου αἱ ἕµ 


ῥανιδοµεναι σταδεραι εἶναι πᾶσαι Ῥετιμαί μαι ἄναι ὠρισμενῃ επι τοῦ ανοιωτοῦ ου- 
νολου κ ο... αἳ᾿ 1-- σπα 9} Ω (0999) Χ-:.Χ (0,199). 

Δείξατε ὅτι η ανώωτερω ου άρεναω Ἐπιδεκεται ἕνα µονον μεχιστον Ἐντοςτου 9. 
Λυσις: Η 4 εἶναι συνεχής ααὶ δετιµη ἔντος τοῦ συμπαγοῦς 9 μαι µηδενιδεται ἐπὶ τοῦ συνο- 
ρου -υ 9, οπστε ὀπιδέκεται Ένα τοὔλαχιστον μεχιστον ἀντοστοῦ 9 (θάξπε οθεωρσ-1-!). 


θὰ δείξωµεν ὅτι τοῦτο ἆναι µοναδαιὸ. Επειδη  ὀ(χιΧω- ο Χη) Έχει παραχώγου5 


πάσης τάξεως ὡς πρὸς Όλες τὶς µεταθλητες, αρμεῖ τὸ συστημα: ο «0, ὑσολ, η να 
Έκῃ µοναδιυη λύσιν, 
{νοθ, μμ ο μα. ὂ 
Βι -αις Χι κ. μμ... Ἔωσν. 1 
μαι ὃύ . - -ᾱ- κθι ας (ο θε γχδ ρε, αν -- Χρ 
Είναι ον -οιἶσιλ τ-ρ Ὃι ω (ς, ᾱ ο, - πολ, (Σ) 


ε 


Η ὀριδουσα τούτου ἕλναι: 


αι 
' . ναττ | : μα. ο. 
κκ ανν -Ό νιοι Ὁρ. 
μ|- ρε αι ς ο. ο ας αὖα. ρε αμα, τα τας, δ-.. ναξ)ρο 
[ ο, 


Συν επῶς τὸ (2) ἄναι σύστηµα ἄΥαΙΠΠΙΘΥ μὲ ἀγνώστου» υισας, πλ Ἡ 


Επισως Ένα! Αι: Ξ πλ Ἡ. 


[αι σπ 


Ρι]-΄ . αι’ 


Ὁ. Άρα Ἡ µρναδιμΏ λυσις τῶ(Σ) ἔἶναι: νι χδι σαι -- πο άσς Έτ 20,ἱ5ιλ;-ῃ (δεκτη λυσι5). 


ΙΑ { η αν παρ ρ8ι 


ι υπ] ο . " τς, ἁ μα µ. μη . . δε: 
Μειξαιε ὅτι ες ιώλὸε τρίχωνον ΑΒΓ ὁπάρκει Ένα συμεῖον Ρ τοιοῦτον, ὥστε το αὀροισμα 


3 ' ς 3 οί . ε.α. [ μ. ' ͵ π ι 
ρα”- ϱ8 εΡτ) να ιμοῦίοταται εβαχιστου αι ὅτιτο Ρ Εναι το θαρυιεντρον του τρι]ὠνσυ. 


ΠΑΣ ΣΕΗΟΓΛΟΣΣΟΙ ΙΟΜΑΤΟΗ κ ΕΗΝΟΙΟΗ 


Αβοπηρογ!, α................. 5ί6 παςοβί.... ιο ιο ινοέν νο. θΒ 89 Ο0 
βεξϊραρης. ος ος « κ εεω ος 58 ἱαφιαπφρ.... κο Τα 
ΒΙποτ...... ον 243 ἱαρέαςς... 1ο4ς} 
βοηηο{ ἃςς πθροςθις ο ο ον 149 
Βογοῦ . 149 
σα ἵαξαδ ο ος ο νας 36ο . Μειςηὶθγ . 3ο5 
ζαμςβυ (6 κκ ο ο 9:25 
(αυέου ο 2438 Ο5{γοφγαἄσχν 430450 4ὀ 
κ σν αωοσο μου ι66 
Ογίςούφοδ................ «823 που σωβϱ--. 829 
οι αιμκ α ο ΕἰοππαήΠ........ .- νετ ντ ες. 15436 
ΡαγβοιΧ..... ιν εν τν τω των 5823/9329 βοάτἰφκθ»......ι. εν... ων. « 881 
θΙΛεΠέαξ.,.. να εκ, 188 γοῖα ίση... ιο νενενο 4539 
Ῥίνθγφοπος..... ο 449 δε Ώανλα...... ον ν δη 
πμ σι ώὐ... 3/4 5{ἱγειπά. πο. ον ο 1Α9 
ΕΠΠπΘΡΟΓ ονων 353 δίοΚος............ νι. « «4 481 
Ειέογ.. ο 54315 κ ο ον. εν 69 
Εθπο!.. ο 263266 μαθθὶς......... ως 2ΑΘ 
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